El problema de la integrabilidad de funciones de demanda.

Sinopsis

Se demuestra que el procedimiento usual de determinar las preferencias que generan una funcidn
de demanda por medio de ecuaciones diferenciales parciales es por demds complicado, pudiendo
hallarse la solucién por medio de una ecuacidn diferencial ordinaria.
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1 El problema

Tipicamente —en la teoria del consumidor— inlegrar un sistema de [unciones de demanda
reqquiere resolver un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. El objetivo de este ensayo
es demostrar que tal procedimiento es por demas complicado, pudiendo hallarse la solucion
por medio de una ecuacion dilerencial ordinaria.

Frish [1959], en un apéndice poco conocido a un importante articulo, dié un cjemplo
de |a existencia de una funcion cuya maximizackin sujeta a la restriccion de presupuesto
reproduce la funcion de demanda original, pero a pesar de ello no coincide con la [uncion
de utilidad "recuperada” de la inlegracion de la funcion de demanda. Es por ello que uno
solo puede aspirar a deberminar una funcidn de utilidad que genera la demanda, no "la”
funcion de ulilidad, ya que ésta no requiere ser necesactiamente transitiva. Dada una funcién
de demanda y una funcién de utilidad que la genera, existen innumerables preferencias
(en general no transilivas) que generan la misma demanda. 5i no se puede postular la
exislencia de preferencias Lransitivas, nada se puede decir sobre cual de ellas es la relacion
de preferencias que generd la demanda. Sin embargo en la practica este problema no es de
mucha relevancia —a los fines de predecir el comportamiento del consumidor no es necesario
sither enidles son sus verdaderas preflerencias, sino come reacciona frente al ambiente en que
le toca actwar—, Por supuesto para llegar a conclusiones normativas es necesario saber
algo mas sobre las prelerencias. En este caso, la observacidn del comportamiento de los

consnmidores no es suliciente para revelar sus prelerencias a menos que se esté dispuesto a

electuar hipatesis adicionales.
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2 Funciones de demanda generadas por funciones de

utilidad.

Para una descripeion mis delallada de los conceplos que siguen, véase la obra de Varian

[1992], ¥ el execlenle panorama histérico de Hurwicz en el capitulo 9 del libro editado por

Chipman, Hurwicz, Richter, v Sonnenschein [1971].

Definicion 1 Una funcidn v: R}*' — R s una funcidn de utilidad indirecta si

(a) es homogénea de grado 0 en sus argumentos (p, m)

(b} es cuasi-convexa

(c) es creciente en m, decreciente en p.
Si v{p,m) es una funcién de utilidad indirecta, se sabe que
(a) Existe una funcidn de wlilidad direcla u : R} — R tal que
v(p,m) = max (u(x) |px < m}
(b} su inversa es la funcion de gasto e : R} x R — R, definida como
e(p,u) = min {px|u(x) 2 u}

¥ que salisface

vipe(pu))=u e(p,e(p,m))=m
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3 Utilidad medida en dinero.

S5i w{p,m) es una luncidn de utilidad indirecta, se sabe que si los precios son q entonces el
gaslo necesario para alcanzar el mismo nivel de utilidad es

#laip,m) = e(q,v(p,m)).
Surge la pregunta de cuiles son las propiedades que cumple esta funcién, dado que el con-

surmidor maximiza sus preferencias. Obviamente

{a) Es homogénea de grado cero en (p,m) por serlo v (.}

(b) Es homogenea de grado uno en q porque duplicar los precios implica duplicar el

gasho.

(c} Para g € R" dado se comporta como una luncion de ulilidad indirecta, por ser

e (p, u) creciente en u,

Dados los veclores de precios q,p y el ingreso m, definase el vector y = q— p; y sea
M (t} = p(p+ty; p,m) = e(p+iy, v(p, m)) el ingreso necesario para mantener al consumidor
sobre su misma superficie de indiferencia a medida que se recorren los precios entre p y q,

lumado ¢ los valores enter 0 y 1, de modo que la utilidad indirecta es constante, es decir,
vip,m) = v(p +ty, M (1))
Derivando esta identidad con respecto a I,

di
O=yvp(p+ty, M (1)) +vm(p + ty, M (t)) ’-i[!}l_
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Despejando la derivada d M /dl se obtiene

dM () _ _ywp(p+ly, M(Y) _
dt " um(p+ty,M(t)

yé(p+ty, M(t)),

una ecuacion diferencial ordinaria.

4 Recobrando la funciéon de utilidad

Teorema 2 5i la funcidn de demanda & (p,m) es continua con derivadas conlinuas, ho-
mogenea de grado cero, cumple con la ley de Walras pé (p,m) = m, y la matriz de Slulsky

S =£, + EnL' es simélrica y semidefinida negatival |, exislen preferencias que lo generan,

Demostracién. Seay = q-p, x(l) = p+ 1y, 0 =t < 1. Considérese la ecuacion

diferencial
2 = yeglr(t), M (1)
M({0) = m
Entonces M (1) dependera de q,p, m, es decir, M{1) = p(qg; p,m) para alguna [uncién

p:RY %= R: x R — R. Se debe demostrar que esta funcion pu(.) cumple con las siguientes

condiciones.

{a) p(.) es homogénea de grado 0 en sus argumentos (p, m). Esto es una consecuencia

de la homogeneidad de grado cero de la funcion de demanda £ (.).

1

En general los veciores se toman como columnas, Las excepciones son los de precios o los expresamente
indicados por el apdstrole (') indicador de transposicidn de malrices y vectores. También se utilizan las

siguientes abrevinturas, &, = (38" /8p;) ¥ £n = (36 /0m).
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{b) Se cumple la identidad de Roy
£(pym) = —pp (qipsm)/ pm (G Py m) -

Para demostrar esto, se requiere la simetnia de la maltriz de Slutsky.
() 5i la matriz de Slutsky es negativa semi-definida, entonces p (.) es cuasi-convexa
en (p,m}.

(d) Falta demostrar que v(p,m) = plq; p,m) e una funcidn de utilidad indirecta

que genera la funcién de demanda dada. Ello se deduce de las ecuaciones de Roy
(1) ¥ (2) del apéndice, que implican que

vp(p.m)

f'[meJ - -IJ {P m}‘

Como v es cuasi-convexa, de aqui se deduce que £ (p, m) maximiza la funcion de
utilidad

4 (x) = min{o(p,m] |pox <) O

5 Aplicaciones.

Ejemplo 3 Estructura de demanda rigida (Leontief). Sea

m m (]
£(p,m) = = &= —[?a'}'iﬂ

Por lo lanie,
M Iy M(0)=m

a pa+iya
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trplica
ln (M/m) = In (1 i 1::—:)
M (1) = p(q; p,m) = m=
(1) = plq;pym) i

Fijando el valor de q se obliene lo funcion de demanda indirecta

v(p,m) =

Ak

correspondiente ¢ [ funcidn de ulididad directa

u(x) = min {:_f}

Ejemplo 4 Funcion de demande homogenea de grado unidario en el ingreso. Sea

§(p,m)=¢{(p}m.
£l implica. gice
% =yip+ty) M
de modo que
In (8 (1) fm) = [ yE(p +ty)dt = Inh(ai p).

En consecuencia la funcidn

pla;p,m) = mé(q;p)
es homogenea de grado unidad.

Ejemplo 5 Funcidn de demanda con elasticidad-precio propio unilaria. En este caso?

{[p,m}:ﬁ'tamz(f)m u,:-l];?n.,-:i
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provee la ecuacion diferncial

dM a;y
el S o WL 1 Y
at ? pi +ty;

con solucion

n(M(1)fm)= Ea,tn(l + lp})

=1

equivalente a

'}

@
plaip,m)=m]] ("’*)
1 A
Suncidn que corresponde a preferencias del lipo Cobb-Douglas,
Ejemplo 8 Elasticidad unilaria, wna vez selisfechas las necesindades bdsicas, Agqul’
£(p.m) = x = a+Bp~'c(m — pa)

px=pa+pBp~lc(m-pa)=m
pibije,
o T ENTG oy
E B
B=1 =x=a+p'c(m-pa)

= =ya+y(p+ty) 'c(M — (pa + tya))

din (M — {pa + tya)) - ¥i¢;
di Py + by,

In (M ~ (pa + tya))ls = ¢ ln (p, + )],

M)-a _p (q_,_)

m— pa B

Fl acento eircunflejo { ~ ) sobre un vector representa la malriz diagonal eon las eoordenadas del vector
a lo largo de su diagonal principal. Por ejemplo,

Skt
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6 Conclusiones

Hace muchos afos el autor envid una versidn preliminar de este trabajo—para el caso de
funciones de demanda linealmente homogéneas en el ingreso (Mantel [1968])— para su pub-
licacion en Econometrica. El referee informd que el resultado era ampliamente conocido;
no teniendo acceso a una biblioleca especializada en Buenos Aires, el tema quedoalli. Sin
embargo, con posterioridad se publico el libro editade por Chipman, Hurwics, Richter, ¥
Sonnenschein [1971] en el que Uzawa corrige un error en su demostracidn anterior, donde se
contimia utilizande ecuaciones diferenciales parciales. Después de todo ese tiempo incluso
en lexbos avanzados y aclualizados como el libro de Varian [1992] se sigue demostrando la
existencia de una luncién de utilidad que racionaliza las funciones de demanda por medio de
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales. Es posible que al menos en las presentaciones
del problema a alumnos, sea mas sencilla la utilizacion de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Se deja al lector el decidir si el presente trabajo realmente ofrece una alternativa mas sencilla
a un tema que siempre [ue engorroso, desde el momento en que el mismo Pareto cometiera

el desliz que indujera a la intervencion de Vollerra,

T Apéndice
A continuacion se presenta el detalle de las demostraciones anunciadas en el texto.

(a) Homogeneidad de u(.). Sea

t Ar

.- S P -
TEFAL-D Ar+1—7
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de modo que ¥ (t) = LM (r) satisface la ecuacion diferencial

WU = (1= (1= A) ] (1= ) M (7)

at

la=p)(1={1=Xr)+(L=A)(p+r(q=-p)lé(p+T(a-p),M(r)
(a=Ap)¢[tlp+7(a—p). N ()]
(a=Ap)El(t+ A{1=t))p + tq—tp, N (t)]

(a=Ap)&[Ap + t{q—Ap), N (1)]

Il

con la condicidn inicial M (0) = Am. En consecuencia, N (1) = M(1) =
M(l).0O
(b) ldentidad de Roy. Sea § = §'. Definase

UEM,.{E"'MP-[I-‘}E.

donde loa argumentos de las funciones indicadas con el indice ? se evalian en el

punto (7, M)" = (p,m). Entonces

wWw=1-"4+0-(1-0)¢* =0,

B

= QR+ -0 %+

E¥EnMm + (—€+ €,y (1= 1) + ¥EMy) — (1 = 1) (&Y + EnyE) +£

(VEn) (€M + Mp = (1 = ) €] + (1 = 1) [ = & — bmb” + £80] ¥

(¥6u)w+ (1 - )[S' - S8]y

(¥fn)w
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de donde w = D para todo £, ya que ésta s una solucién —trivial— de la ecuacion

dilerencial, y se sabe que tal solucién es tinica. En obros términos,
My, + @Hm = “ - t)§,

y en especial, para t = 1,

My + €M, =0 (1)

El resultado surge de observar que
pp = My e =M,. O (2)

(€} p(.) es cuasi-convexa. Derivando la ecuacidn de Roy (1) se oblienen las dos

relaciones

My, + ML, = -M £
My + & My = —M £,
Multiplicando la tltima relacion por £ y sumando,
Mo+ ML E + &ML + €M £ = —M), [.fg +E06%) = —MS".

Esta matriz es positiva semi-definida por ser M}, > 0; como g = M es homogenea

de grado cero, ¢l resultado sigue, O
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