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PRINCIPIO DE HEISENBERG

Imposibilidad de que determinados pares de magnitudes fisicas sean
conocidos con precision arbitraria
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PRINCIPIO DE HEISENBERG

Imposibilidad de que determinados pares de magnitudes fisicas sean
conocidos con precision arbitraria

MAGNITUDES CONJUGADAS (COMPLEMENTARIAS):
@ X ~VU(x), fx(x)=|¥(x)* (densidad de probabilidad)

e P~ \Tl(p) = (277)_% /‘I’(w)e_””tzdx, fe(p) = |\Tl(p)|2 (h=1)

AX.AP > %, EI[|X|? E[|P|?] = 4F [X X' — E[PPt]q >0

1
4

Igualdad (solo) en el caso Gaussiana.
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PRINCIPIO DE HEISENBERG

Imposibilidad de que determinados pares de magnitudes fisicas sean
conocidos con precision arbitraria

MAGNITUDES CONJUGADAS (COMPLEMENTARIAS):

@ X ~VU(x), fx(x)=|¥(x)* (densidad de probabilidad)

e P~ \Tl(p) = (277)_% /‘I’(w)e_””tzdx, fe(p) = |\Tl(p)|2 (h=1)

— 1l
AXAP> 3, E[|X|?] E[IP|?] 2§, 4B[XX')-E[PP] " >0

PROCESADO DE SENALES:

@ representacién espectral: s(t) = /S(V)ez“”’tdt (energia norm.)

@ dispersién As = <(s — <5>t)2>t,

As.AS > ﬁ representacién tiempo-frecuencia éptima. . .

Igualdad (solo) en el caso Gaussiana.
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CASO CONTINUO VS DISCRETO Y MIXTO

CASO CONTINUO

CS
< AX.AP

= ‘(w*,v@*)

CS: igualdad sii VU o< 20", ..
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CASO CONTINUO VS DISCRETO Y MIXTO

CASO CONTINUO

CS
< AX.AP

= ‘(w*,v@*)

CS: igualdad sii VU o< 20", ..
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CASO CONTINUO VS DISCRETO Y MIXTO

CASO CONTINUO

N cs
(x0*, VI*)| < AX.AP

CS: igualdad sii VU o< 20", ..

)=n" 22\1! e W ¥(o) = = AXAP=

—@n) S W) e zyq(()):""} | = AXAP=0

S. Zozor Sobre relaciones de incertidumbre generalizadas



FORMULACIONES CUANTITATIVAS

CONTINUO (SAT.) DISCRETO (SAT.) | MIXTO (SAT.)

E[lli;”Z]EIfH] H, |H,=1 N) 0 0
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OTRAS FORMULACIONES: POR QUE?

o Existen variables con varianza infinita (ej. a-stable f H%)

@ Casos discreto y mixto: no existe una cota no trivial

@ Varias medidas de dispersién, informacién o complejidad
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OTRAS FORMULACIONES: POR QUE?

o Existen variables con varianza infinita (ej. a-stable f H%)
@ Casos discreto y mixto: no existe una cota no trivial

@ Varias medidas de dispersién, informacién o complejidad

@ Entropias,
@ Informacién de Fisher,

@ Momentos estadisticos de cualquier orden
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ENTROPIA DE SHANNON

ENTROPIA DE SHANNON

H:—iplogp
Q

Termodindmica (Boltzmann)

Comunicacién (Shannon)

MaxEnt: || finito ~> p unif.

12
MaxEnt dado 2 ~ p o< e~ 202

- g SR AT 1 2
Potencia entrépica N = 35— exp (3H>

S. Zozor Sobre relaciones de incertidumbre generalizadas



FORMULACION ENTROPICA

CASO CONTINUO
_ 1
)T L4l t>2

)

1
S

Beckner’75: ||\/I\/||t < Cg’tH‘I/HS con Cs¢ = (%

Bialynicki-Birula & Mycielski *75: W (t) = CZ,||¥||s — 10|+

W (t)
W(t) >0 (Beckner) AW >
- @ > )
W(2) =0 (Parseval) dt |,y 5 =
Da HXFHP) > 4logn ie. N(X)N(P)>1
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FORMULACION ENTROPICA

CASO CONTINUO

Beckner'75: Wl < CZ,[|W|ls con Cyo= (2)% (22)"% 1411 ¢>9

t

Bialynicki-Birula & Mycielski *75: W (t) = CZ,||¥||s — 10|+

W (t)
W(t) >0 (Beckner) AW >
- @ > )
W(2) =0 (Parseval) dt |,y I =
Da HZXHHE > 4logr ie. N(X)N(P)>1

CASOS DISCRETO & MIXTO

Young-HausdorfF: H‘I’Ht Czi

Da N(X)N(P)> % (d) & N(X)N(P)>2% (m)
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FORMULACIONES CUANTITATIVAS

TIPO CONTINUO (SAT.)

E[nilan] B[| |5\| < M, N)

9 4

N(X)N(P) > Bm Bn=1 N)| By =2
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BIALYNICKI-BIRULA VS KENNARD

Maximizando la entropfa condicionada por la “varianza” E[[|X||?]:
e N(X) < N(Gx) donde Gx ~ N ( %Xu‘ﬂ])

o NW(-, R)) =Rl
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BIALYNICKI-BIRULA VS KENNARD

Maximizando la entropfa condicionada por la “varianza” E[|| X ||?]:

e N(X) < N(Gx) donde Gx ~ N ( %Xu‘ﬂ])

o N(N(, R) =|R|*

E[IX|* EI P

Entonces: y ¥ = N(Gx)N(Gp) > N(X)N(P) >

Ng-

S. Zozor
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BIALYNICKI-BIRULA VS KENNARD

Maximizando la entropfa condicionada por la “varianza” E[|| X ||?]:
e N(X) < N(Gx) donde Gx ~ N ( %Xu‘ﬂ])
e NWN(-, R) = |R|é

E[IX|* EI P

Ent :
ntonces 7 J

= N(Gx)N(Gp) = N(X)N(P) =

]

Formulacién de Bialynicki-Birula mas fuerte que la de Kennard

Nota: Gx & Gp son conjugadas.

S. Zozor Sobre relaciones de incertidumbre generalizadas



FORMULACIONES CUANTITATIVAS

TIPO CONTINUO (SAT.)

E[nilan] E[IIPH ] >N, N)

'ﬂ‘ MaxEnt cond. a var.

9 4

N(X)N(P) > Bm Bn=1 N)| By =2

Bm

=% W
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ENTROPIA DE SHANNON VS DE RENYI

ENTROPIA DE SHANNON ENTROPIA DE RENYI

H:—iplogp H,\zlfl/\logip’\, A>0
Q Q
Termodindmica (Boltzmann) Promed. (Shannon) ~~ & la Nagumo
Comunicacién (Shannon) Sis. no equil., multifrac., proc. senales. . .
MaxEnt: || finito ~> p unif. MaxEnt: Q] finito ~ p unif.
A tiene un sentido de zoom

o2 =

MaxEnt dado 2 ~ p o< e~ 202 MaxEnt dado 02 ~ p o (1 + (% /\1)):?7 >+ '

Potencia de entropia Ny =

exp (3H,\>

2’r(
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UNA FORMULACION A LA RENYI

@ Beckner/Young-Hausdorff: ||‘,I\f||t < oY,

1 e 1~ ot
o s IWIET =Ny(X) & BT = Ny (P)
e

2me 2

1 1
o —+-—-=1,t>2 =
t S
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UNA FORMULACION A LA RENYI

@ Beckner/Young-Hausdorff: ||‘,I\f||t < oY,

1 e 1~ ot
o s IWIET =Ny(X) & BT = Ny (P)
e

2me 2

1 1
o —+-—-=1,t>2 =
t S

Potencia 5°~ en ambos lados de la desigualdad & o = 5/2 da
O~ & o 1
No(X)No«(P) = — 5  C * = , ) > —
(X) (P) 4m2e2 cona 2a—1 =2
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UNA FORMULACION A LA RENYI

@ Beckner/Young-Hausdorff: ||‘,I\f||t < oY,

1 e 1~ ot
o s IWIET =Ny(X) & BT = Ny (P)
e

2me 2

1 1
o —+-—-=1,t>2 =
t S

Potencia 5°~ en ambos lados de la desigualdad & o = 5/2 da
O~ & o 1
No(X)No«(P) = — 5  C * = , ) > —
(X) (P) 4m2e2 cona 2a—1 =2

Nota: « —» 1 = o —1
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FORMULACIONES CUANTITATIVAS

MIXTO (SAT.)

DISCRETO (SAT.)

TIPO CONTINUO (SAT.)

B[Ix)1%] B[IP1°] H, |H,=1

: N) 0 0

d d =
ﬂ MaxEnt cond. a var.
2
N(X)N(P) > Bm Bm =1 M|Brn=5%=z U)|Bn=% W)
TR
No(X)Nex(P) 2 B. |B:=2"T5"L  (M[B.=g W)|B:=% @)
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FORMULACIONES CUANTITATIVAS

MIXTO (SAT.)

DISCRETO (SAT.)

TIPO CONTINUO (SAT.)

B[Ix)1%] B[IP1°] H, |H,=1

: N) 0 0

d d =
M MaxEnt cond. a var.
N(X)N(P) > B B =1 M) Bn=1%s M) Bu=2% W)
fra—1 S R
No(X)Now(P)2 B, |B-="2"—  (M)[B:=ghz  W|B:=% M)
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f(A) = Ny decrece con A:

@ No(X)Ng(P) > B.(a), «a>
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f(A) = Ny decrece con A:
o Na(X)Na(P) > B.(a),

@ No(X)Ng(P) > B.(6),

S. Zozor

Sobre relaciones de incertidumbre generalizadas

a >

g =

NI

=




f(A) = Ny decrece con A:

NI

@ No(X)Ng(P) > B.(a), «a>

=

® Na(X)Ns(P) 2 B=(8), B=

@ B.(«a) crece con a:
Na(X)N(P) > B.(max(a, 8)), (o, 8) & [05 5]°

S. Zozor
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f(A) = Ny decrece con A:

@ No(X)Ng(P) > B.(a), «a>

NI

® Na(X)Ns(P) 2 B=(8), B=

=

@ B.(«a) crece con a:
Na(X)N(P) > B.(max(a, 8)), (o, 8) & [05 5]°

® No(X)Ns(P) > B. (1), (a,B) € [0; 4]?

1 )
N, (X)Ng(P) > B, <max <(y,3, 2)) , 0<p<ar, 0<a<sp”

S. Zozor
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FORMULACIONES CUANTITATIVAS

TIPO CONTINUO (SAT.)

B[l1x]1?] E[IIPH ]

d > Ht] HQ - Z (N)
M MaxEnt cond. a var.
N(X)N(P) > B Bn=1 M) Brn=1%r U] Bu=2% ()
fra—1 1,1
Na(X)Nax(P) > B, |B.=2"aL  (W)|B.=%; )|B:=% )

No(X) Ng(P) > Z, Zp = B:(max(a, 8,3)) ()] Zp=B- u Zp=D8> (U

8 8 =a* 8
Bz (U)
B, (U)
« ‘ «@ ‘ «
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QUE PASA SI 8 > a*?
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QUE PASA SI 8 > a*?
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QUE PASA SI 8 > a*?

CASO DISCRETO

@ Landau-Pollack: arccos y/max, | W (z)|? + arccos y/max,|¥(p)|? > arccos(ﬁ)

@ Minimo de Neo(X)Noo(P) = 1 = cond. a L-P
472e?(max, |V (z)|? max, |¥(p)|?)>?

2
Nao(X)N5(P) > Noo(X)Noo(P) 2 mrriromys
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QUE PASA SI 8 > a*?

CASO DISCRETO

@ Landau-Pollack: arccos y/max, | W (z)|? + arccos y/max,|¥(p)|? > arccos(%)

@ Minimo de Neo(X)Noo(P) = 1 = cond. a L-P
472e?(max, |V (z)|? max, |¥(p)|?)>?

T ’71,2
Na(X)N5(P) > Noo(X)Noo(P) > srorie—

CASO CONTINUO

Contraejemplo: ¥(z) = 4 (r (d%’))% (r ('5))_% (1+ ||:r||2)_%, v >0
d(B—1) Na(X) < +o00
’ Np(P) — 0

@ 3> max(a*,1), v —

@ 1>p3>a"v—0= No(X)Ns(P) x (P(g))ﬁ+% ~0

No(X)Ng(P) puede ser arbitrariamente pequeno
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FORMULACIONES CUANTITATIVAS

TIPO CONTINUO (SAT.)

B[l1X]1?] E[IIPH ]

- >H, |Hg=1 (N)
'ﬂ‘ MaxEnt cond. a var.
N(X)N(P) > Bm  |Bu=3 V)| Bn=gfa )| Bn=% @)
ﬂ a—1 %1 *%71 ,
No(X)Nox(P) 2 B, |B.="—2r— M|B:=gfz U|B:=xF )
Nao(X) Ng(P) > 2, Zp = Bz(max(a, 8, 3)),0 (| Zp=B: x--- (U,)| Zp,=8B.,7 U,?)
B B =a* Jel B =a* B
Sl B ) B (U) .
=\ o Bz( 2 d>d )
« 14n2

S. Zozor

[N

,"_
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REGRESO A LOS MOMENTOS. ..

CASO CONTINUO

~no

@ max Ny(Z) dado E[||Z|"]: % > Na(Z2)M(1, \)

S. Zozor
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REGRESO A LOS MOMENTOS. ..

CASO CONTINUO

2
1

@ max Ny(Z) dado E[||Z|"]: % > Na(Z2)M(1, \)

2 d d
] V(a7b)ER+, o > m,ﬂ> b+d’
2
b

sixie EUPITY 5 N (X) Mg, a) N (P)M(b, B) > Zp (v, S)M(a, ) M(b, B)
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REGRESO A LOS MOMENTOS. ..

CASO CONTINUO

2
1

@ max Ny(Z) dado E[||Z|"]: % > Na(Z2)M(1, \)

2 d d
] v(a7b)ER+, o > m,ﬂ> b+d’
2
b

BuxpnE EUPETE 5 v (x) M(a, @) Na(P)M(B, B) > Z,(as B)M(a, &) M(b, B)
@ J.-C. Angulo et al.: A(a,b) = Z,(1,1)M(a,1)M(b,1) (a partir de BBM)
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REGRESO A LOS MOMENTOS. ..

CASO CONTINUO
2
El|z|Y*
@ max Ny(Z) dado E[||Z|"]: M > Na(Z2)M(1, \)
® V(a,b) R}, a> 4, 3> 4,

2 2
Blix|“e E[IPI°]?
d d

2 Na(X)M(a, @) Ns(P)M(b, B) = Zp(v, B) M(a, ) M(b, B)
@ J.-C. Angulo et al.: A(a,b) = Z,(1,1)M(a,1)M(b,1) (a partir de BBM)

d

@ Sia > b, cota méx. para 3 =a*,a € D = (max (%,m) ; 1] & sim,

z 2
alg E P b1 %
E [HX;H | I dH ] > Z,, = max B.(a)M(max(a,b), )M (min(a,b),a™)
@ @

€D

S. Zozor
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REGRESO A LOS MOMENTOS. ..

CASO CONTINUO

2
1

@ max Ny(Z) dado E[||Z|"]: % > Na(Z2)M(1, \)

@ Y(a,b) eR%, a> ﬁ_d,ﬂ > b%i,

euxpe? 2Pt

sxe ENETE 5 v (x) M(a, @)Ns (PYM(B, B) > Zp(e, )M (a, @) M(b, B)
@ J.-C. Angulo et al.: A(a,b) = Z,(1,1)M(a,1)M(b,1) (a partir de BBM)

@ Sia > b, cota méx. para 3 =a*,a € D = (max (%,m) ; 1] & sim,

2
b

E[|X|*]* E [IP|I"]
d

7 > Z,, = max B.(a)M(max(a,b), )M (min(a,b),a™)
C [e%

€D

CASOS DISCRETO Y MIXTO

U(e)=6k=  _ ENIX]4: E[IPI’]

(U(z) = L) d a
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FORMULACIONES CUANTITATIVAS

TIPO CONTINUO (SAT.) DISCRETO (SAT.)

B[l1x]1?] E[IPH ]

= >H, |Hg=1 0% 0 0
M MaxEnt cond. a var.
N(X)N(P) > B Bn=1 M) Brn=5%r U] Bu=2% ()
fra—1 1,1
Na(X)Nas(P) > B, |B.=2"aL  (W)|B.=%; )|B:=% )

Nao(X) Ng(P) > 2, Zp = Bz(max(a, 8, 3)),0 (| Zp=B: x--- (U,)| Zp=8B-,7 U,?)

U, MaxEnt cond. a M

2 b1 2

; a2 E[||P)°]? i

7]?[")2” e B{IPITT dH ] > Zml Z,, numerica (?77) 1] 1]
V.

B =a* B
Bz (V)

VAl

B.(8) (?)

[N

,"_

Bz(a) (7)
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ALGUNOS RESULTADOS

Cauchy ,a=1

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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ALGUNOS RESULTADOS

BBM: SATURACION ASINTOTICA

Cauchy & Laplaciana, o = 1

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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ALGUNOS RESULTADOS

BBM: SATURACION ASINTOTICA

Cauchy & Laplaciana, o = 1

Cauchy & Laplaciana, a = 3
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ALGUNOS RESULTADOS

Cauchy & Laplaciana, o = 1
Cauchy & Laplaciana, a = 3
Student—t: resultado analitico
(argumentos tipo convexidad)
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ALGUNOS RESULTADOS

Cauchy & Laplaciana, o = 1

Cauchy & Laplaciana, a = 3
Student—t: resultado analitico

(argumentos tipo convexidad)

Student—t¢ con v grados de libertad,
v=1,v=3& v — oo (Gauss).

o Nox

N,

v —

4=l o Na(X)No(P) — 0
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ALGUNOS RESULTADOS

BBM: SATURACION ASINTOTICA

Cauchy & Laplaciana, o = 1

Cauchy & Laplaciana, a = 3
Student—t: resultado analitico

(argumentos tipo convexidad)

Student—t¢ con v grados de libertad,
v=1,v=3& v — oo (Gauss).

o Nox

N,

v —

4=l o Na(X)No(P) — 0

Sy oo |° Schrédinger: [—lv2 + v(v-)}p:E,L\p
8° ol o &V
0 o
o, 10 ° sci L Vir) = 1,2
e o Oscilador: V(r) = &r
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ALGUNOS RESULTADOS

BBM: SATURACION ASINTOTICA

Cauchy & Laplaciana, o = 1

Cauchy & Laplaciana, a = 3
Student—t: resultado analitico

(argumentos tipo convexidad)

Student—t¢ con v grados de libertad,
v=1,v=3& v — oo (Gauss).

o Nox

N,

v —

4=l o Na(X)No(P) — 0

o ol 0o° |° o0 | Schrédinger: |- Lv2 + v (r)|w = B
‘é‘ﬁ of o ° |° 8"5025 | chro ger: 5V =By
oy 10 ° o & L
:5.—": ° R ,é%'c 02 | Oscilador: V(r) = 37
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GENERALIZANDO MAS. . .

L. ; 004 o 0.04
@ Cotas 6ptimas? méx. 7 = z
— 0.02 8 0.02
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
B a
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GENERALIZANDO MAS. . .

L. , 004 5 0.04
@ Cotas 6ptimas? méax. 7 = z
— 0.02 8 0.02
4 4
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
B @

@ Obs. no conjugados: '[/; = T4, T unit., solapamiento ¢ = max |1} ;|
i
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GENERALIZANDO MAS. . .

L. ; 004 4 0.04
@ Cotas 6ptimas? méax. 7 = z
— 0.02 8 0.02
z o =
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
B a

@ Obs. no conjugados: '[/; = T4, T unit., solapamiento ¢ = max |1} ;|
i

o Maassen-Uffink’88: N(X) N(X) >

T 4m2e2ct

(mejorado por DeVicente et al.’08)
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GENERALIZANDO MAS. . .

L. ; 004 4 0.04
@ Cotas 6ptimas? méax. 7 = z
— 0.02 8 0.02
z =
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

~ B a
@ Obs. no conjugados: ¢ = T, T unit., solapamiento ¢ = max |7 ]|
irg
o Maassen-Uffink’88: N(X)N(X) > Trlecd
(mejorado por DeVicente et al.’08)

e Bosyk & al’12: qubit, Na(X) N2(X) > m
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GENERALIZANDO MAS. . .

L. ; 004 4 0.04
@ Cotas 6ptimas? méax. 7 = z
— 0.02 8 0.02
z =
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
B a

@ Obs. no conjugados: 1 = T, T unit., solapamiento ¢ = max |T5 ;]
i
o Maassen-Uffink’88: N(X)N(X) > Trlecd
(mejorado por DeVicente et al.’08)
7 H N, Y 4
e Bosyk & al’12: qubit, Na(X) N2(X) > m
A s
o Caso del qubit, (o, 3) € RY ’ /BPP)
(Bosyk et al. arxiv’'12, (o, ) & c=1/1/2) 1] Muav)
2
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GENERALIZANDO MAS. . .

L. ; 004 4 0.04
@ Cotas 6ptimas? méax. 7 = z
— 0.02 8 0.02
z =
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

~ 8 o
@ Obs. no conjugados: ¢ = T, T unit., solapamiento ¢ = max |7 ]|
i
o Maassen-Uffink’88: N(X)N(X) > Trlecd
(mejorado por DeVicente et al.’08)
7 H N, Y 4
e Bosyk & al’12: qubit, Na(X) N2(X) > m
A s
o Caso del qubit, (o, 3) € RY ’ /BPP)
(Bosyk et al. arxiv’'12, (o, ) & c=1/1/2) 1] Muav)
2

o (a,8) €R3, n> 27
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GENERALIZANDO MAS. . .

L. ; 004 4 0.04
@ Cotas 6ptimas? méx. 7 = z
— 0.02 8 0.02
z =
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
B a

@ Obs. no conjugados: 1 = T, T unit., solapamiento ¢ = max |T5 ;]
i
o Maassen-Uffink’88: N(X)N(X) > Trlecd
(mejorado por DeVicente et al.’08)
7 H N, Y 4
e Bosyk & al’12: qubit, Na(X) N2(X) > m
A s
o Caso del qubit, (o, 3) € RY ’ /BPP)
(Bosyk et al. arxiv’'12, (o, o) & c=1/1/2) 1] oMuav
2

o (a,8) €R3, n> 27

@ Caso continuo ¥ = 7¥? Momentos?
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Crydcies:
Thank 3:;.»%3
~ DANKE

e incertidumbre generalizadas

Merci!






