
ISSN 0078-2017

NOTAS DE LÓGICA MATEMÁTICA

42

Marta Sagastume y Hernán Javier San Martín

ÁLGEBRA DEL CÁLCULO PROPOSICIONAL

2019

INSTITUTO DE MATEMÁTICA (INMABB) 
CONICET / UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR 

BAHÍA BLANCA - ARGENTINA





A la memoria de
Alberto Sagastume Berra, mi padre, y
Roberto Cignoli, mi maestro y querido amigo.

Mar ta  Sag astu me 1

1 Roberto Cignoli falleció el 27 de junio de 2018. Al enviarle en 2016 la primera versión 
del libro, dedicado a la memoria de mi padre y a él, agradeció el envío considerando 
“inmerecida” la dedicatoria...



II



Indice general

Introducción vil

1 Nociones preliminares 1
1.1 Definiciones básicas............................................................................. 1
1.2 Conjuntos ordenados.......................................................................... 3
1.3 Nociones de Algebra Universal......................................................... 6
1.4 Lógica..................................................................................................... 18
1.5 Ejercicios .............................................................................................. 28
Bibliografía del Capítulo 1.......................................................................... 32

2 Retículos y álgebras de Boole 33
2.1 Retículos................................................................................................. 33
2.2 Complementos y pseudocomplementos ........................................ 42
2.3 Congruencias en algebras de Boole ................................................. 49
2.4 Teorema del filtro primo................................................................... 58
2.5 Teoremas de Birkhoff y Stone......................................................... 64
2.6 Sobre el axioma de elección ............................................................. 72
2.7 Ejercicios .............................................................................................. 74
Bibliografía del Capítulo 2 ...................................................................... 79

3 Calculo proposicional clásico 81
3.1 Sistema formal .................................................................................... 81
3.2 Algebra de Lindenbaum ................................................................... 90
3.3 Filtros y teorías.................................................................................... 94
3.4 Valuaciones........................................................................................... 95
3.5 Completud .............................................................................................. 96
3.6 Completud fuerte................................................................................... 101
3.7 Interpolación ..........................................................................................103
3.8 Lógica modal..........................................................................................103
3.9 Ejercicios ................................................................................................ 107
Bibliografía del Capítulo 3............................................................................ 109

III



IV ÍNDICE GENERAL

4 Algebras de Heyting 111
4.1 Ejemplos y propiedades.........................................................................111
4.2 Congruencias y homomorfismos........................................................ 121
4.3 Teorema algebraico de la deducción..................................................125
4.4 Teorema algebraico de Glivenko........................................................ 126
4.5 Teoremas de representación ...............................................................129
4.6 Ejercicios .................................................................................................137
Bibliografía del Capítulo 4............................................................................ 140

5 Calculo proposicional intuicionista 141
5.1 Sistema formal ...................................................................................... 143
5.2 Algebra de Lindenbaum ......................................................................146
5.3 Valuaciones............................................................................................. 149
5.4 Completud fuerte ................................................................................. 151
5.5 Teorema lógico de Glivenko ............................................................  157
5.6 Modelos de Kripke................................................................................158
5.7 Ejercicios .............................................................................................. 171
Bibliografía del Capítulo 5............................................................................ 172

6 Dualidades en la teoría de retículos 173
6.1 Categorías.................................................................................................173
6.2 Dualidad de Birkhoff............................................................................ 175
6.3 Topología.................................................................................................177
6.4 Algunas consideraciones generales ..................................................  179
6.5 Dualidad de Priestley............................................................................ 179
6.6 Dualidad de Esakia o de Heyting.....................................................185
6.7 Dualidad de Stone ................................................................................188
6.8 Algunas conexiones entre las categorías...........................................190
6.9 Ejercicios .............................................................................................. 193
Bibliografía del Capítulo 6............................................................................ 195

7 Más sobre álgebra universal 197
7.1 Productos subdirectos ......................................................................... 197
7.2 Términos .............................................................................................. 202
7.3 Términos en álgebras de Boole y de Heyting .............................. 209
7.4 Ecuaciones................................................................................................ 213
7.5 Ejercicios .............................................................................................. 220
Bibliografía del Capítulo 7 .......................................................................... 222

8 MV-álgebras 223
8.1 Definiciones y ejemplos ....................................................................... 223



ÍNDICE GENERAL v

8.2 Ideales, homomorfismos y congruencias...........................................238
8.3 Teorema de representation de Chang..............................................244
8.4 MV-ecuaciones ...................................................................................... 247
8.5 MV-álgebras y l-grupos ..................................................................... 247
8.6 MV-álgebras libres................................................................................252
8.7 Ejercicios ................................................................................................ 260
Bibliografía del Capítulo 8 .......................................................................... 262

9 Calculo infinitovalente de Lukasiewicz 263
9.1 Sistemas formales de Lukasiewicz.....................................................265
9.2 Álgebra de Lindenbaum ................................................................... 273
9.3 Valuaciones ........................................................................................... 277
9.4 Filtros y teorías...................................................................................... 279
9.5 Completud .............................................................................................. 282
9.6 Ejercicios ................................................................................................ 284
Bibliografía del Capítulo 9 .......................................................................... 286

10 Lógica algebraica abstracta 287
10.1 Preliminares: Lógica Proposicional ................................................. 287
10.2 Preliminares: Algebra Universal........................................................ 292
10.3 Lógica Algebraica Abstracta ............................................................  300
10.4 Ejemplos....................................................................................................310
Bibliografía del Capítulo 10.........................................................................317

11 l-grupos y su lógica 319
11.1 l-grupos....................................................................................................319
11.2 La lógica Bal ..........................................................................................330
11.3 Conos, ¿-grupos y sus lógicas...............................................................336
Bibliografía del Capítulo 11.........................................................................344

12 Retículos residuados conmutativos 345
12.1 Introducción y resultados básicos ..................................................  345
12.2 Congruencias .......................................................................................  352
12.3 Producto no conmutativo ................................................................ 355
12.4 Lógicas subestructurales ................................................................... 356
12.5 Lógica básica y BL-álgebras ............................................................  364
12.6 Ejercicios .............................................................................................. 375
Bibliografía del Capítulo 12.........................................................................378

Bibliografía general 381

Indice alfabético 389



VI ÍINDICE GENERAL



Introducción

A book should have either intelligibility or correctness; 
to combine the two is impossible.

Bertrand Russell

Con el propósito de dar una base para el estudio de temas en el área 
de Algebra de la Lógica, fue propuesto y dictado por Marta Sagastume el 
curso “Algebra del Círculo Preposicional” en la Facultad de Ciencias Exactas 
de la Universidad Nacional de La Plata, Argentina, durante cinco años a 
partir del año 2002. Estaba destinado a licenciados y a alumnos avanzados 
en matemática e informática, y era un curso de postgrado u optativo de 
grado, según el caso. El Dr. Hernán San Martín fue uno de esos sufridos 
alumnos. Como prerrequisito se pedían los cursos con contenidos de Algebra, 
Lógica y Teoría de Conjuntos que se dictaban en ambas carreras.

Los apuntes escritos en esos años fueron el germen de este libro. Estos 
versaban sobre los cálculos proposicionales Clásico, Intuicionista e Infinito-
valente de Lukasiewicz y sus correspondientes contrapartes algebraicas: las 
álgebras de Boole, las álgebras de Heyting y las MV-álgebras.

Al empezar a escribir el texto, creímos conveniente agregar temas que nos 
parecieron útiles para la formación en el área, como dualidades en la teoría 
de retículos, retículos residuados, l-grupos y sus lógicas.

Pretendemos reunir, en castellaño y en un nivel accesible, varios temas 
que usualmente se encuentran dispersos en la literatura. Tratamos de que el 
texto sea autocontenido y de que se desarrollen los tópicos mías abstractos 
a partir de ejemplos concretos, permitiendo así que la intuición ayude a la 
comprensión cabal de los conceptos y de su interrelación. Se muestran figu-
ras, diagramas, ejemplos motivadores. Sacrificamos a veces la elegancia de la 
exposición en aras de hacerla mías accesible al estudiante medio. Por ejemplo, 
se dan elementos de Álgebra Universal en tres etapas de dificultad creciente, 
en los capítulos 1, 7 y 10, a medida que se van necesitando los contenidos. 
Asimismo, se suprimen demostraciones muy técnicas y poco conceptuales.
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vIII INTRODUCCION

Como el libro apunta más al aspecto algebraico de los temas tratados, 
daremos en cada caso las herramientas y resultados algebraicos antes que los 
lógicos, obteniendo estos, en algunos casos, como consecuencia de aquellos. 
Esto sucede, por ejemplo, con el Teorema de Glivenko.

El núcleo inicial del texto contiene resultados “repetidos” —como las dis-
tintas versiones del Teorema de la Deducción— que hacen sospechar al lector 
la existencia de un marco general del cual podrían derivarse esos resultados 
como casos particulares. Esa intuición se ve confirmada en el Capítulo 10 con 
la introduction de la teoría de algebrización de la lógica de Blok y Pigozzi, la 
llamada “Líogica Algebraica Abstracta”. Este tema ha sido desarrollado por 
el Prof. Renato Lewin, de la Universidad Católica de Chile, especialista en 
el tema, gran colega y amigo, a quien mucho agradecemos su colaboración.

Hemos incluido una breve exposición de algunos temas a modo de “punta 
del iceberg”, con la intención de que el lector los conozca y (esperamos) desee 
profundizarlos. Por ejemplo, el tema de los conectivos en el Capítulo 5, de 
la teoría de categorías y las dualidades en el Capítulo 6, de los retículos 
residuados en el Capítulo 12, etc.

Al final de cada capítulo se da una bibliografía para quien quiera ampliar 
sus contenidos. Las referencias del texto corresponden a la bibliografía general 
que aparece al final del libro. Los ejercicios presentados son, en su mayoría, 
extraídos de textos de la bibliografía.

En el Capítulo 1 introduciremos las herramientas indispensables para 
desarrollar los contenidos de los capítulos hasta el 5 inclusive.

En el Capítulo 2 desarrollaremos la teoría básica de los retículos y las 
álgebras de Boole. En el Capítulo 3 veremos el Cálculo Proposicional Clásico 
y su correspondiente relación lógica-álgebra con las álgebras de Boole vía la 
construcción del álgebra de Lindenbaum. Generalizaremos estos resultados 
en dos sentidos: las álgebras de Heyting y el Cálculo Intuicionista por una 
parte, en los capítulos 4 y 5, y las MV-álgebras y el Cálculo Infinitovalente 
de Lukasiewicz por otra, en los capítulos 8 y 9. En el primer sentido, la 
generalización consiste en admitir un pseudocomplemento que cumple una 
sola de las propiedades del complemento: x Λ x = 0. Esto lleva a que en 
la lógica intuicionista por una parte siga valiendo el principio clásico de no 
contradicción y por otra a la no validez del principio del tercero excluido. 
En el segundo sentido, el de la lógica de Lukasiewicz y sus MV-álgebras 
asociadas, el supremo se transforma en una suma, el ínfimo en un producto 
y se acepta cierto grado de contradicción, admitiendo infinitos valores de 
verdad.

El objetivo del Capítulo 6 es mostrar una conexión —que es una equiva-
lencia categorial— entre los retículos distributivos acotados y ciertos espacios 
topológicos ordenados. Se dan también casos particulares de esta conexión
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restringiendo los retículos a las álgebras de Heyting y de Boole. Se expre-
sa así una relación álgebra-topología que completa la relación álgebra-lógica 
vista en capítulos anteriores. Se usa una notación que no es en todos los 
casos la que se usaba hasta aquá, pero que es más adecuada para describir 
los resultados de este capítulo.

Otros resultados y definiciones de Algebra Universal son incorporados en 
el Capítulo 7. Estos son básicos para desarrollar el Capítulo 8 de MV-álgebras 
y el Capítulo 9 sobre el Cálculo Infinitovalente de Lukasiewicz.

En el Capítulo 10, como dijimos, se expone lo esencial de la Lógica Alge-
braica Abstracta. Hemos conservado la nomenclatura original del texto del 
Prof. Lewin, aunque la notación tiene algunas diferencias con la usada en el 
resto del libro.

Los l-grupos, las BCK-álgebras cónicas y sus lógicas asociadas se tratan 
en el Capítulo 11, a modo de aplicación de lo visto en el Capítulo 10.

Por último, una nueva generalización de lo visto en los primeros capítu-
los se da en el Capítulo 12, en el que se muestran resultados referentes al 
vasto campo de los retículos residuados y las lógicas subestructurales. Se tra-
tan también brevemente las BL-álgebras y la Lógica Básica de Hájek y se 
menciona su relación con las MV-álgebras, dada por un resultado análogo al 
Teorema de Glivenko visto en los capítulos 4 y 5.

Cada teorema, lema, definición, etc. lleva tres números separados por 
puntos: el primero indica el capítulo, el segundo la sección y el tercero el 
número de orden dentro de la sección. Por ejemplo, Teorema 3.4.6 indica que 
el teorema lleva el número 6 y está en la Seccián 4 del Capítulo 3.

Agradecemos especialmente la colaboración del Prof. Lewin, quien no solo 
proporcionó el texto para el Capítulo 10 sino que aportó importantes obser-
vaciones de forma y de fondo que fueron tenidas en cuenta en la redacción 
del libro. También agradecemos al Prof. Rodolfo Ertola por algunas observa-
ciones sobre lógica.
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Capítulo 1

Nociones preliminares

En este capítulo veremos en primer lugar una síntesis de definiciones y re-
sultados de teoría de conjuntos. Luego trataremos los conjuntos ordenados y 
sus propiedades. En la Seccion 3 expondremos ciertos contenidos de Algebra 
Universal, que serín reforzados en los capítulos 7 y 10. Por ultimo, expon-
dremos algunas nociones de Líogica en las que se basarían principalmente los 
capítulos 3, 5 y 9. En este punto haremos de cuenta que es la primera vez 
que el alumno oye hablar formalmente de Lígica, en particular del Cílculo 
Proposicional.

1.1. Definiciones básicas

El contenido de esta seccioín sería, posiblemente, conocido para muchos 
lectores. Sin embargo, hemos querido incluirla para fijar ideas sobre defini-
ciones y notaciíon. Daremos por conocida la teoría de conjuntos elemental.

Una relación de equivalencia R en un conjunto A es una relaciín binaria 
que cumple las siguientes condiciones:

- Para todo a ∈ A, aRa (reflexividad).

- Si aRa1 entonces a!Ra (simetría).

- Si aRa' y a'Ra!' entonces aRa!' (transitividad).

Dada una relacion de equivalencia R, el conjunto |a|R = {x ∈ A : aRx} 
es la clase de equivalencia de a. Suele suprimirse el subíndice R.

Denotaremos A/R al conjunto cociente, que es el conjunto de las clases 
de equivalencia de A por R. La aplicación canónica pR : A —→ A/R, que es 
suryectiva, se define por pR(a) = |a|R.

1



2 C A PÍ T U L O  1. N O CI O N E S  P R E LI MI N A R E S

S e a  h  : A  — →  B  u n a  a pli c a cií n. L a  r el a ci ó n R h  as o ci a d a  a  h  d efi ni d a  p or  

x R h y  si h( x)  =  h( y)  es u n a  r el ati o n d e  e q ui v al e n ci a.

L a  a pli c a cií n h  : A/ R h — →  B  d efi ni d a  p or: h( |x |) =  h( x)  s e ll a m a el  

p as aj e  al  c o ci e nt e o  a pli c a ci ó n  c o ci e nt e d e  h.

I n di c ar e m os c o n o  l a c o m p osi cií n  d e  f u n ci o n es. O bs er v e m os  q u e  l a e x-  

pr esi o n  h( |x |) es  e n  r e ali d a d el  r es ult a d o d e  a pli c ar  a  x  l a c o m p osi cií n  d e  l as 

f u n ci o n es p R h y  h,  y  est o  es i g u al a  h( x).  Es  d e cir,  l a c o m p osi cií n  h  o  p R h es 

i g u al a h.  L o  a nt eri or  s e e x pr es a  p or  m e di o  d el  si g ui e nt e di a gr a m a  ( d o n d e 

h e m os  ll a m a d o p  a  p R h  ) di ci e n d o  q u e  “ el  di a gr a m a  c o n m ut a ” :

A ------- - B

A/ R h

Est o  si g nifi c a q u e  l as d os  f or m as d e  ll e g ar d e  A  h ast a  B  c oi n ci d e n.

D a d o  u n  c o nj u nt o  I (l os í n di c es), u n a  f a mili a d e  c o nj u nt os i n di c a d a p or  

I y  d e n ot a d a  p or  ( Ai)i∈ 1 es  u n a  f u n ci o n q u e  a  c a d a  í n di c e i ∈  I h a c e  c orr es -

p o n d er  el c o nj u nt o  A i. Si  I es fi nit o, l a f a mili a s e d e n ot arí  ( Ai)∕= 1 .

S u p o n g a m os  q u e  e xist e  u n  c o nj u nt o  X  t al q u e  p ar a  c a d a  i ∈  I , A i ⊆  X . 

L a  u ni o n  d e  l a f a mili a d e  c o nj u nt os ( Ai)i∈ ι, s e d efi n e  p or:

∪  A i =  {α  ∈  X  : e xist e  i ∈  I , a  ∈  A i} . 

i∈ I

A n aíl o g a m e nt e,  l a i nt ers e c cií o n d e  l a f a mili a q u e d a  d efi ni d a  p or:

∩  A i =  {a  ∈  X  : p ar a  t o d o i ∈  I , α  ∈  A i} . 

i∈ I

El  pr o d u ct o  dir e ct o  ( o si m pl e m e nt e pr o d u ct o ) ∏∕ = 1 A i d e  u n a  f a mili a fi nit a 

( Ai)n = 1 es el c o nj u nt o d e  l as n- u pl as  d e  el e m e nt os ( α1 , a 2 ,..., a n ), d o n d e  

a i ∈  A i. E n  g e n er al,  el  pr o d u ct o  ∏ i el A i d e  u n a  f a mili a ( Ai)i∈ 1  es  el c o nj u nt o  

d e  l as f u n ci o n es f : I — →  ∣J i el A i t al es q u e  f  (i) ∈  A i.

T a m bií e n  p o d e m os  c o nsi d er ar  a  l as f u n ci o n es c o m o  f a mili as d e  el e m e nt os  

( ai)i∈ ι, si e n d o a i =  f (i).

L as  f u n ci o n es pr o y e c ci o n es  o si m pl e m e nt e pr o y e c ci o n es  p k s o n f u n ci o-

n es  p k : i∈ I A i — →  A k d efi ni d as  p or  p k (f) =  f  ( k). C u a n d o  I es fi nit o, 

p k  (( a1 , a 2 , . . . , a n )) a k .
C u a n d o  e xist e  u n  c o nj u nt o  A  t al q u e  A i =  A  p ar a  t o d o i s e d e n ot a  p or  A I 

al pr o d u ct o  ∩ i el A i. P ar a  I fi nit o, ∩∕ = 1 A i s e d e n ot a  A n ; s e ti e n e e nt o n c es  

q u e  A 1 =  A,  A 2 =  A  ×  A, ... y  s e c o n vi e n e  e n  d efi nir  A 0 =  { 0}.
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Observemos que A1 es el conjunto de funciones de I en A. Se usara en 
general la notacion Xγ para indicar el conjunto de funciones de un conjunto 
Y en otro X.

Observacion 1.1.1. Supongamos que A = {0,1}, I = {ii,... ,in}. ¿Cuíntos 
elementos tiene A1 ? Como para cada ij tenemos dos posibilidades, habrá 2 × 
2 × ∙ ∙ ∙ × 2 = 2n funciones.

Ademís, cada funciín f se identifica con un subconjunto J de I: es el 
conjunto de índices ij para los cuales f (ij) = 1. Se dice que dicha f es la 
función caracteróstica de J. Tenemos así una correspondencia biyectiva entre 
las f : I —→ {0,1} y los subconjuntos de I. Trataremos esta biyeccion en el 
Ejercicio 14 del Capítulo 2 y con mas detalle en el Lema 4.5.6 del Capítulo 4.

En particular, tenemos entonces que hay 2n subconjuntos de un conjunto 
de n elementos.

1.2. Conjuntos ordenados

En esta seccioín nos referiremos a aquellos conjuntos en los que estía de-
finida una relacioín que establece, de alguna manera, un orden entre sus ele-
mentos.

Definicion 1.2.1. Un conjunto ordenado es un par (P, ≤), donde ≤ es una 
relaciín binaria en el conjunto P, llamada relación de orden (o simplemente 
orden), que cumple las siguientes condiciones:

- Para todo x ∈ P, x ≤ x (reflexividad).

- Si x ≤ y e y ≤ x entonces x = y (antisimetría).

- Si x ≤ y e y ≤ z entonces x ≤ z (transitividad).

Si ≤ cumple ademaís la siguiente condiciíon:

- Para todo x, y ∈ P: x ≤ y o bien y ≤ x,

entonces se dice que el orden es total o que (P, ≤) es un conjunto totalmente 
ordenado o que es una cadena.

Dado un conjunto ordenado (P, ≤) podemos considerar en él la relacion 
≤o definida por:

x ≤o y si y solo si y ≤ x.

Se prueba que ≤o es un orden, llamado orden opuesto u orden dual del dado.
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D a d o  u n  c o nj u nt o  or d e n a d o  ( P, ≤ ) p u e d e  d efi nirs e  e n  el  pr o d u ct o  P  ×  P  

el  si g ui e nt e or d e n,  ll a m a d o or d e n  pr o d u ct o :

( x, y)  A  ( u, v) si y  s ol o si x  ≤  u,  y  ≤  v.

T a m bií n  p o d e m os  d efi nir  e n el pr o d u ct o  el si g ui e nt e or d e n,  ll a m a d o or d e n  

l e xi c o gr áfi c o:

( x, y) A  ( u, v) si y  s ol o si
y  ≤  v, o  bi e n

x u

Ej e m pl os  1. 2. 2.

1.  El  or d e n  us u al  e ntr e l os n uí m er os  r e al es (r es p e cti v a m e nt e r a ci o n al es, 

n at ur al es,  et c.) es  u n a  r el a cií o n d e  or d e n.  E n  es e  c as o,  el  or d e n  es  t ot al.

2.  E n  l os n uí m er os  n at ur al es  s e ti e n e t a m bií e n el  or d e n  us u al.  P er o  p o d e m os  

c o nsi d er ar  otr a  r el a cií o n d e  or d e n  q u e  es l a d a d a  p or  l a di visi bili d a d:  

u n  n uí m er o  m  pr e c e d e  a otr o  n  si m  es di vis or  d e  n , l o i n di c ar e m os: 

m  A  n.  T e n e m os  e nt o n c es d os  c o nj u nt os or d e n a d os:  ( N, ≤ ) y  ( N, A ). 

Est e  s e g u n d o or d e n  n o  es t ot al. P or  ej e m pl o, 2 4 n o  di vi d e  a 1 4 ni  

vi c e v ers a.

3.  Otr o  ej e m pl o i m p ort a nt e d e  or d e n  es l a r el a cií n d e  i n cl usi o n C  e ntr e  

c o nj u nt os.  D a d o  u n  c o nj u nt o  c u al q ui er a  X , ll a m e m os P( X ) a  l a cl as e  d e  

l os s u b c o nj u nt os d e  X . E nt o n c es,  (P ( X), C ) es u n  c o nj u nt o  or d e n a d o.

L os  di a gr a m as  d e  H ass e  s o n u n  i nstr u m e nt o útil  p ar a  r e pr es e nt ar grífi-  

c a m e nt e  l os c o nj u nt os  or d e n a d os  fi nit os y  h ast a  p ar a  vis u ali z ar  al g u n os  i nfi-

nit os.  N o  d ar e m os  f or m al m e nt e l a d efi ni cií o n  si n o q u e  d es cri bir e m os  l a c o ns-  

tr u c cií o n.

S e a  ( P, ≤ ) el c o nj u nt o  e n  c u estií n.  S e  di b uj a  u n  grífi c o  d o n d e  l os p u nt os  

r e pr es e nt a n l os el e m e nt os d e  P . D e ci m os  q u e  x  pr e c e d e  i n m e di at a m e nt e a  y  

si x  ≤  y  y  n o  h a y  otr os  el e m e nt os  e ntr e  x  e y . E n  es e c as o  x  est aí d e b aj o  d e  

y  y  s e tr a z a u n  s e g m e nt o d e  x  h a ci a  y .

A n ali c e m os  el si g ui e nt e ej e m pl o.

u

• y ∙z ∙t

x
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El conjunto P = {x,y,z,t,u} esta ordenado por la relaciín dada por 
los pares que aparecen en el grífico: (x,y), (x, z), (x,t) y (y,u) a los que se 
agregan todos los pares de la forma (r, r) y los pares que se obtienen por 
transitividad (en este caso solamente el par (x,u)).

Veamos el correspondiente diagrama de Hasse del orden dual del ejemplo 
dado.

x

•y ∙z ∙t

•u

Definicion 1.2.3. Sean (P, ≤), (Q, ≤) conjuntos ordenados y f : P → Q 
una funciín. Diremos que f preserva el orden o que es un morfismo de orden 
si para cada x,y ∈ P, si x ≤ y entonces f (x) ≤ f (y).

Definicion 1.2.4. Dos conjuntos ordenados (P1, ≤1) y (P2, ≤2) se dicen iso- 
morfos si existe entre ellos una funciín biyectiva f : P1 —→ P2 tal que x ≤1 y 
en P1 si y solo si f (x) ≤2 f (y) en P2. Dicha funciín se llama isomorfismo 
de orden. En este caso es fícil ver que P1 y P2 tienen el mismo diagrama de 
Hasse.

Definicion 1.2.5. Sean P y Q dos conjuntos tales que Q ⊆ P. Diremos que 
un elemento x de P es cota superior de Q si para todo y perteneciente a Q se 
cumple: y ≤ x. Si una cota superior de Q pertenece a Q, entonces se prueba 
que es la unica y se llama máximo de Q. En particular, el míximo de P, si 
existe, se llama ultimo elemento y se denota con 1. En forma dual se definen 
los conceptos de cota inferior de Q, mínimo de Q y primer elemento de P, 
denotado 0.

Si en un conjunto ordenado (P, ≤) todo subconjunto no vacío Q tiene 
primer elemento entonces se dice que P estaí bien ordenado o que ≤ es un 
buen orden.

Los nuímeros naturales con el orden usual son un conjunto bien ordenado.

Consideremos el conjunto ordenado (R, ≤) (orden usual). Tomando como 
subconjunto un intervalo semiabierto [a, b) vemos que a y todos los reales 
menores que a son cotas inferiores y que a es el míximo. Ademís, b y todos 
los mayores que b son cotas superiores, pero no existe mínimo. Sin embargo, 
hay una cota superior “distinguida”, que es b, que es la menor de todas. Esto 
motiva la siguiente definiciíon.
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Definicion 1.2.6. Dado un conjunto ordenado P y un subconjunto Q de P 
llamaremos supremo de Q a la menor cota superior (si existe), es decir, al 
mínimo del conjunto de las cotas superiores de Q. En forma dual se define el 
óónfimo como el míaximo del conjunto de las cotas inferiores.

Interesa en particular, como veremos en la siguiente secciíon, el caso en el 
que el conjunto Q tiene dos elementos: Q = {x,y}. Si existen el supremo y 
el ínfimo de Q se denotan, respectivamente, x V y y x Λ y.

Observacion 1.2.7. Una relaciín binaria R sobre un conjunto X que es 
reflexiva y transitiva (pero no necesariamente antisimítrica) se denomina 
preorden. Veremos que a partir de R se pueden definir dos cosas: una relaciín 
de equivalencia R en X, y una relacion de orden A en el conjunto cociente 
X/R.

Definamos a R por: xRy si y solo si xRy e yRx. Se puede probar que R 
es una relacion de equivalencia (se deja como ejercicio).

Definamos ahora en X/R la siguiente relaciín binaria: |x| A |y| si y solo si 
xRy. La primer pregunta que surge naturalmente es si la relacion A estí bien 
definida. Es decir, si elegimos otros representantes, digamos x', y1 tales que 
xRx' y yRy1, ¿se cumplirá tambiín que x'Ry1 ? A continuaciín probaremos 
que sí.

Sea xRy y sean x' ∈ |x| e y' ∈ |y|, i.e.1, x'Rx e y'Ry. De esta manera 
tenemos que x1 Rx, xRx', y'Ry, yRy'. Luego, por transitividad de R se obtiene 
que x'Ry'. Lo que nos falta probar es que A es una relaciín de orden. Se puede 
probar que esta relaciíon “hereda” la reflexividad y la transitividad de R. Para 
probar la antisimetría, sean |x| A |y| e |y| A |x|. Por lo tanto xRy e yRx, de 
donde | x| = | y| .

1.3. Nociones de Algebra Universal
Daremos aquí algunos conceptos baísicos de la llamada Aí lgebra Univer-

sal: definiremos íalgebras en general, en abstracto. Este grado de abstracciíon 
permite encontrar propiedades comunes a casos conocidos como los retículos, 
grupos, anillos, ílgebras de Boole, etc., demostrarlas con la mayor generali-
dad y, ademías, aplicar los resultados a situaciones nuevas e interesantes.

El Algebra Universal es, segun lo expresara A. N. Whitehead en 1898, 
el estudio de las estructuras (algebraicas) en general. La cíelebre algebrista 
Emmy Noether sintiío asimismo la necesidad de crear un marco general dentro 
del cual se encuadraran resultados conocidos. Fue Garrett Birkhoff quien

1ii.e., es la abreviatura de la expresión latina id est, que en español significa “es decir”. 
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contribuyío principalmente a su fundaciíon en 1933. Aunque originalmente 
Birkhoff permitía operaciones infinitarías, sus principales resultados fueron 
relativos a operaciones finitarias, y esas son las que se consideran en general 
en la definiciíon de aílgebra actualmente.

Algebras
Una operacion n-aria en un conjunto A es una funcion f : An —→ A. Si 

n = 0 la funcion asigna al elemento 0 un elemento de A; podemos considerar 
entonces que lo que hace es elegir un elemento de A, o sea, dar una funciíon 
0-aria es equivalente a distinguir un elemento de A.

Esencialmente, un íalgebra estaí compuesta de un conjunto y algunas ope-
raciones de aridad finita (0-arias, unarias, binarias, . . . , n-arias, . . . ). Si con-
sideramos la operaciín de tomar límite (de una sucesion de números reales, 
por ejemplo) ella no es de aridad finita. Operaciones como tomar límite no 
entran en el dominio del íalgebra sino del aníalisis. Observemos que un con-
junto ordenado tampoco es un íalgebra, ya que el orden no es una operaci íon 
sino una relaciíon.

Definicion 1.3.1. Llamaremos tipo de algebras a un conjunto F de símbolos 
de funcion, donde cada símbolo f de F tiene asociado un numero natural n, 
la aridad de f.

Definicion 1.3.2. Dado un tipo F de algebras, un algebra de tipo F es 
un par A = (A, F), donde A es un conjunto no vacío y F = (fiA)i∈1 una 
familia de operaciones sobre A, de manera que a cada símbolo de F de 
aridad n corresponde una operaciín n-aria fiA. El conjunto A es el universo 
del íalgebra. Frecuentemente (por abuso de notaciíon) se habla del íalgebra 
A mencionando solo su universo A, cuando las operaciones sobre íel estían 
sobreentendidas. Tambien frecuentemente se denota fiA por fi cuando no 
hay lugar a confusioín.

Diremos que un íalgebra es finita si A es finita y trivial si A tiene un uínico 
elemento.

Si F es finito (como en los casos que trataremos aquí), se escribe A = 
(A, f1, f2,..., fk), siendo F = {f1, f2,..., fk}. Normalmente se ordenan las 
aridades en forma decreciente: aridad de f1 ≥ aridad de f2,...

Es frecuente referirse al tipo de un íalgebra indicando solo las aridades de 
las operaciones. Por ejemplo, un ílgebra de tipo (2, 2,1, 0) tiene dos opera-
ciones binarias, una unaria y una ceroaria.

Se dice que un ílgebra B = (B, G) es reducto de otra A = (A, F) si es 
B = A y G ⊆ F.
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Observacion 1.3.3 (Notacion). Como hemos dicho, un ílgebra se denota 
A = (A, F). A veces nos referiremos a un ílgebra solo con la letra negrita 
(por ejemplo A) o bien como par en el que se ponen como datos el conjunto 
subyacente y las operaciones (por ejemplo (A,F)). Ademís, a lo largo del 
libro, al trabajar con las distintas clases de íalgebras, cometeremos a menudo 
el abuso de lenguaje de denotar un aílgebra por su conjunto subyacente (por 
ejemplo, A).

Ejemplos 1.3.4.

1. Monoides

Un monoide es un ílgebra (M, *, T) de tipo (2, 0) tal que * es asocia-
tiva :

para toda terna x, y, z, x * (y * z) = (x * y) * z

y ademas T es el elemento neutro o unidad, es decir, se cumple la 
siguiente propiedad,

para todo x, x * T = T* x = x.

Si se cumple también la conmutatividad:

para todo x, y, x * y = y * x,

entonces decimos que es un monoide conmutativo.

Consideremos el conjunto N de los nuímeros naturales. Podemos dar 
dos estructuras de monoide tomando a N como universo: (N, +, 0) y 
(N, ∙, 1), siendo +, ∙, 0,1 las operaciones usuales. Aníloga situaciín se 
presenta para los enteros Z, los racionales Q y los reales R. Todos son 
monoides conmutativos.

Dado un conjunto A, sea AA el conjunto de todas las funciones de A en 
A. Indicaremos con idA a la funcion identidad. Entonces (AA, o, idA) es 
un monoide no conmutativo, donde por o se entiende la composiciín 
de funciones.

2. Grupos

Un grupo es un algebra (G, *,-1, T) de tipo (2,1, 0) tal que

- El reducto (G, *, T) es un monoide.

- Se cumple: para todo x ∈ G, x * x-1 = x-1 * x = T.
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Si ademas tenemos que * es conmutativa, entonces el grupo se llama 
conmutativo o abeliaño.

Son grupos conmutativos (Z, +, —, 0), (Q*, ∙,-1, 1), (R*, ∙,-1, 1), siendo 
Q* (respectivamente R*) el conjunto de los racionales no nulos (res-
pectivamente el conjunto de los reales no nulos), —x la operaciín de 
tomar el opuesto de un numero x y x-1 la operaciín de tomar inverso 
multiplicativo de un nuímero x.

Dado un conjunto A, sea Perm(A) el conjunto de todas las funciones 
biyectivas o permutaciones de A en A. Entonces (Perm(A), o,-1, idA) 
es un grupo no conmutativo, siendo -1 la operaciín de tomar la funcion 
inversa de una funciíon dada.

Esencialmente, todo grupo es un grupo de permutaciones.

3. Anillos

Un anillo es un ílgebra (A, +, *, —, 0) de tipo (2, 2,1, 0) tal que

- El reducto (A, +, —, 0) es un grupo abeliaño.

- La operacioín * es asociativa.

- Se cumple la siguiente propiedad distributiva:

x * (y + z) = (x * y) + (x * z).

Si la operation * es conmutativa entonces el anillo se llama conmutativo. 
Si el anillo tiene un elemento neutro para la operaciín *, entonces el 
mismo se llama con unidad.

El ejemplo bísico de anillo es (Z, +, ∙, —, 0) con la suma y el producto 
usuales. Este es un ejemplo de anillo conmutativo. Si agregamos el 1, 
entonces (Z, +, ∙, —, 0,1) es también un anillo con unidad.

4. En los siguientes capítulos desarrollaremos otros ejemplos de íalgebras: 
retículos, ílgebras de Boole y de Heyting, MV-ílgebras, ¿-grupos, etc.

Homomorfismos
Trataremos ahora aquellas funciones entre aílgebras del mismo tipo que 

conservan sus operaciones, es decir, que “pasan bien” de un íalgebra a otra. En 
particular, nos interesarían las que son biyectivas, que se llaman isomorfismos.

Notemos que “isomorfismo” significa “igual forma”. Podemos pensar dos 
íalgebras isomorfas como dos maneras de ver una misma realidad, diferen- 
ciíandose solo en la naturaleza de sus elementos.
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D efi ni ci o n  1. 3. 5.  S e a n  A  =  (A,  F ) y  B  =  ( B, G)  íl g e br as d el  mis m o  ti p o, 

s e a h  : A  — →  B  u n a  f u n ci o n. Dir e m os  q u e  h  es u n  h o m o m orfis m o  d e  A  

e n B  si, p ar a  c a d a fA  ∈  F  d e  ari d a d n  s e ti e n e q u e,  p ar a  t o d a n - u pl a 

( a1 , a2 ,..., a n ) d e  el e m e nt os d e  A,

h(f  A ( ab  a 2 ,..., a n )) =  f b  ( h( aj, h( a 2 ),..., h( a, n )),

si e n d o f b  l a o p er a cií n  e n  B  c orr es p o n di e nt e  a  l a o p er a ci o n  fA  e n  A.

Si  h  es i n y e cti v a dir e m os  q u e  es u n a  i n m ersi o n (“ e m b e d di n g ” ) o  m o n o-  

m orfis m o . Si  h  es s ur y e cti v a e nt o n c es s e di c e  q u e  B  es u n a  i m a g e n h o m o-  

m orf a  d e  A , y  h  es ll a m a d a u n  e pi m orfis m o . Si  h  es bi y e cti v a  s erí ll a m a d a 

is o m orfis mo  2 .

2  E n  el C a pít ul o  6  s e i ntr o d u c e n l os c o n c e pt os d e  m o n o m orfis m o,  e pi m orfis m o  e is o-
m orfis m o  e n  el c o nt e xt o d e  l a t e orí a d e  c at e g orí as. E n  di c h o  c a pít ul o  m e n ci o n ar e m os  l as 
dif er e n ci as  y  si milit u d es c o n  l a D efi ni ci ó n  1. 3. 5 .

N ot e m os  q u e, si n  =  0, el el e m e nt o d esi g n a d o  e n A  p or  l a o p er a cií o n  

c er o ari a  d e b e  p as ar  p or  h  al c orr es p o n di e nt e  e n  B .

O bs e r v a ci o n  1. 3. 6.  Si  h  es  u n  is o m orfis m o y  h - 1 es  s u f u n cií n i n v ers a, h - 1 

t a m bií n es u n  is o m orfis m o. P ar a  pr o b ar  est o  b ast a  v er  q u e  h - 1 pr es er v a  l as 

o p er a ci o n es.

S e a  ( b1 ,..., b n ) u n a  n- u pl a  d e  el e m e nt os  d e  B . T e n e m os  q u e  v er  q u e

h - 1 (f  B  (b 1 ,..., b n )) =  fA  {h ~ 1 { b 1 ),..., h - 1( bn )) .

P or  s er h  i n y e cti v a, b ast a  pr o b ar  q u e  l a i m a g e n p or  h  d el  pri m er  mi e m br o  es  

i g u al a  l a i m a g e n p or  h  d el  s e g u n d o. E n  ef e ct o,

h( h - 1(f  B  (b 1 , ..., b n ))) =  f B  ( b1 , ..., b n  ).

A d e mí as,

fh -∖ b 1 ), ..., h- 1 ( bn ))) =  f B  ( h( h- 1( b1 )), . . . , h( h - 1( bn )))

=  fB  ( b1 ,..., bn ).

P or  l o t a nt o, h - 1(f  b  ( bi,..., b n )) =  fA ( h- 1( b1 ),..., h - 1( bn )).

Ej e m pl o  1. 3. 7.  S e a  R +  el c o nj u nt o d e  l os n ú m er os  r e al es p ositi v os.  S e a n  

(R +  —  {0 }, ∙ , 1 ) y  (R,  +,  0 ) l os m o n oi d es  o bt e ni d os  c o nsi d er a n d o  l as o p er a ci o -

n es  us u al es  e n  R +  —  {0 } y  R  r es p e cti v a m e nt e.

C o nsi d er e m os  l a f u n cií o n l o g arit m o n at ur al,

l n : ( R+  —  {0 }) — →  R.
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Las propiedades de ln nos dicen que es un homomorfismo de monoides: 
ln(1) = 0, ln(a∙b) = ln(a)+ln(b). Mís aun, ln es un isomorfismo, ya que tiene 
por inversa la funciín exponencial. Los monoides (R+ — {0}, ∙, 1) y (R, +, 0) 
son reductos, respectivamente, de los grupos (R+ — {0}, ∙,-1, 1) y (R, +, —, 0). 
Podemos probar que ln es tambiíen un isomorfismo entre ambos grupos.

Dados dos grupos (G, ∙,-1, 1) y (H, ∙,-1, 1), si se tiene un homomorfismo 
h del monoide reducto (G, ∙, 1) en el monoide reducto (H, ∙, 1), eso basta para 
que sea un homomorfismo de grupos. En efecto, h(x-1) ∙ h(x) = h(x-1 ∙ x) = 
h(1) = 1 y h(x) ∙ h(x-1) = h(x ∙ x-1) = h(1) = 1. Luego, h(x-1) es el inverso 
de h(x), es decir, h(x-1) = (h(x))-1.

Subálgebras y álgebras libres
Comenzaremos con la siguiente definiciíon.

Definicion 1.3.8. Sea (A, F) un algebra y sea B ⊆ A. Si para todas las 
aridades n, para cada n-upla (b1, b2,..., bn) de elementos de B y para cada 
operation n-aria fA de A se cumple que fA(b1,b2,... ,bn) ∈ B entonces se 
dice que B es un subuniverso de A.

En otras palabras, B es subuniverso de A si es cerrado con respecto a 
las operaciones de A, en el sentido de que B contiene los resultados de todas 
ellas.

Ejemplo 1.3.9. Dado el anillo de los enteros (Z, +, ∙, —, 0), un subuniverso 
de Z es, por ejemplo, el conjunto de los nuímeros pares. En general puede 
probarse que todo subuniverso de Z es el conjunto de multiplos de k, para 
algun k natural.

Definicion 1.3.10. Sean (A, F) un ílgebra de tipo F y B un subuniverso 
no vacío de A. Sea f un símbolo de operacioín n-aria de F. Si llamamos 
fB a la restricciín de la operaciín n-aria fA al conjunto Bn entonces el 
ílgebra (B, G) se llama una subalgebra de (A, F), siendo G la familia de las 
operaciones fB.

Sea X ⊆ A. Se puede probar que la intersection de subuniversos es un 
subuniverso. El mínimo subuniverso que contiene a X es la intersecciíon de 
todos los subuniversos que contienen a X y se llama el subuniverso generado 
por X; lo denotaremos Sg(X). Si A mismo es el subuniverso generado por 
X, o sea si A = Sg(X), se dice simplemente que A es generado por X o que 
X genera A. En particular, si X es finito, A se dice finitamente generado.
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Ejemplos 1.3.11.

1. Dado el monoide (Q, +, 0), si tomamos X = {5} entonces Sg(X) es el 
conjunto de todas las fracciones de la forma m, con m ∈ N.

2. Sea el grupo Z3 = ({0,1, 2}, +, —, 0) (grupo de enteros modulo 3), 
donde las operaciones + y — son dadas por las siguientes tablas:

+ 0 1 2 x -x
0 0 1 2 0 0
1 1 2 0 1 2
2 2 0 1 2 1

Si X = {1}, entonces Sg(X) = {0,1,2}, ya que sumando unos se 
obtienen 0, 1 y 2.

3. Asimismo, el grupo de los enteros (Z, +, —, 0) tambiín es generado por 
X = {1}.

Definicion 1.3.12. Sea K una clase de ílgebras del mismo tipo, (A, F) un 
algebra de K, X ⊆ A un conjunto de generadores de A. Diremos que A es 
libremente generada por X en K, o que X es un conjunto de generadores 
libres de A en K si se cumple la siguiente condiciín (Propiedad universal de 
extension de homomorfismos):

Dadas un ílgebra B de la clase K y una funciín f : X —→ B, existe un 
homomorfismo g : A —→ B tal que g(x) = f (x), para todo x ∈ X.

Segun vimos en la Secciín 1, esto se expresa diciendo que el siguiente 
diagrama conmuta, donde inc indica la inclusioín de X en A.

Observacion 1.3.13. Supongamos que son X e Y dos conjuntos que se 
corresponden biyectivamente. Si A y B verifican la propiedad de extensioín 
de homomorfismos con respecto a X e Y respectivamente puede probarse 
intercambiando los roles de A y de B que hay un isomorfismo entre ellas. Por 
eso podemos hablar de “el” algebra libre con un conjunto de generadores, 
porque es uínica salvo isomorfismo.

Veamos en los ejemplos anteriores que si consideramos la clase K de los 
grupos entonces X = {1} es libre en Z pero no en Z3.
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C o m e n z ar e m os  m ostr a n d o  q u e  X  =  {1 } n o  es li br e e n Z 3 . T o m e m os  

l a a pli c a ci o n f : {1 } — → Z  d efi ni d a  p or  f ( 1) =  1 y  v e a m os  q u e  n o  s e 

p u e d e  e xt e n d er a Z 3 . Si  g : Z 3 — → Z  f u er a u n  h o m o m orfis m o,  d e b e  s er 

g( 0)  =  0.  T a m bií n  d e b e  s er g( 1)  =  f ( 1) =  1 y  p or  l o t a nt o g( 2)  =  g( 1  +  1)  =  
g( 1)  +  g( 1)  =  1 +  1 =  2. L u e g o  g( 1  +  2) =  g( 1)  +  g( 2)  =  1 +  2  =  3. P er o  

g( 1  +  2)  =  g( 0)  =  0.  L u e g o,  n o  p u e d e  e xistir  t al g.

A h or a  v er e m os  q u e  X  =  {1 } g e n er a  li br e m e nt e Z  e n  l a cl as e  d e  l os gr u p os.  

E n  ef e ct o,  s e a B  u n  gr u p o,  f : {1 } — →  B  . E n B  d efi nir e m os  z. b p ar a  z e nt er o  

y  b  ∈  B , p or:

z. b =
b  +  b  +  ∙ ∙ ∙ +  b  (z v e c es)

(— b)  +  (— b)  +  ∙ ∙ ∙ +  (— b) ( z v e c es)

si z ≥  0,  

si z <  0 .

S e  pr u e b a  q u e,  p or  s er B  u n  gr u p o,  0. b =  0, ( u +  v). b =  u. b  +  v. b y  

(— w). b  =  —  ( w. b) ( h a c erl o c o m o  ej er ci ci o).

D efi ni m os  g  : Z  — →  B  p or:  g(z)  =  z.f  ( 1), y  v e a m os  q u e  g  c u m pl e l a 

pr o pi e d a d  u ni v ers al  d e  e xt e nsií o n  d e  h o m o m orfis m os.

E n  pri m er  l u g ar, g( 1)  =  1.f  ( 1) =  f ( 1).

V e a m os  a h or a  q u e  g  es  u n  h o m o m orfis m o  d e  gr u p os.  D e b e  c u m plirs e  q u e  

g( 0)  =  0,  g( u  +  v)  =  g( u)  +  g( v)  y  g( — w)  =  —  g( w),  p ar a  u, v, w  ∈  Z.

S e  ti e n e g( 0)  =  0.f  ( 1) =  0;  a d e mís,

g ( u +  v)  =  ( u +  v) .f  ( 1)

=  u .f ( 1) +  v .f ( 1)

=  g ( u) +  g ( v)

y  t a m bií e n

g (— w)  =  (— w ).f ( 1)

=  — ( w.f ( 1))

=  — g (w ) .

P or  l o t a nt o, Z  es li br e m e nt e g e n er a d o  p or  X  =  {1 } e n  l a cl as e d e  l os 

gr u p os.

P r o d u ct os

D efi ni m os  al pri n ci pi o  el pr o d u ct o  n ∈ ∕ A i d e  u n a  f a mili a d e  c o nj u nt os  

^fii ∈ I . S u p o n g a m os  q u e  t e n e m os a h or a  u n a  f a mili a d e  íl g e br as d e  ti p o G  

( el mis m o  p ar a  t o d as l as al g e br as  d e  l a f a mili a) ((A i, G i))i∈ ι. V a m os  a  d efi nir  

u n a  estr u ct ur a  d e  í al g e br a e n  el c o nj u nt o i ∈ i A i.
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Las operaciones en el producto se hacen “componente a componente”. 
Por ejemplo, si I = {1, 2, 3} y g ∈ G es un símbolo de funciín binaria, en el 
producto A = A1 × A2 × A3 definimos la operation binaria gA correspondiente 
del siguiente modo.

Para cada par (a, b) de A, donde a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), es

(gA(a,b))i = gA1 (ai ,M, 

(gA(a,b))2 = gA2(a2,b2) y 

(gA(a,b))3 = gA3 (a3, b3^

es decir:
gA(a,b) = (gA1 (ai,bi),gA2 (a2,b2 ),gA3 (a3 ,b3)).

Definicion 1.3.14. Dada la familia de ílgebras (Ai)i∈1 de tipo G, sien-
do A¡ = (Ai,Gi), el algebra producto A = (∩iel Ai,G) es el ílgebra cuyo 
universo es i I Ai y tal que cada operaciíon n-aria gA ∈ G se define, en 
cada n-upla (a1, a2,..., an) de elementos de A (siendo aj = (aj)i∈1 para 
j = 1,...,n) por:

(gA(a1,a2,..., an))i = gAi (a1,a2,..., an).

Por ejemplo, sean (R, ∙, 1) y (Z, +, 0) con las operaciones usuales, que 
determinan estructuras de monoide en los nuímeros reales y en los nuímeros 
enteros, respectivamente. Entonces, en el algebra producto (R × Z,f, u) las 
operaciones estan definidas por: f ((a, b), (r, s)) = (a ∙ r, b + s), u = (1, 0).

Definicion 1.3.15. Acabamos de definir tres “operaciones” entre ílgebras, 
que consisten en: tomar subíalgebras, imíagenes homomorfas y productos. Una 
clase de algebras que es cerrada bajo esas tres operaciones se llama variedad. 
Dicho de otra manera: una variedad es una clase K de aílgebras del mismo 
tipo tal que si A ∈ K entonces toda subíalgebra de A estía en K, toda imagen 
de A por un homomorfismo estaí en K y para toda familia de íalgebras de K 
su producto estaí en K.

Ejemplos de variedades son la clase de los monoides, la clase de los gru-
pos, la clase de los anillos y la mayoría de las clases de aílgebras de las que 
hablaremos en este libro.

Una propiedad importante de las variedades es la siguiente: si K es una 
variedad, entonces para todo conjunto X existe un íalgebra de K que es 
libremente generada por X.

Posteriormente trataremos mías a fondo las variedades.
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Congruencias y algebras cociente
Dada un ílgebra (A, F) nos interesa conocer cuales son aquellas relaciones 

de equivalencia R definidas en A tales que la aplicaciíon caníonica

pR : A —→ A/R

es un homomorfismo. En particular, A/R deberí tener una estructura de 
ílgebra del mismo tipo. Veamos címo se define entonces el algebra cociente, 
lo que es posible solo en el caso en que la relaciíon R cumple cierta condiciíon 
de compatibilidad con las operaciones.

Por ejemplo, consideremos (Z, +, —, 0), el grupo aditivo de los enteros 
con las operaciones habituales. Consideremos ademías la siguiente relaciíon, 
llamada de congruencia modulo p, para un numero natural p:

x ≡p y si y solo si la diferencia x — y es múltiplo de p.

Es sencillo ver que dos nuímeros enteros positivos son equivalentes si al 
dividir cada uno de ellos por p obtenemos el mismo resto. Sus clases de 
equivalencia estan entonces en correspondencia con los restos: {0,1, 2,... ,p— 
1}, donde tambiíen los nuímeros negativos se ubican adecuadamente.

Ya hemos visto el grupo Z3, que es justamente el cociente de Z por la 
congruencia mídulo 3 (¡probarlo!).

El cociente Z/ ≡p puede ser dotado de una estructura de grupo. Para 
sumar dos clases |z| y \t\ se toma un representante de cada una: z ∈ |z|, 
t ∈ |t|, se suman y se calcula la clase de esa suma: |z + t|. La relacion ≡p 

permite hacer eso. En efecto, si tomíramos z' ∈ |z|, t' ∈ |t| y sumaramos, 
z' +t' estaría en la misma clase que z +1, pues puede probarse que z ≡p z, 
y t ≡p t' implican (z + t) ≡p (z' +t'). Algo anílogo sucede con la operacion 
de opuesto.

Definicion 1.3.16. Sea R una relaciín de equivalencia definida en el univer-
so A de un ílgebra (A, F). Diremos que R es una congruencia si para cada 
operacion n-aria f a ∈ F y para cada par de n-uplas (x1,..., xn), (y1,..., yn) 
de elementos de A tales que xiRyi, i = 1, . . . , n se verifica que

fa(x1,... ,xn)Rfa⅛1,. .. ,yn).

Ejemplos 1.3.17.

1. Sea (A, +, *, —, 0) un anillo. Para que una relaciín de equivalencia R 
sea una congruencia debe cumplir:

- Si sRt entonces (—s)R(—t).
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- Si  x R y,  u R v,  e nt o n c es  ( x +  u) R( y  +  v)  y  t a m bií n ( x *  u) R( y  *  v).

A m b as  c o n di ci o n es  s e c u m pl e n  p ar a  l a c o n gr u e n ci a  m o d ul o  p  d efi ni d a  

a h or a  e n  el a nill o (Z,  +,  ∙ , — , 0 ), p u es,  c o m o  p u e d e  pr o b ars e,  x R y,  u R v  

i m pli c a ( x ∙ u) R( y  ∙ v).

2.  S e a  (A,  F ) u n  íl g e br a, a,  b ∈  A.  Ll a m ar e m os  c o n gr u e n ci a  pri n ci p al  

g e n er a d a  p or  ( a, b), d e n ot a d a  R a b , a  l a i nt ers e c cií n d e  t o d as l as c o n -

gr u e n ci as  R  t al es q u e  a R b:

R a b  = Q  R .

(a, b )∈ R

¿ Es  est a  r el a cií n r e al m e nt e u n a  c o n gr u e n ci a ?  ¿ El  p ar  ( a, b)  est a  e n  R a b ?  

A pli c a n d o  l a d efi ni ci oí n  d e  c o n gr u e n ci a  s e v e  q u e  p o d e m os  r es p o n d er 

afir m ati v a m e nt e a  l as d os  pr e g u nt as.

A d e mís,  s e p u e d e  pr o b ar  q u e R a b s e c ar a ct eri z a p or  s er l a mí ni m a  

c o n gr u e n ci a  q u e  c o nti e n e al  p ar  ( a, b),  es d e cir,  q u e  c u m pl e:

1  a R a b b.

2  Si  S  es u n a  c o n gr u e n ci a  y  a S b,  e nt o n c es R a b  ⊆  S .

S e a  R  u n a  c o n gr u e n ci a  e n  u n  íl g e br a (A,  F ) d e  ti p o F . P ar a  c a d a  f ∈  F  

( n- ari a) d efi ni m os

fA/ R  ( ∣x ι∣,.∙∙, |x « l) =  lfA (x i ,..., zn )∣∙ ( 1. 1)

V e a m os  q u e  t e n e m os u n a  “ b u e n a ” d efi ni ci oí n,  e n  el  s e nti d o d e  q u e  si el e gi m os  

otr o  el e m e nt o x 'i d e  l a cl as e ∣x i∣ , p ar a  c a d a i =  1,..., n,  el r es ult a d o d e  

∣f  a  ( x z1 ,..., x∕) ∣ es  el  mis m o  q u e  a nt es.  Es  d e cir,  d e b e m os  pr o b ar  q u e  si ∣x i∣ =  

∣x i∣ e nt o n c es ∣fA ( xi,... , xr a) ∣ =  ∣fA ( x 'ι,... , x∕)∣ .

E n  ef e ct o,  p or  s er R  c o n gr u e n ci a  t e n e m os q u e

x 1 R x z1 ,..., x n R x 'n  i m pli c a (fa (x 1 , ..., x n )) R(f  a (x z1  ,..., x /)),

es d e cir,  ∣fA (x ι,..., xnJ ∣ =  ∣∕a (x '1 ,...,x ∕) ∣ .

D efi ni ci o n  1. 3. 1 8.  S e a  (A,  F ) u n  íl g e br a, R  u n a  c o n gr u e n ci a. El  al g e br a  

c o ci e nt e (A/ R,  ∣F ∣) es a q u ell a c u y o u ni v ers o  es el c o nj u nt o c o ci e nt e A/ R  
y  t al q u e ∣F ∣ es l a f a mili a d e  l as o p er a ci o n es  fA/ R , c o n f ∈  F , d efi ni d as  

a nt eri or m e nt e.

T e o r e m a  1. 3. 1 9.  L a  a pli c a ci o n  c a ñ o ni c a  pR  : A  — →  A/ R  es u n  h o m o m or -

fis m o s ur y e cti v o d e  (A, F ) s o br e (A/ R,  ∣F ∣) .
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Demostracion. La aplicaciín pR, que es suryectiva, esta definida por:

p r  (x) = |x|.

Sea fA una operacion n-aria de A y fAR la correspondiente operaciín en 
A/R. Para que pR sea un homomorfismo debe cumplirse, para cada n-upla 
(x1,..., xn) de elementos de A, la siguiente condiciín:

pR(fA(x1, . . .,xn)) = f A/R(pR(x1), . . . ,pR(xn)).

El primer miembro es igual a |f (x1,..., xn)| y el segundo es fA/R(|x11,..., |xn|), 
que son iguales por definicion de fAR (ver (1.1) antes de la Definiciín 1.3.18).

□

Sea h : A —→ B un homomorfismo entre las algebras (A, F) y (B,G). 
Hemos definido en A la relaciín de equivalencia Rh (ver 1.1 en la Secciín 1) 
por xRhy si h(x) = h(y). Veamos que es una congruencia.

Sean (x1,...,xn) y (y1,...,yn) n-uplas de A, fA una operacion n-aria 
de A y fB la correspondiente operaciíon en B. Supongamos que para cada 
i = 1,... ,n se verifica que xiRhyi (es decir que h(xi) = h(yi)). Veamos que 
fA^x1,..., xn))RhfA {{y1,..., yn)).

En efecto, por ser h homomorfismo tenemos que

h(fA((x1,...,xn))) = f B (h(x1),...,h(xn))

= f B (h(y1),...,h(yn))

= h(fA((y1,...,yn))).

Teorema 1.3.20. Sea h : A —→ B un homomorfismo suryectivo. Sea 
(A/Rh, \F|) el algebra cociente, h el pasaje al cociente de h, p la aplica- 
cion cañonica al cociente. Entonces, h es un isomorfismo de A/Rh en B y 
se verifica: h = h o p. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

A------- -II

A/Rh

Demostracion. Por la definicion de h, para todo x ∈ A, h(x) = h(|x|) = 
h(p(x)). Veamos que h es inyectiva. Sea h(|x|) = h(|y|), es decir, h(x) = h(y). 
Luego obtenemos que xRhy, de donde | x| = | y| .

Por ser h suryectiva resulta h suryectiva.
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Solo resta probar que h es un homomorfismo, o sea, que

W ∣A(( ∣xι ∣,..., K∣W = gB W∣xιD,..., ⅞xn∣^.

Aplicando las definiciones se tiene

h( ∣ f ∣ a (( ∣ xi ∣ ,...,∣xn ∣ ))) = h( ∣ f A((xι,...,xra)) ∣ )

= h(fa (⅛>.∙ . ,xn))) 
= gB(h(xi),... ,h(xra))

= gB (h( ∣ x11 ),∙∙∙, h( ∣ xn ∣)). □

1.4. Logica

Comenzaremos tratando de responder la siguiente pregunta, desde un 
punto de vista informal e intuitivo:

¿Quí es la lígica?

La líogica trata de dilucidar cuíales de los razonamientos que hacemos son 
víalidos, ya sea en la vida diaria o en un estudio sistemíatico, científico. Saber 
quíe se deduce de quíe, o quíe es consecuencia de quíe, vaílidamente. Queremos 
progresar en nuestro pensamiento por carriles seguros. Para eso el comienzo es 
analizar aquellas afirmaciones que usualmente tomamos como indiscutibles. 
Por ejemplo: “si me llamo Juan entonces me llamo Juan”. Podemos poner 
(las dos veces) en lugar de me llamo Juan otra asercion cualquiera, digamos 
el 3 es un numero primo; en este caso obtendríamos: “si el 3 es un numero 
primo entonces el 3 es un numero primo”. Vemos que lo verdadero de la 
frase “Si ... entonces ...” depende de su estructura, que es de la forma “Si 
x entonces x”, y no de cuíal sea la aserciíon por la que reemplacemos los 
puntos o la x. Esas estructuras seguras, indiscutibles, son las que estudia 
la líogica. Podemos observar, curiosamente, que las verdades líogicas son las 
que, a diferencia de los resultados de una investigaciíon científica, no aportan 
nada nuevo. Son “verdades de perogrullo”, pero sin explicitarlas no podemos 
avanzar por vías confiables en el conocimiento.

El poner claramente de manifiesto los puntos de partida y las reglas para 
avanzar en los razonamientos es lo que proporciona verosimilitud a las deduc-
ciones, en particular las que se usan para obtener resultados en las llamadas 
ciencias deductivas, especialmente en la matematica. Se deberí usar un len-
guaje libre de ambiguedades y explicitar claramente cuíles son los axiomas 
o datos iniciales y cuíales las reglas de inferencia usadas para obtener conclu-
siones. Hay que “traducir” proposiciones del lenguaje natural a un lenguaje 
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formal. En este tendremos variables proposicionales y conectivos, a partir de 
los cuales (y con reglas precisas) construiremos proposiciones compuestas; 
es el mismo proceso de abstracciíon de cuando operamos con variables x, y, 
... y signos operacionales +, —, /,..., para construir expresiones algebraicas 
como x/(y — x), (y + x) + (y — x), . . . .

Este punto de vista operacional o algebraico (que es el que nos interesa 
estudiar aquí) es el que G. Boole adopto a fines del siglo XIX en sus traba-
jos, cambiando así el enfoque clíasico de la líogica, mías ligado a la filosofía. 
Tambiín casi por la misma ípoca aporta sus ideas y su simbolizaciín original 
de enunciados lígicos G. Frege, cuyas investigaciones fueron poco conocidas 
en su ípoca, pero bien valoradas por Bertrand Russell en sus trabajos. Fue 
Frege uno de los que iniciaron la líogica formal o “íalgebra de la líogica”. Asi-
mismo, J. Lukasiewicz y A. Tarski estudiaron, alrededor de 1920, al cílculo 
proposicional con ese mismo enfoque pero considerando un cíalculo propo- 
sicional abstracto, mías general. El primero en analizar sistemíaticamente la 
líogica como una ciencia que estudia las formas víalidas de razonamiento fue 
sin duda Aristíteles. Son Boole, Frege, Lukasiewicz, Tarski y sus seguidores 
los primeros en profundizar la líogica en un sentido diferente del dado por los 
griegos. A partir de estos trabajos comenzí a crecer la llamada Logica Ma- 
tematica. Estos desarrollos respondieron tambiíen a otras motivaciones que 
surgieron en esa íepoca.

En efecto, a principios del siglo XX aparecieron indicios de que los ci-
mientos de la líogica (y, por extensiíon, los de las ciencias deductivas) no eran 
tan sílidos como se creía. Esos indicios fueron, entre otros, las paradojas y el 
descubrimiento de propiedades no esperadas en sistemas loígico-matemíaticos 
clíasicos.

Las paradojas eran conocidas desde la antiguedad. El filosofo Epimínides 
de Creta afirmaba “Todos los cretenses son mentirosos”. Si esta afirmaciín 
era verdadera, entonces el mismo Epimíenides era un mentiroso, con lo cual su 
afirmaciíon era falsa. En tiempos maís modernos se hizo famosa la paradoja 
que descubriío Bertrand Russell, que podía derivarse de la naciente teoría 
de conjuntos de Georg Cantor y ponía en duda sus fundamentos. Tambiíen 
era un tropiezo para la construcciíon formal de la líogica debida a Frege. 
Esta paradoja consiste en lo siguiente: llamemos A al conjunto de todos los 
conjuntos que no pertenecen a sí mismos. Por ejemplo, si es S el conjunto 
de símbolos escritos en esta paígina, tenemos que S ∈ S. En cambio, si es 
P el conjunto de palabras de dos letras, entonces P ∈ P. Luego: S ∈ A y 
P ∈ A. Nos preguntamos ¿Quí ocurre con A? Si A ∈ A, entonces, debido a 
la definiciín de A, A ∈ A. Pero si suponemos que A ∈ A entonces resultaría 
que A ∈ A.
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Uno de los primeros “sistemas formales” fue el dado por Euclides en 
sus Elementos, donde de un pequeño grupo de axiomas deduce todas las 
propiedades geomíetricas mías conocidas. Fue preocupaciíon de algunos líogicos 
y matemaíticos durante mucho tiempo el demostrar, a partir de los otros 
axiomas, el postulado V de Euclides: “por un punto exterior a una recta pasa 
una y solo una paralela a dicha recta”. Se demostrío, sin embargo, que si se 
reemplazaba dicho postulado por otro entonces este otro podía “convivir” con 
los demías postulados sin producir ninguna contradicciíon. Esto dio origen a las 
llamadas geometrías no euclidianas. Por ejemplo, Lobachevsky, a principios 
del siglo XIX, reemplaza el postulado V de Euclides por el siguiente: “por 
un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas a dicha recta”. En 
la geometría de Riemann, en cambio, se reemplaza por el postulado: “por 
un punto exterior a una recta no pasa ninguna paralela a dicha recta”. La 
interpretacioín de “recta” es, en este caso, la de círculo míaximo sobre una 
esfera.

A partir de las cuestiones que hemos expuesto surgieron no solo nuevas 
geometrías sino nuevos sistemas líogicos, relativizando la geometría y la líogica 
clíasicas como “una” geometría y “una” líogica, no las uínicas. La diferencia 
esencial es que los postulados ya no se toman como “verdades bíasicas” sino 
como puntos de partida.

Para profundizar en el aspecto histoírico de la Líogica, ver, por ejemplo, 
[68].

Vamos a definir, en su lineamiento bíasico y general, lo que se entiende 
formalmente por una loígica proposicional.

Lenguaje
En un sentido general, dado un alfabeto o conjunto de símbolos baísicos 

W, tenemos asociado a íl el conjunto W* de todas las cadenas finitas o 
“palabras” que pueden formarse con los símbolos de W. El conjunto W* 

puede ser dotado de una estructura algebraica. En efecto, (W*,*,e) es un 
monoide, siendo * la operaciín de concatenacion de palabras y e la palabra 
vacía.

Definicion 1.4.1. Un lenguaje sobre W es cualquier subconjunto L de W*.

Por ejemplo, si W = {0,1, 2, 3,4, 5, 6, 7,8, 9}, un lenguaje sobre W es 
aquel cuyas palabras son todas las cadenas finitas de elementos de W salvo 
las que empiezan por 0. Es decir, los nuímeros naturales en notaciíon decimal. 
Otro ejemplo podría ser W = {a,b}, siendo L el conjunto de cadenas sobre 
W formadas de la siguiente manera: aa y bb estían en L y, si una cadena
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x estí en L, entonces xx estí en L. Con estas reglas obtenemos todas las 
cadenas de la forma a2 y las de la forma b2 (y solo ellas).

Para especificar un lenguaje, que en general sería infinito, necesitamos 
dar un alfabeto y un conjunto finito de reglas de formaciíon, que se definirían 
usando ciertos símbolos auxiliares llamados variables. Una de ellas, el axio-
ma, es distinguida: indica el punto de partida de la generaciíon del lenguaje. 
Estos datos determinaraín lo que generalmente se llama gramatica de dicho 
lenguaje.

Por ejemplo, para el alfabeto W = {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, los mímeros 
naturales en notaciíon decimal se generan por la gramíatica que tiene dos 
variables S y T, siendo S el axioma, y las reglas siguientes:

1) S se reemplaza por n o bien por nT, siendo n = 1, 2, 3,..., 9,
2) T se reemplaza por n o bien por nT, siendo n = 0, 1, 2, . . . , 9.

Lenguaje proposicional
Consideremos ahora que puede haber otros conectivos diferentes de la 

concatenaciíon que liguen los símbolos baísicos para formar expresiones com-
puestas.

En nuestro contexto, el lenguaje estarí dado por el conjunto de las formu-
las , que definiremos de manera recursiva. Las fírmulas representaran las pro-
posiciones, y se formarín a partir de las variables proposicionales (nuestros 
símbolos basicos), combinando estas con conectivos de la manera que deter-
minen las reglas de formaciíon.

Como veremos, el conjunto de las fíormulas estaría determinado por los 
conectivos, por lo que se suele llamar tambiín lenguaje al conjunto de estos.

Definicion 1.4.2. Se define el conjunto L de las formulas bien formadas 
dando

1 . Los símbolos:

(a) Símbolos de variables proposicionales: p1, p2,..., pn,... (considera-
mos, en general, que hay tantas variables como nuímeros naturales, 
es decir, que el conjunto de variables en numerable).

(b) Símbolos de conectivos: (ci)i∈1, donde a cada ci le corresponde un 
n natural, que es su aridad: 0-arios o constantes, unarios, binarios,

(c) Símbolos de puntuacion: (, ).

2. Las reglas de formaciíon:
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(i) Cada pi es una foírmula, para i = 1, 2, . . .

(ii) Si Ai, A2,..., An son formulas y c es un conectivo n-ario, entonces 
c(A1, A2,..., An) es una fírmula. Si c es binario, escribiremos 
A1cA2 en lugar de c(A1, A2).

(iii) Una cadena de símbolos es una fíormula si y solo si se obtiene de 
(i) y de (ii) en un nuímero finito de pasos.

La definiciín anterior nos da la sintaxis del lenguaje del cílculo proposi- 
cional.

Observacion 1.4.3. Como dijimos, el conjunto de fíormulas queda definido, 
en realidad, por el conjunto de los conectivos, ya que se considera siempre 
un conjunto numerable de variables y los mismos símbolos de puntuacioín. A 
cada lenguaje corresponde entonces un tipo, de la misma manera que sucede 
con las íalgebras.

Como ejemplo, consideremos el cíalculo proposicional llamado implicativo 
positivo. En este calculo el unico conectivo, que es binario, es →. Por lo tanto, 
toda fírmula que no sea una variable es de la forma A → B.

Mís adelante trataremos con detalle el Cílculo Proposicional Clísico, 
en cuyo lenguaje podemos considerar los conectivos: — (unario), Λ, V, → 
(binarios).

A los dos ejemplos anteriores se les asocia, respectivamente, el tipo (2) y 
(1,2, 2, 2).

Aquí empezamos a vislumbrar el vínculo Líogica-Aí lgebra.

Sistema formal
En lo que sigue definiremos de manera formal un sistema que resulte 

confiable en el sentido de que no daría lugar a paradojas y describiría las que 
entendemos como “verdades”, desde la íoptica de cierta líogica.

Pero antes necesitamos una definiciíon.

Definicion 1.4.4. Sea L el conjunto de las fírmulas de un lenguaje propo-
sicional, P el conjunto de sus variables proposicionales. Una sustitucion es 
una funcion s : P —→ L. Puede extenderse s a L (llamaremos tambiín s a 
la extensiín) definiendo: s(c(A1,..., An)) = c(s(A1),..., s(An)), para cada 
conectivo n-ario c, para cada n.

Denotaremos s(Γ), para un conjunto de fírmulas Γ, al conjunto de las 
fírmulas s(B), con B ∈ Γ.

Por ejemplo, si el lenguaje tiene —, → y V, sea s tal que s(p1) = —p3, 
s(p2) = p1 V p4. Sea A = p2 → p1. Entonces: s(A) = (p1 V p4) → —p3.
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Definicion 1.4.5. Un sistema formal o sistema deductivo S se define a partir 
de tres datos:

1. Un lenguaje proposicional.

2. Un conjunto de formulas distinguidas, los axiomas; como el conjunto 
puede ser infinito, ellos se especifican mediante un conjunto finito de 
“esquemas de axiomas”, que muestran la forma general de los axio-
mas. Los axiomas propiamente dichos se obtienen sustituyendo en los 
respectivos esquemas sus variables por fíormulas cualesquiera.

3. Un conjunto de reglas de deduction, que son de la forma

Γ
A,

donde Γ es un conjunto finito de fíormulas y A es una foírmula. Anaílo- 
gamente, las reglas estían dadas por esquemas.

En general, se comete el abuso de hablar de axiomas y no de esquemas. 
Una instancia de un axioma (de un esquema, en realidad) se obtiene susti-
tuyendo sus variables por fíormulas cualesquiera.

Por ejemplo, un sistema formal para el Calculo Proposicional Implicativo 
estía dado por los siguientes esquemas de axiomas:

(A1) A → (B → A)

(A2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))

y por la regla de deduction Modus Ponens:

(MP) .

Una instancia de (A1) es, por ejemplo: (p1 → p2) → (p1 → (p1 → p2)), 
donde hemos reemplazado A por p1 → p2 y B por p1.

Relacion de consecuencia
Definicion 1.4.6. Una prueba o deduction de B en S es una sucesion finita 
de fírmulas A1,..., An-1, An = B tal que cada Ai es una instancia de un 
axioma o se deduce de las anteriores por las reglas de deducciíon.

Diremos que B es un teorema si existe una prueba de B. En tal caso 
escribiremos Eg B o simplemente F B, si no hay lugar a confusiín.

En particular, toda instancia de un axioma es un teorema.
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Mías en general, una deduccion de B en S a partir de un conjunto de 
fírmulas Γ (las “hipítesis”) es una sucesiín finita de fírmulas A1,..., An-1, 
An = B tal que cada Ai es una instancia de un axioma o una fíormula de Γ o se 
deduce de las anteriores por las reglas. Diremos que B es una consecuencia 
de Γ si existe una deduccioín de B a partir de Γ. En tal caso escribiremos 
Γ Es B.

Por ejemplo, en el Cíalculo Proposicional Implicativo se puede deducir la 
formula B → C de las hipítesis A y B → (A → C).

En efecto, (empezando “por el final”) podríamos obtener por Modus Po- 
nens B → C de (B → A) → (B → C) si tuviíramos (B → A). Pero ¡tenemos 
(B → A)! porque tenemos la hipotesis A y el axioma (A1): A → (B → A). 
Nos faltaría (B → A) → (B → C). Pero tambiín lo tenemos, ya que pue-
de deducirse por (MP) de la hipotesis B → (A → C) y el axioma (A2): 
(B → (A → C)) → ((B → A) → (B → C)). Luego, la prueba buscada es la 
siguiente:

1. A (hipoítesis),

2. B → (A → C) (hipítesis),

3. A → (B → A), por (A1),

4. B → A, de 1. y 3. por (MP),

5. (B → (A → C)) → ((B → A) → (B → C)), por (A2),

6. (B → A) → (B → C), de 2. y 5. por (MP),

7. B → C, de 4. y 6. por (MP).

Denotaremos
Γ' = {B ∈ L : Γ E B}

al conjunto de consecuencias de Γ.
En relacioín con el ejemplo de prueba que dimos, podemos decir que B → 

C ∈ Γl^, siendo Γ = {A, B → (A → C)}.

Definicion 1.4.7. Dados dos sistemas formales S y S' se dice que S' extiende 
o es extension de S si todo teorema de S es teorema de S'.

Los sistemas L y L4 que veremos en el Capítulo 3 son extensiones del 
sistema que vimos para el Cíalculo Proposicional Implicativo.

Definicion 1.4.8. Una teoría de S es un conjunto de fírmulas Σ que cumple 
las siguientes condiciones:
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1. Σ contiene todas las instancias de axiomas.

2. Σ es cerrado por las reglas de S. Es decir, si A es una regla y Γ ⊆ ∑ 
entonces A pertenece a Σ.

Veamos algunas propiedades de las teorías.

Lema 1.4.9. Sea S un sistema deductivo y sea Γ ⊆ L.

(a) El conjunto Γ es una teoría si y solo si existe un conjunto de formulas 
Σ tal que Σl^ = Γ.

(b) El conjunto T de los teoremas es la menor teoría de S y T = 0l^. 

Demostracion.

(a) Sea Γ un conjunto de formulas, Σ tal que Σl^ = Γ. Las instancias 
de axiomas son consecuencias del conjunto vacío de foírmulas (no se 
necesitan hipoítesis), luego, tambiíen son consecuencia de Σ, por lo tanto 
estían en Γ.

Veamos que Γ es cerrado por las reglas.

Sea δ una regla, ∆ ⊆ Γ. Se tiene entonces que para cada C ∈ ∆, 
Σ F C, o sea que hay una deducciín de C a partir de Σ. Uniendo todas 
esas deducciones (que son finitas) y agregando como uíltimo paso la 
aplicacion de la regla ∆A, se obtiene una deduction de A a partir de Σ. 
O sea, Σ F A, con lo cual A ∈ Γ.

Recíprocamente, sea Γ una teoría y veamos que Γl^ = Γ. Una inclusiín 
es obvia. Probemos Γl^ ⊆ Γ. Sea A tal que Γ F A. Luego, A se obtiene 
a partir de fíormulas de Γ aplicando las reglas. Pero Γ es cerrado por 
las reglas, luego A ∈ Γ.

(b) Se deja como ejercicio. □

La relacion de consecuencia F tiene las siguientes propiedades.

Lema 1.4.10. Sean ∆ y Γ conjuntos de formulas, A, B formulas. Entonces:

(1) Para toda A ∈ ∆, ∆ F A.

(2) Si ∆ F A y ∆ ⊆ Γ, entonces Γ F A.

(3) Si Γ F A para toda A ∈ ∆ y ∆ F B, entonces Γ F B.

(4) Si ∆ F A, entonces existe Γ finito tal que Γ ⊆ ∆ y Γ F A. Diremos que 
S es finitario.
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(5) Si ∆ E A, entonces para toda sustitucion s, s(∆) E s(A). Diremos que 
S es estructural.

Demostracion. Los ítems (1) y (2) salen aplicando la definiciín de deduccion.
Probemos (3). Supongamos que A1,..., Ar son fírmulas de ∆ que se 

usan en la deducciín de B. Entonces, habrí una deducciín B1,..., Bini de 
Ai a partir de Γ, para cada i = 1,... ,r. Por lo tanto, reuniendo estas r 
deducciones con la deducciíon de B a partir de ∆, obtenemos una deducciíon 
de B a partir de Γ.

El ítem (4) se prueba teniendo en cuenta que solo se usa un nuímero 
finito de fíormulas en una deducciíon. El ítem (5) sale considerando que las 
sustituciones son instancias (de axiomas o de las hipotesis). □

Observacion 1.4.11. Algunas de estas propiedades no se cumplen en las 
líogicas llamadas subestructurales, seguín veremos en el Capítulo 12, Secciíon 4.

Valuaciones

Hemos definido, si L es un lenguaje proposicional, la sintaxis de ese len-
guaje. Para esto se especificaron formalmente las reglas de construcciíon de L.

Pero interesa tambiín analizar la semantica, es decir el significado de las 
fírmulas, que estarí dado por su “valor de verdad”.

Ya hemos observado que un lenguaje proposicional tiene cierto tipo, de 
la misma manera que las aílgebras. Podemos “evaluar” las foírmulas de L en 
íalgebras del mismo tipo por medio de funciones (valuaciones) de manera que 
cada conectivo n-ario se transforme en su correspondiente operaciíon n-aria. 
En el caílculo proposicional clíasico (que veremos con detalle en el Capítulo 3) 
esas funciones son las conocidas “tablas de verdad”:

p q p Λ q p q p V q p q p → q

p —p V V V V V V V V V

V F V F F V F V V F F

F V F V F F V V F V V

F F F F F F F F V

Las valuaciones asignan a cada fíormula un elemento de un íalgebra, que 
podemos pensar como su valor de verdad. En el caso clíasico, esa aílgebra 
tendra solo los elementos 0 y 1, identificando F con 0 y V con 1.
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Definicion 1.4.12. Sea un lenguaje proposicional L cuyo conjunto de co-
nectivos es (ci)i∈1 y sea (A, G) un ílgebra donde G = (gi)i∈ι. Una valuation 
es una funciín v : L —→ A tal que para cada conectivo n-ario c y formulas 
B1,..., Bn verifica

v(c(Bn ..., Bn)) = g(v(BiG ..., v(Bra)),

siendo g la operaciíon n-aria en A correspondiente a c.

Podemos dar, por ejemplo, valuaciones del cíalculo implicativo positivo en 
ciertas íalgebras, que definiremos a continuacioín.

Sea A = (A, →, 1) un algebra donde se verifican la siguientes condiciones:

(I) x → (y → x) = 1,

(II) (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1,

(III) Si x → y =1, y → x = 1 entonces x = y.

El ílgebra A es conocida como algebra de Hilbert.
Las valuaciones solo deben cumplir aquí la condiciíon

v(A → B) = v(A) → v(B).

Observemos que el mismo símbolo → designa en el primer miembro un co-
nectivo y en el segundo una operaciíon.

Observemos tambiíen que las condiciones (I) y (II) tienen la misma for-
ma que los axiomas del sistema axiomaítico. Eso no es casual; en efecto, las 
propiedades de una líogica se corresponden con las de las íalgebras asociadas 
a ella de acuerdo a un cierto proceso de “algebrizaciíon” que veremos mías 
adelante.
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1.5. Ejercicios

Conjuntos ordenados
1. Sea R una relaciín reflexiva sobre un conjunto. Probar que R es una 

relaciín de equivalencia si y solo si R o R = R y R = Ro, siendo 
Ro = {(x,y): (y,x) ∈ R}.

2. Probar que el orden dual es un orden.

3. Probar que el orden producto es un orden.

4. Probar que el orden lexicograífico es un orden.

5. Sea R una relacion en un conjunto P y sea ∆ = {(x,x) ∈ P × P} la 
diagonal de P × P. Probar que R es de orden si y solo si R o R = R y 
R ∩ Ro = ∆.

6. Sean A = {0,1}, B = {3, 4, 5}. Hacer los diagramas de Hasse de A y 
B con el orden usual, P(B) con el orden inclusion, A × A con el orden 
producto y lexicograífico.

7. Sean (P, ≤), (Q, A) conjuntos ordenados, f : P → Q una biyecciín 
que es un morfismo de orden (ver Definiciíon 1.2.3).

a) ¿Es f un isomorfismo de orden (ver Definiciín 1.2.4)?

b) Si (P, ≤) y (Q, A) son conjuntos totalmente ordenados. ¿Es f un 
isomorfismo de orden?

8. Sea (P, ≤) un conjunto ordenado, R ⊆ P .Se dice que R es decreciente 
P si se cumple que x ∈ R e y ≤ x implica y ∈ R.

Sean f : P → Q funcion y (Q, ≤) un conjunto ordenado. Probar que si 
f es un morfismo de orden entonces la imagen inversa de un conjunto 
decreciente de Q es un conjunto decreciente de P.

9. Sean X,Y conjuntos no vacíos. Sean f : X → Y una funcion y f1 : 
P(X) → P(Y) la funciín que asocia a cada subconjunto de X su 
imagen por f. Probar que f1 preserva el orden inclusioín y que es un 
isomorfismo de orden si y solo si f es una biyecciíon.

10. Sean R1 y R2 relaciones de orden en A1 y en A2 respectivamente.

a) Probar que la relacioín R1 × R2 es un orden en A1 × A2.

b) Sean R1 y R2 oírdenes totales. ¿Es R1 × R2 un orden total? ¿Es el 
orden lexicograífico un orden total?
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11. Sean A un conjunto y F = {f : A → {0,1}}. Definimos en F la 
siguiente relaciíon:

f A g si y solo si f-1({1}) ⊆ g-1({1}).

a) Probar que A es un orden en F.

b) ¿Quí relacion hay entre los conjuntos ordenados (F, A) y (P(A), C)?

12. Sea W = {X : X subconjunto finito de N}. Indicaremos con ∣X∣ al 
numero de elementos de X. Sea a la relacion definida por: X a Y si y 
solo si ∣X∣ ≤ ∣Y∣. Probar que a es un preorden y que no es simítrica ni 
antisimítrica. ¿Quí propiedades tiene la relaciín R definida por XRY 
si X a Y e Y a X?

13. Sea R1 el orden usual en R y R2 la relaciín “divide a” en N. Sea R1 × R2 

el orden producto en R × N, es decir,

(x, y) R1 × R2 (u, v) si x ≤ u en R e y divide a v en N.

Sea R^^> R2 el orden lexicográfico en R × N, es decir,

(x, y) R^^> R2 (u, v) si x < u en R, o bien x = u e y divide a v en N.

a) ¿Es R1 × R2 un orden total?

b) ¿Es R^^> R2 un orden total?

z

Algebra Universal
1. Sean (G, +, —, 0) un grupo, H un subuniverso de G y R una congruencia 

en G. Definimos el conjunto K = {x ∈ G : xRy , y ∈ H}. Probar que 
K es un subuniverso de G.

2. Sea ≡p la relaciín de congruencia mídulo p definida en el grupo Z de 
los enteros. Probar que si p es multiplo de q entonces la relacion ≡p es 
mas fina que la relacion ≡q, o sea, que para todo x,y, x ≡p y implica 
x ≡q y. En ese caso escribiremos ≡pC≡q.

3. Sean (Z, +, —, 0) el grupo de los enteros, ≡n la congruencia modulo n, 
H el subuniverso de los multiplos de 6, K = {x ∈ Z, x ≡n y, y ∈ H}.

a) Probar que K es un subuniverso de Z.

b) Calcular K para n = 3 y para n = 12. ¿Son subuniversos?
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4. Sea f : Z → Z la funciín que a cada z asigna el resto de dividir z por 
7. ¿Es cierto que x ≡21 y implica f (x) = f (y)? ¿Existe una funcion 
g : Z21 → Z tal que g(|x|) = f (x)? ¿Es verdad que ≡21 ⊆ ^?

5. Sea S la siguiente relacion de equivalencia definida en el conjunto R de 
los numeros reales: x S y si y solo si x — y ∈ Z. Analizar si S es una 
congruencia en los siguientes casos: a) en el grupo (R, +, —, 0); b) en el 
anillo (R, +,., —, 0).

6. Sean A y B algebras de una clase K libremente generadas en K por X 
e Y respectivamente. Probar que si existe una biyeccion h : X —→ Y 
entonces A y B son isomorfas.

7. Sea W un conjunto, (W*, *, e) el monoide de las palabras sobre el voca-
bulario W (ver 1.4). Probar que dicho monoide es libremente generado 
por W en la clase de los monoides.

8. Sea W = {a}. Probar que los monoides W* y (N, +, 0) son isomorfos.

9. Sea W finito, f : W —→ N la funcion constante igual a 1. a) Definir 
la extensiín f' : W* —→ N. b) Si es R la congruencia asociada a f', 
probar que W*/R es isomorfo a N. c) Si W tiene k elementos ¿cuantos 
elementos tiene la clase correspondiente al numero 1? ¿cuíntos la clase 
del nuímero n?

10. Sean A = (A, F) y B = (B,G) ílgebras del mismo tipo. Sean p1 : 
A × B —→ A y p2 : A × B —→ B la primera y segunda proyeccion 
respectivamente. Probar que ambas son homomorfismos.

Logica
1. Consideremos el siguiente sistema formal (ver [61]).

El lenguaje estía constituido por las variables x, y, . . . , las constantes 
(conectivos 0-arios) M,I,U y el unico conectivo binario la concatena- 
ciín (a la que no damos ningun símbolo). El unico axioma es la cadena 
MI y las reglas son las siguientes:
1) xI 2) Mx 3) xIIIy 4) xUUy

) xIU, ) Mxx, ) xUy , ) xy '

Encontrar la derivacioín de los teoremas: MUI, MIU, MUIUI, MUIU, 
MIUIU, MUIIU. ¿Son MIIIIII, MUIIIU, MUUIIII teoremas?

2. Sea el sistema formal que tiene MP como uínica regla y los siguientes 
esquemas de axiomas:
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(A1) A → (B → A),

(A2) (A → B) → ((B → C) → (A → C)).

Probar que (A → C) → (B → C) es consecuencia de A y que A → C 
es consecuencia de A → B y B → C. Llamando A V B a la fírmula 
(A → B) → B, probar que A V B es consecuencia de B.

3. Demostrar la parte (b) del Lema 1.4.9.

4. Sea un lenguaje proposicional L que tiene los conectivos —, V, Λ, →.
Sea el algebra ({0,1}, ¿, U, ∏, ^) con las operaciones definidas por:

¿x =1 — x,
x U y = míx{x, y},
x ∏ y = mín{x, y},

x y = max{(1 — x), y}.

Una valuation en {0,1} es una funcion v : L —→ {0,1} tal que: 
v(—A) = ¿v(A), v(A V B) = v(A) U v(B), v(A Λ B) = v(A) ∏ v(B), 
v(A → B) = v(A) v(B).

(a) Construir las tablas de las operaciones ¿, U, ∏, ¿Quí relaciín tie-
nen con las tablas de verdad?

(b) Dadas las fíormulas A, B, C de L, calcular todos los valores posibles 
de v((—A V B) → C).

(c) Dadas las formulas A, B, C de L tales que v(A → B) = 1, ¿Quí se 
puede decir del valor de v en las foírmulas (A V C) → (B V C), 
(A Λ C) → (B Λ C), ((—A Λ B) → (A V B)) Λ ((A V B) → (—A Λ B))?

(d) Encontrar, si existe, una valuaciíon v para las foírmulas A, B, C tal 
que v(B → —C) = v(—(—B V A)) = v(A V —C).
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Capítulo 2

Ret ículos y algebras de Boole

El objetivo de este capítulo es estudiar las aílgebras de Boole, que son, 
histíoricamente, el primer intento de tratar la loígica desde un punto de vista 
algebraico. Posteriormente se aplicaron esos resultados al diseno de circuitos 
electroínicos que son bíasicos para la informíatica.

Introduciremos previamente los retículos o reticulados y nos referiremos 
especialmente a los distributivos. La gran mayoría de las aílgebras asociadas 
a la líogica tienen como reducto un retículo.

La estructura de íalgebra de Boole estía intrínsecamente ligada a aquellas 
ílgebras cuyo universo es de la forma P(X), para cierto conjunto X. En 
efecto, probaremos que toda íalgebra de Boole finita es isomorfa a una de esa 
forma y, en general, toda íalgebra de Boole es isomorfa a una subíalgebra de 
una de esa forma.

Asimismo, mostraremos que los anillos en los cuales vale la propiedad de 
idempotencia x • x = x pueden ser dotados de una estructura de ílgebra de 
Boole y recíprocamente.

2.1. Retículos

En esta secciíon vamos a considerar una clase particular de conjuntos orde-
nados, los retículos, que pueden ser considerados tambiíen como íalgebras. Los 
retículos aparecen como base de las estructuras algebraicas que estudiaremos 
y que son asociadas naturalmente a la líogica.

Definicion 2.1.1. Un conjunto ordenado (P, ≤) tal que para todo x ∈ P e 
y ∈ P existen x V y y x Λ y se denomina retículo o reticulado.

Si (P, ≤) es un retículo entonces (P, ≤o) es un retículo (siendo ≤o el orden 
dual de ≤, ver Capítulo 1, Definicion 1.2.1). Si denotamos con Vo y Λo a las 
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operaciones en el dual entonces x Vo y = x Λ y y x Λo y = x V y. Si (P, ≤) 
tiene primer elemento 0 (respectivamente ultimo elemento 1) entonces (P, ≤o) 
tiene ultimo elemento 1 (respectivamente ultimo elemento 0).

Observacion 2.1.2. Sea (P, ≤) un retículo y sean x,y,z,w ∈ P .Si x ≤ y 
y z ≤ w entonces x Λ z ≤ y Λ w y x V z ≤ y V w (la prueba se deja como 
ejercicio).

Un retículo puede ser definido alternativamente como un algebra (P, V, Λ) 
que verifica las siguientes condiciones para cada x,y,z ∈ P (ver Capítulo 1, 
Secciíon 3):

R0 x V x = x, x Λ x = x (idempotencia),

R1 x V y = y V x, x Λ y = y Λ x (conmutatividad),

R2 x V (y V z) = (x V y) V z, x Λ (y Λ z) = (x Λ y) Λ z (asociatividad),

R3 (x V y) Λ y = y, (x Λ y) V y = y (absorciín).

Cometeremos a menudo el abuso de notaciíon de nombrar a un retículo 
dando solo su conjunto subyacente, como se anticipí en 1.3.3.

Demostraremos ahora que, efectivamente, son equivalentes las siguientes 
definiciones de retículo:

(1) Un retículo es un conjunto ordenado (L, ≤) en el cual, para cada par de 
elementos x,y ∈ L existen el supremo sup{x,y} y el ínfimo ínf{x,y}, 
denotados V y Λ respectivamente.

(2) Un retículo es un algebra (L, Λ, A) de tipo (2, 2), donde Λ y A son 
símbolos de operaciones binarias que verifican las condiciones R0, R1, 
R2, R3.

(1) =⇒ (2):
Sea (L, ≤) un conjunto ordenado tal que para cada par de elementos 

x,y ∈ L existen ínf{x,y} y sup{x,y}, denotados Λ y V respectivamente. 
Veamos que Λ y V cumplen las propiedades R0, R1, R2, R3.

En efecto, idempotencia y conmutatividad salen por propiedades de con-
juntos: {x, x} = {x}, {x, y} = {y, x}.

Para demostrar absorciíon tengamos en cuenta que, si u ≤ v entonces 
u Λ v = u, u V v = v. Luego, al ser x V y ≥ y, se tiene que (x V y) Λ y = y y 
anaílogamente (x Λ y) V y = y.

Demostremos la asociatividad, o sea, veamos que: x V (y V z) = (x V y) V z 
(la propiedad dual se demuestra de manera aníloga).
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Mostremos que un elemento u es cota superior del conjunto {x,y V z} 
si y solo si es cota superior del conjunto {x,y,z}. Se tiene que y V z ≤ u 
implica y ≤ u, z ≤ u (por transitividad de ≤) y recíprocamente, y ≤ u, 
z ≤ u implica que y V z ≤ u, por ser el supremo la mínima cota superior. 
De la misma manera podemos probar que u es cota superior del conjunto 
{x Vy, z} si y solo si es cota superior del conjunto {x, y, z}. Entonces, es fícil 
ver que ambos miembros de la igualdad coinciden con sup{x,y,z}.

(2) =⇒ (1):
Demostremos ahora que, recíprocamente, si se tiene un conjunto L munido 

de dos operaciones, digamos Λ, A que cumplen las condiciones de idempoten- 
cia, conmutatividad, asociatividad y absorciíon, entonces podemos definir en 
L un orden para el cual x Λ y = x Λ y, x V y = x A y.

Definimos la siguiente relaciín binaria: x A y si y solo si x Λ y = x. 
Demostremos algunas propiedades:

1. Por idempotencia resulta A reflexiva y por la conmutatividad, anti- 
simíetrica. Demostremos la transitividad.

Sean x A y, y A z, o sea, x Λ y = x, y Λ z = y. Veamos que x Λ z = x:

x Λ z = (x Λ y) Λ z
= x Λ (y Λ z)
= x Λ y
= x.

Por lo tanto, A es un orden.

2. Veamos que se cumple:

x Λ y = x si y solo si x A y = y.

En efecto, si x Λ y = x entonces y A (x λ  y) = y A x, pero, por absorciín, 
y A (x λ  y) = y, o sea que y A x = y. La recíproca es similar.

Luego, la relaciín binaria A definida por x A y si y solo si x A y = y 
es un orden.

3. Veamos que Λ y A son, efectivamente, las operaciones supremo e ínfimo 
correspondientes al orden A.

Sean x, y ∈ L y probemos que x Λ y es cota inferior de {x, y} y que es 
la míaxima.
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Se tiene que

x Λ (x Λ y) = (x Λ x) Λ y,
= x Λ y.

de donde: x Λ y A x y anílogamente x Λ y A y. Luego, es cota inferior. 

Supongamos que es s tal que s A x y s A y (cota inferior de {x,y}). 
Por definicion, esto significa que: s Λ x = s, s Λ y = s. Luego:

s Λ (x Λ y) = (s Λ x) Λ y,

= s λ  y,
= s.

Luego, s A x λ  y, de donde x Λ y es el ínfimo de x e y, que denotamos 
x Λ y.

4. Analogamente, usando la otra definicion de la relacion A podemos de-
mostrar que x A y es el supremo de x e y, que denotamos x V y.

Se dice que un retículo (P, V, Λ) es distributivo si se cumplen las siguientes 
condiciones para cada x, y, z ∈ P:

D1 x Λ (y V z) = (x Λ y) V (x Λ z),

D2 x V (y Λ z) = (x V y) Λ (x V z).

Observacion 2.1.3. Se puede verificar que las condiciones D1 y D2 son 
equivalentes. Por lo tanto basta que se cumpla solo una de ellas, por ejemplo, 
D1, que en adelante llamaremos D.

Podemos observar ademías que una de las dos desigualdades en D siempre 
vale.

En todo retículo:

(x Λ y) V (x Λ z) ≤ x Λ (y V z).

En efecto, x Λ y ≤ x, x Λ y ≤ y ≤ y V z. Luego vale que x Λ y ≤ x Λ (y V z). 
Ademas se tiene que x Λ z ≤ x, x Λ z ≤ z ≤ y V z. Por esta razon tenemos 
que x Λ z ≤ x Λ (y V z). Por lo tanto, (x Λ y) V (x Λ z) ≤ x Λ (y V z).

Una propiedad uítil en retículos distributivos es la que daremos en el 
siguiente lema:
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Lema 2.1.4. Sean x e y elementos de un retículo distributivo dado L. Si 
existe z tal que

x Λ z = y Λ z,

x V z = y V z,

entonces x = y.

Demostracion. Usando las ecuaciones y las propiedades distributiva, conmu-
tativa y de absorciíon obtenemos que

x = x Λ (x V z)
= x Λ (y V z)
= (x Λ y) V (x Λ z)
= (x λ  y) V (y λ  z)
= y Λ (x V z)
= y λ  (y V z)

= y. □

Si un retículo tiene primer y uíltimo elemento entonces el mismo se llama 
acotado. Indicaremos al primer elemento con 0 y al ultimo elemento con 1.

Si un retículo es acotado, podemos agregar a las operaciones binarias V 
y Λ las dos operaciones 0-arias 0,1, que verifican:

Ac x Λ 0 = 0, x V 1 = 1.

Consideraremos entonces el ílgebra (P, V, Λ, 0,1), que es de tipo (2, 2, 0, 0).

Ejemplos 2.1.5.

1. Cualquier conjunto totalmente ordenado es un retículo. En efecto, sea 
(P, ≤ ) un conjunto totalmente ordenado, y sean x e y elementos de P. 
Luego, x ≤ y o bien y ≤ x. Por lo tanto, x V y = y o bien x V y = x 
(anílogamente para el ínfimo). Luego, existen el supremo y el ínfimo del 
conjunto {x,y}. Es decir, (P, ≤) es un retículo. En particular, (N, ≤), 
(Z, ≤), (Q, ≤) y (R, ≤) (con el orden usual) son retículos.

2. En la Figura 2.1 se dan algunos retículos finitos por sus diagramas de 
Hasse.

Los retículos representados en (1) y (3) no son distributivos. En efecto,

d Λ (b V c) = d = a = (b Λ d) V (d Λ c).

Tambiíen
s Λ (q V t) = s = t = (s Λ q) V (s Λ t).
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(1) >5

(2)
(3) L5

Figura 2.1: Retículos

3. Sea (N, A) el conjunto parcialmente ordenado cuyo orden A estí dado 
por x A y si y solo si x divide a y. Dado un par de elementos x e 
y, el conjunto {x,y} tiene como cotas superiores a todos los multiplos 
comunes a x y a y. La menor cota superior (es decir, el supremo) es el 
mínimo comun multiplo (m.c.m.) de x e y. Luego x V y = m.c.m. (x,y) 
y, anílogamente, xΛy = M.C.D. (x, y) (donde M.C.D. indica el míximo 
comun divisor). Por lo tanto, (N, A) es un retículo, cuyo diagrama se 
indica en la Figura 2.2. Su primer elemento es el 1 y, curiosamente, el 
uíltimo elemento es el 0, pues todo nuímero natural es divisor de cero.

4. Un ejemplo de retículo finito es (Dn, A), siendo Dn el conjunto de los 
divisores de un numero natural n y A el orden dado en el ejemplo 
anterior. En (Dn, A), 1 es el primer elemento y n el ultimo. Podemos 
denotarlo tambiín como (Dn, m.c.m., M.C.D., 1,n). En la Figura 2.3 
se dan los diagramas de D12 y D30.

5. En la Figura 2.4 se dan ejemplos de conjuntos ordenados donde pa-
ra algunos pares de elementos no existen el supremo o el ínfimo. Por 
ejemplo, en (1), u y v no tienen cotas superiores comunes (v no tie-
ne ninguna cota superior), luego no pueden tener supremo. En (2), el 
conjunto de cotas inferiores de a y b es {0,p, q}, que no tiene míximo.

6. Sea (P(X), C) el conjunto ordenado de las partes o subconjuntos de un 
conjunto X cuyo orden esta dado por la inclusiín. Tomemos Z C X 
e Y C X. Tenemos que de todos los conjuntos contenidos simultínea- 
mente en Z y en Y, la intersecciíon es el mayor (el que contiene a todos).
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0

• ∙ ∙

• ∙ ∙

Figura 2.2: (N, A)

(1) (2)

Figura 2.3: D12 y D30
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s 1

• a ∙ b•t ∙ u ∙ v

• w ∙ x ∙ y • p ∙ q

( 1)

z

( 2)

0

Fi g ur a  2. 4:  N o  r etí c ul os

E n  ef e ct o: e n  pri m er  l u g ar n ot e m os  q u e  Z  ∩  Y  ⊆  Z  y  q u e  Z  ∩  Y  ⊆  Y  ( es 

d e cir,  Z ∩ Y  es  c ot a  i nf eri or d e  { Z,  Y }). A d e mís,  si U  es  u n  c o nj u nt o  t al 

q u e  U  ⊆  Z  y U  ⊆  Y  ( es d e cir,  U  es c ot a  i nf eri or d e  { Z, Y }) e nt o n c es  

U  ⊆  Z  ∩  Y . L u e g o  Z  ∩  Y  es l a m a y or  c ot a  i nf eri or, o  s e a el  í nfi m o. P or  

l o t a nt o Z  Λ  Y  =  Z  ∩  Y , y  a níl o g a m e nt e,  Z  V  Y  =  Z  U  Y . A d e mís,  0  

es el mí ni m o  s u b c o nj u nt o d e  X  y  X  es el m aí xi m o  s u b c o nj u nt o d e  X . 

L u e g o,  ( P( X), U , ∩ , 0 , X ) es u n  r etí c ul o a c ot a d o. A d e mís  s e p u e d e  

pr o b ar  q u e  est e  r etí c ul o es distri b uti v o.

7.  S e a  (A,  ≤ ) u n  c o nj u nt o  or d e n a d o.  Ll a m ar e m os  c o nj u nt o  cr e ci e nt e (r es-

p e cti v a m e nt e  d e cr e ci e nt e ) a u n  s u b c o nj u nt o X  d e  A  q u e  c u m pl e l a 

si g ui e nt e c o n di ci o n: si x  ∈  X , y  ∈  A  e y  ≥  x  e nt o n c es  y  ∈  X  (r es p e cti-

v a m e nt e  si x  ∈  X , y  ∈  A  e y  ≤  x  e nt o n c es  y  ∈  X ).

T a m bií e n  p o d e m os  d efi nir  a  l os c o nj u nt os cr e ci e nt es y  d e cr e ci e nt es  d e  

l a si g ui e nt e m a n er a.  S e a  X  ⊆  A.  S e a n

( X] =  {a  ∈  A  : a  ≤  x  p ar a  al g u n  x  ∈  X } ,

[ X) =  {a  ∈  A  : a  ≥  x  p ar a  al g u n  x  ∈  X } .

E nt o n c es  dir e m os  q u e  X  es cr e ci e nt e si X  =  [X ) y  q u e  es d e cr e ci e nt e  

si X  =  (X ].

L a  cl as e d e  l os c o nj u nt os cr e ci e nt es (r es p e cti v a m e nt e d e cr e ci e nt es)  d e  

( A, ≤ ) ti e n e estr u ct ur a  d e  r etí c ul o ( c o n r es p e ct o a  l a i n cl usií n). S e a n

A +  =  {X  : X  ⊆  A  y  X  cr e ci e nt e} ,

A - =  {X  : X  ⊆  A  y  X  d e cr e ci e nt e } .
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Notemos que A+ C P(A), A- C P(A) y podemos considerar enton-
ces en A+ y A- el orden dado por la inclusiín entre subconjuntos 
de A. Puede probarse que la union X U Y de dos conjuntos crecientes 
(respectivamente decrecientes) X e Y es un conjunto creciente (respec-
tivamente decreciente). Si consideramos en A+ y A- como relaciín de 
orden la de la inclusioín de conjuntos, se tiene que X U Y es el supremo 
de X e Y. En forma dual se prueba que la interseccioín de dos conjun-
tos crecientes (respectivamente decrecientes) es un conjunto creciente 
(respectivamente decreciente) y ademías es el ínfimo de ambos. Se tie-
ne tambiín que 0 y A son respectivamente el mínimo y el maximo. Es 
decir, (A+, U, ∩, 0, A) y (A-, U, ∩, 0, A) son retículos acotados (mís 
auín, son retículos distributivos).

8. Dado un conjunto X, una clase T de subconjuntos de X se llama una 
topología sobre X si 0 y X pertenecen a T, y si T es cerrado por inter-
secciones finitas y uniones (arbitrarias). Un espacio topologico (X, T) 
es un par formado por un conjunto X y una topología T sobre X. 
Los elementos de T se llaman abiertos de la topología. Dado un es-
pacio topolíogico, sus abiertos forman un retículo distributivo acotado 
(T, U, ∩, 0, X). El ejemplo anterior es un caso particular de este ejem-
plo, ya que, como veremos mís adelante, A+ (tambiín A-) es una 
topología sobre A.

Observacion 2.1.6. Hemos visto en la Seccion 1.3 del Capítulo 1 los con-
ceptos de subíalgebra, homomorfismo e isomorfismo.

De acuerdo a eso, diremos que (M, V, Λ) es subretículo de (L, V, Λ) si 
M C L, M 0 y M es cerrado con respecto a V y Λ.

Sean L y M retículos, f : L → M una funciíon.

(a) f es un homomorfismo de retículos si f (xΛy) = f (x) Λ f (y) y f (x Vy) = 
f (x) V f (y). Si f es biyectiva, entonces f se denomina isomorfismo de 
retículos.

(b) Si L y M son retículos acotados y f es tal que f (0) = 0 y f (1) = 1, 
entonces f es un homomorfismo de retículos acotados, y se llamaría iso- 
morfismo si f es biyectiva.

Para una prueba del teorema siguiente puede consultarse la Secciíon 5 del 
Capítulo II de [2], o bien la Secciín 3 del Capítulo 1 de [13].

Teorema 2.1.7. Un retículo (L, V, Λ) es distributivo si y solo si no existe 
subretículo (L', V, Λ) de (L, V, Λ) isomorfo a M5 o a L5.
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Como consecuencia de este teorema, podemos probar que vale el siguiente 
resultado.

Teorema 2.1.8. Un retículo L es distributivo si y solo si para todo par de 
elementos x,y, si existe z tal que

x Λ z = y Λ z, x V z = y V z,

entonces x = y.

Demostracion. Si L es distributivo, entonces vale la propiedad del enunciado 
(ver Lema 2.1.4).

Supongamos ahora que vale dicha propiedad. Veamos que L no puede 
contener un subretículo isomorfo a M5 o a L5. En efecto, en la Figura 2.1, 
para M5 se tiene:

b Λ d = c Λ d, b V d = c V d,

sin embargo,
b = c.

Para L5,
q Λ s = q Λ t, q V s = q V t,

sin embargo,
s = t.

Luego, L es distributivo. □

2.2. Complementos y pseudocomplementos

Entre los ejemplos de retículos, tenemos el de las partes de un conjun-
to X, (P(X), U, ∩, 0, X), que es distributivo y acotado. En esta algebra 
podríamos agregar una operaciíon maís, que es el complemento de conjuntos. 
Obtendríamos entonces un aílgebra de Boole.

En general, en un retículo, el complemento x de un elemento x se caracte-
riza por dos condiciones: el supremo de ambos es 1 y su ínfimo es 0. Si solo se 
cumple la segunda condiciíon, entonces hablaremos de pseudocomplemento.

Definiremos en esta secciíon las íalgebras de Boole y daremos algunos ejem-
plos.

Definicion 2.2.1. Sea (L, V, Λ) un retículo con 0, y sea x ∈ L. Se denomina 
pseudocomplemento de x, si existe, al míaximo del conjunto

{z ∈ L : x Λ z = 0}.

Se denomina complemento de x, si existe, a un elemento u ∈ L tal que 
x V u = 1 y x Λ u = 0.
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Observacion 2.2.2. Si (L, V, Λ) es un retículo con 0 en donde existe el 
pseudocomplemento de 0, entonces L tiene necesariamente uíltimo elemento 1 
porque míax{z ∈ L : 0 Λ z = 0} = maíx L.

En lo que sigue consideraremos algunos ejemplos y propiedades del com-
plemento.

Ejemplos 2.2.3.

1. En el diagrama de D30 (ver (2) de Figura 2.3) se tiene que 2 es com-
plemento de 15, 3 es complemento de 10 y 5 es complemento de 6.

2. En el diagrama del retículo M5, hecho en (1) de la Figura 2.1, se tiene 
que b tiene como complemento a c y tambiín a d.

3. En el retículo L5 dado en (3) de la misma Figura 2.1 tenemos que q 
tiene tanto a s como a t de complemento.

Veremos que la situaciín anterior (que un elemento tenga mís de un 
complemento) no puede darse en retículos distributivos, como se prueba en 
el siguiente lema.

Lema 2.2.4. Sea (L, V, Λ, 0,1) un retículo distributivo acotado. Si un ele-
mento x ∈ L tiene complemento, el mismo es único y es también el pseudo- 
complemento de x.

Demostracion. Sea x ∈ L, y sean u,u' complementos de x. Usando las pro-
piedades del primer elemento 0, del uíltimo elemento 1 y la distributividad 
del retículo tenemos que

u = u Λ 1
= u Λ (x V u')
= (u Λ x) V (u Λ u')
= 0 V (u Λ u') 
= u Λ u!.

De este modo vemos que u = u Λ u!. Es decir, u ≤ u'. De manera similar 
se prueba que u' ≤ u, con lo cual u = u'.

Llamemos x al complemento de x, y sea X = {z ∈ L : x Λ z = 0}. Es 
inmediato que x ∈ X. Veamos que x es mayor o igual que cualquier elemento 
de X. Si z ∈ L es tal que z Λ x = 0 entonces

x = x V 0 = x V (z Λ x) 
= (x V z) Λ (x V x) 
= (x V z) Λ 1 
= xxJ z.
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Luego, x = x V z, es decir, x ≥ z. □

Definicion 2.2.5. Un algebra de Boole es un retículo distributivo acotado 
en el cual todo elemento tiene complemento.

Podemos adoptar otra definiciíon de íalgebra de Boole.

Definicion 2.2.6. Un ílgebra de Boole es un ílgebra (B, V, Λ,-, 0,1) de 
tipo (2, 2,1, 0,0) tal que las operaciones V, Λ, 0 y 1 satisfacen las condiciones 
R1, R2, R3, D y Ac dadas en la Secciín 2.1 junto a la siguiente condiciín 
adicional para cada x ∈ B:

C x Λ x = 0 y x V x =1.

Dejamos como ejercicio demostrar la equivalencia de las dos definiciones.
Se puede probar que en toda íalgebra de Boole se cumplen tambiíen las 

siguientes condiciones:

01 1 = 0, 0 = 1,

DC x = x,

M1 (x V y) = x Λ y,

M2 (x Λ y) = x V y.

Observacion 2.2.7. Las dos ultimas condiciones de denominan leyes de De 
Morgan. Un retículo distributivo acotado con un operador que las verifica 
junto con la propiedad (DC) se llama algebra de De Morgan.

Ejemplos 2.2.8.

1. Exceptuando el íalgebra de Boole trivial, que es la que posee un uínico 
elemento, el ílgebra de Boole mínima (con respecto a la inclusion) es la 
que solo tiene al 0 y al 1 como elementos, es decir, ({0,1}, Λ, V,~, 0,1). 
Llamaremos 2 a esta íalgebra de Boole.

Veremos mías adelante que 2 juega un rol fundamental en la clase de 
las aílgebras de Boole.

Sean p, q elementos de 2. En las siguientes tablas mostramos las ope-
raciones de complemento, ínfimo y supremo.
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qp q p Λ q p

p p 1 1 1 1

1 0 1 0 0 1

0 1 0 1 0 0

0 0 0 0

1

0

1

0

pVq

1

1

1

0

2. Como dijimos al principio de esta seccion, en el Ejemplo 6 de la Sec- 
ciín 2.1 probamos que si X es un conjunto entonces (P(X), U, ∩, 0, X ) 
es un retículo distributivo acotado con las operaciones de unioín, inter- 
seccioín y las constantes dadas por el conjunto vacío 0 y el total X. Si 
agregamos la operation unaria cχ de tomar complemento con respecto 
a X, tenemos que (P(X), U, ∩, cχ, 0, X ) es un algebra de Boole. Mas 
adelante veremos el teorema de Stone que prueba que cada íalgebra de 
Boole finita es isomorfa a un íalgebra de Boole de esta forma. Sin embar-
go, hay aílgebras de Boole infinitas que no son isomorfas a un íalgebra 
de Boole de esta forma, como prueba un ejemplo que trataremos a 
continuaciíon.

Tambiíen veremos mías adelante un teorema de representaciíon de Stone 
que caracteriza a las íalgebras de Boole como subíalgebras de íalgebras 
de partes.

Sea X un conjunto numerable, es decir, tal que existe una biyecciín 
del conjunto N de los numeros naturales en X. Sean F(X) y C(X) 
(respectivamente los subconjuntos finitos y cofinitos de X) definidos 
como F(X) = {Y C X : Y es finito} y C(X) = {Y C X : X - Y 
es finito}. Definimos Z(X) = F(X) U C(X). Como Z(X) C P(X), 
para probar que (Z(X), C) es un ílgebra de Boole, basta ver que Z(X) 
es cerrado con respecto de las operaciones ∩, U, complemento y que 
contiene al vacío y al total (que son respectivamente el 0 y el 1 del 
aílgebra). Lo dejamos como ejercicio.

Luego, asumimos que (Z(X), C) es un ílgebra de Boole.

Por la Proposiciín A7 en el Apíndice de [57] se tiene que si A es 
un conjunto numerable, entonces P(A) es un conjunto no numerable. 
Tambiín es un resultado conocido (ver por ejemplo Proposition A10 del 
Apíndice de [57]) que los subconjuntos finitos de un conjunto numerable 
forman un conjunto numerable. Por esta razín F(X) es numerable y 
C(X) tambiín, ya que existe una biyecciín entre F(X) y C(X) dada 
por el complemento. Luego, como consecuencia de la Proposiciíon A5
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Figura 2.5: Intervalos semiabiertos

de [57] tenemos que Z(X) es numerable, por tratarse de una uniín 
disjunta de conjuntos numerables. Por lo tanto Z(X) = P(A), para 
cualquier A. En efecto, si A es finito entonces P(A) es finito; si A es 
numerable entonces P(A) es no numerable.

3. Consideremos los retículos Dn considerados en el Ejemplo 4 de la Sec- 
ciín 2.1. Se puede probar que si n es un producto de nímeros pri-
mos distintos, entonces todo elemento p tiene un complemento, el cual 
estí dado por p = n/p. En la Figura 2.3 de la Seccion 2.1, el retículo 
D30 es un íalgebra de Boole.

4. Sabemos que los conjuntos abiertos de un espacio topolíogico forman 
un retículo distributivo acotado. Sin embargo, este retículo no es nece-
sariamente un íalgebra de Boole porque en general el complemento de 
un conjunto abierto no es un conjunto abierto. Si consideramos solo los 
conjuntos “clopen”, es decir los conjuntos abiertos cuyos complementos 
son conjuntos abiertos entonces el retículo sí resulta ser un íalgebra de 
Boole, que se llama el algebra característica del espacio topologico.

5. Consideremos el intervalo real semiabierto [0,1), es decir, el conjunto 
de los numeros reales x tales que 0 ≤ x < 1. Tomemos el conjunto 
B de todas las uniones finitas de intervalos semiabiertos contenidos en
[0,1). Es decir, X es un elemento de B si X = I1 U I2 U ∙ ∙ ∙ U In, donde 
I1,12,..., In son intervalos de la forma [a, b) contenidos en [0,1). En la 
Figura 2.5 tenemos que X = [a1,b1)U [a2,b2)U [a3,b3) = [a1,b1)U [a3,b3) 
es un elemento de B. Se tiene que uniones e intersecciones finitas de 
elementos de B estían en B. El conjunto vacío es el primer elemento 
de B y [0, 1) es el uíltimo elemento de B. Asimismo, si tomamos como 
complemento c la operacion definida por Ic = [0,1) — I, tenemos que 
B con dichas operaciones forma un íalgebra de Boole.

6. Un anillo conmutativo con unidad (A, +, ∙, —, 0,1) tal que x ∙ x = x 
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para todo x ∈ A se denomina idempotente. Por ejemplo, A puede ser 
{0,1} con las operaciones 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0 + 0 = 0, 
0 • 0 = 0 • 1 = 1 • 0 = 0, 1 • 1 = 1.

Definimos la siguiente relaciíon de orden en un anillo conmutativo con 
unidad idempotente dado:

x ≤ y si y solo si x • y = x.

En particular, x • y es cota inferior de x y de y. En lo que sigue proba-
remos que existe el ínfimo entre x e y, siendo x Λ y = x • y. Sea z ≤ x 
y z ≤ y. Luego z • (x • y) = (z • x) • y = z • y = z, es decir, z ≤ x • y. De 
este modo probamos que x Λ y = x • y.

Como el ínfimo es el producto, notemos que x Λ (1 - x) = 0 (por 
distributividad del anillo y por ser x*x = x). Por esta razon tenemos que 
1 — x es un “candidato” a ser el complemento de x. Veamos que la unica 
cota superior comun a x y a 1 — x es 1. En efecto, sea x ≤ z y 1 — x ≤ z. 
Luego x • z = x y (1 — x) • z = 1 — x. Sumando miembro a miembro y 
sacando factor comuín z obtenemos que (x + (1 — x)) • z = x + (1 — x), 
de donde resulta z = 1.

Utilizando las leyes de De Morgan (ver 2.2.7), tenemos ahora un can-
didato a supremo:

x V y = 1 — ((1 — x) λ  (1 — y))
= 1 — ((1 — x) •(1 — y))
= x + y — x • y.

La uíltima igualdad se obtiene distribuyendo y efectuando las operacio-
nes de suma y resta correspondientes.

Hasta aquí solo hemos conjeturado cuíales podrían ser las operaciones 
Λ, - y V a definirse sobre A para obtener un algebra de Boole. Puede 
probarse que esta conjetura es correcta. Es decir, (A, Λ, V, 0,1) resulta
un íalgebra de Boole definiendo x Λ y = x • y, x V y = x + y — x • y y 
x =1 — x.

Lo interesante de este ejemplo es que toda algebra de Boole es de esta 
forma. Es decir, que dada un ílgebra de Boole B puede encontrarse un 
anillo idempotente asociado a B, definiendo a + b = (a Λ b) V (b Λ a), 
(a + b es la llamada “diferencia simítrica” de a y b) y a • b = a Λ b. La 
operacioín de opuesto es la identidad, es decir — a = a.
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Como hemos dicho al principio de la seccion, el pseudocomplemento de 
un elemento x, si existe, es el maíximo de los z tales que x Λ z = 0, lo que 
es equivalente a decir que x Λ z ≤ 0. La definiciíon de pseudocomplemento 
puede generalizarse tomando un elemento arbitrario y en lugar de 0.

Definicion 2.2.9. Sea L un retículo, y sean x,y elementos de L. Se llama 
pseudocomplemento relativo de x con respecto a y y se denota x → y, si 
existe, al míximo del conjunto {z ∈ L : x Λ z ≤ y}. Vamos a denotar por → 
a la operacion binaria definida como x → y = míx{z ∈ L : x Λ z ≤ y}, a la 
cual llamaremos tambiíen implicacion.

Lema 2.2.10. Sea L un retículo y sean x,y ∈ L. Si existe x → y entonces 
para cada z ∈ L vale que

x Λ z ≤ y si y solo si z ≤ x → y.

Recíprocamente, si existe una operacion binaria → L × L → L tal que 
para todo z ∈ L vale que x Λ z ≤ y si y solo si z ≤ x → y, entonces 
x → y = míx{z ∈ L : x Λ z ≤ y}.

Definicion 2.2.11. Un algebra de Heyting L es un retículo que tiene primer 
elemento y tal que para cada par de elementos x, y ∈ L existe la implicaciíon 
x → y.

Observacion 2.2.12. En un algebra de Boole siempre existe x → y para 
todo x, y, siendo x → y = x V y.

Consideremos el retículo L5 de la Figura 2.1 de la Secciín 2.1. Como 
p = 0 (primer elemento), tenemos que q → p = q = míx{p,t,s} = s. 
Otros casos: q → t = míx{p,t, s} = s, t → q = max{rp,q} = q = t → p, 
t → s = míx{p, q, t, s, r} = r. En cambio no existe s → t, pues {z : z Λ s ≤ 
t} = {p, t, q} no tiene maíximo.

Dado que L5 es uno de los dos retículos no distributivos “emblemaíticos” 
(ver ultimo teorema de la Secciín 2.1), el ejemplo anterior nos lleva a pre-
guntarnos si la existencia del pseudocomplemento relativo tiene algo que ver 
con la distributividad del retículo. Es interesante ver que, efectivamente, hay 
una relaciíon.

Lema 2.2.13. Si L es un retículo tal que para todo par de elementos x e y 
existe x → y entonces L es distributivo.

Demostracion. Sean x,y,z ∈ L. Por la Observacion 2.1.3 basta probar la 
desigualdad x Λ (y V z) ≤ (x Λ y) V (x Λ z). Por propiedades del supremo 
tenemos que x Λ y ≤ (x Λ y) V (x Λ z), es decir,

y ≤ x → ((x Λ y) V (x Λ z)).
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Anaílogamente tenemos que

z ≤ x → ((x Λ y) V (x Λ z)).

Por lo tanto se tiene que y V z ≤ x → ((x Λ y) V (x Λ z)), es decir,

x Λ (y V z) ≤ (x Λ y) V (x Λ z). □

Observacion 2.2.14. La existencia de la implicaciín en un retículo se vin-
cula asimismo con el orden. En efecto, puede probarse que

x ≤ y si solo si existe x → y =1.

En particular, en un retículo con implicacioín tenemos que x ≤ y si y solo si 
x → y =1.

2.3. Congruencias en algebras de Boole

¿Como son las congruencias en las ílgebras de Boole?

Hemos visto en el Capítulo 1, Seccion 3, el ejemplo de la congruencia 
modulop definida en el grupo (Z, +, —, 0) y tambiín en el anillo (Z, +, •, —, 0). 
El conjunto de los multiplos de p es un ideal. Un ideal en un anillo A es un 
subconjunto I de A que cumple las siguientes condiciones: 1) 0 ∈ I; 2) si 
i, j ∈ I entonces i — j ∈ I; y 3) si i ∈ I y a ∈ A entonces i • a ∈ I y a • i ∈ I. 
La relacion ≡p considera “iguales” (los identifica en el conjunto cociente) a 
dos elementos si su diferencia estía en el ideal de los muíltiplos de p, que es 
justamente la clase del 0.

El hecho anterior es una propiedad general en anillos: toda congruencia es 
“dirigida” por un ideal, que es la clase del 0. Es decir, se tiene que dada una 
congruencia, su clase del 0 es un ideal y, recíprocamente, todo ideal define 
una congruencia a la manera de ≡p, es decir: x estará relacionado con y si 
su diferencia estía en el ideal.

En el Ejemplo 6 de la Seccion 2.2 vimos la propiedad de que a toda 
íalgebra de Boole se le puede asociar un anillo idempotente y recíprocamente. 
Se verifica ademaís que las congruencias de una estructura y de la otra son 
las mismas. En las aílgebras de Boole se define tambiíen el concepto de ideal 
y su dual, el concepto de filtro. Los ideales de un ílgebra de Boole resultan 
ser exactamente los de su anillo asociado.

En general, en aílgebras de Boole se consideran los filtros mías que los 
ideales al estudiar las congruencias.



50 CAPÍTULO 2. RETÍCULOS Y ÁLGEBRAS DE BOOLE

Figura 2.6: Particiones malas

Probaremos que hay una biyecciíon entre las congruencias en un aílgebra 
de Boole y sus filtros.

De acuerdo a lo que hemos visto en el Capítulo 1, una congruencia en un 
retículo (L, V, Λ) es una relaciín de equivalencia R tal que se cumplen las 
siguientes condiciones de compatibilidad con respecto al ínfimo y al supremo:

(Inf) Si xRy y uRv entonces (x Λ u)R(y Λ v).

(Sup) Si xRy y uRv entonces (x V u)R(y V v).

Anílogamente, una congruencia en un ílgebra de Boole (B, V, Λ ", 0,1) es 
una relaciín de equivalencia que cumple (Inf), (Sup) y la condiciín adicional 
(de compatibilidad respecto del complemento):

(Comp) Si xRy entonces xRy.

Observacion 2.3.1. Mís adelante probaremos que las relaciones de equi-
valencia sobre un ílgebra Boole que son congruencias del reducto (B, V, Λ) 
necesariamente satisfacen tambiín (Comp), es decir, son congruencias de 
íalgebra de Boole.

En la particiín (1) de la Figura 2.6 tenemos dos clases de equivalencia en 
el conjunto cociente, pero el supremo no estaraí bien definido entre ellas. En 
efecto, a V b =1 implicaría que |a| V |b| = |1|. Sin embargo, como |a| = |b| 
tenemos que |a| V |b| = |a| = |1|. En (2) de la misma Figura tenemos la 
siguiente situaciíon. Como c estía en la clase de equivalencia de 1, la clase de 
equivalencia de a V c debería ser la misma que la de a V 1 = 1, pero a V c
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|1|

|0| ∣o∣

Figura 2.8: Cocientes

estía en la clase de equivalencia de a y no en la clase de equivalencia del 1. 
En cambio, en la Figura 2.7 se muestran particiones “buenas”, que permiten 
definir correctamente los respectivos cocientes de la Figura 2.8.

Vamos a definir la nociíon de filtro en retículos y veremos que a todo filtro 
F se le asocia una congruencia de manera que la clase del 1 es F. En algebras 
de Boole, ademís, a cada congruencia R le corresponde un filtro (la clase del 
1) de manera que su congruencia asociada es R. De esta manera veremos 
que existe una biyecciíon entre los filtros y las congruencias de un íalgebra de 
Boole dada, que no es sino la traducciíon de la biyecciíon que existe entre los 
ideales y las congruencias en su correspondiente anillo idempotente.

Definicion 2.3.2. Sea L un retículo, F ⊆ L e I ⊆ L. Diremos que F es un 
filtro si se cumplen las siguientes condiciones:

(a) F = 0.

(b) Si x ∈ F e y ≥ x entonces y ∈ F.

(c) Si x ∈ F e y ∈ F, entonces x Λ y ∈ F.
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Diremos que I es un ideal si se cumplen las siguientes condiciones:

(a) I = 0.

(b) Si x ∈ I, y ≤ x entonces y ∈ I.

(c) Si x ∈ F e y ∈ F entonces x V y ∈ I.

Definicion 2.3.3. Sea B un ílgebra de Boole. Un subconjunto F de B es 
un filtro implicativo si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) 1 ∈ F.

(b) Si x ∈ F y ademís x → y ∈ F entonces y ∈ F.

Observacion 2.3.4.

(a) Sea L un retículo. Si L tiene uíltimo elemento 1 entonces en la definiciíon 
de filtro podemos cambiar la condiciíon F = 0 por la condicioín 1 ∈ F. 
Si I es un ideal y 1 ∈ I entonces I = L. Anaílogamente, si L tiene 
primer elemento 0 entonces en la definiciíon de ideal podemos cambiar 
la condiciíon I = 0 por la condicioín 0 ∈ I. Si F es un filtro y 0 ∈ F 
entonces F = L.

(b) Sea F un filtro implicativo de un aílgebra de Boole. Sean x, y ∈ F tales 
que x ∈ F, x ≤ y. Como x → y =1 ∈ F, tenemos que y ∈ F .Es decir, 
F es un conjunto creciente.

Lema 2.3.5. Sea B un algebra de Boole, y sea F C B. Entonces, F es un 
filtro implicativo si y solo si F es un filtro.

Demostracion. Sea F un filtro implicativo. Sean x, y ∈ F. De x Λ y ≤ x Λ y 
deducimos x ≤ y → (x Λ y), de donde x → (y → (x Λ y)) = 1. Usando que 
x ∈ F se tiene que y → (x Λ y) ∈ F. Ahora podemos usar que y ∈ F para 
afirmar que x Λ y ∈ F. De este modo queda probado que F es cerrado por 
ínfimos finitos. Por la Observaciín 2.3.4 tenemos que F es un filtro.

Recíprocamente, supongamos que F es un filtro. Sean x,x → y ∈ F. 
En particular, tenemos que x Λ (x → y) ∈ F y x Λ (x → y) ≤ y, con 
lo cual llegamos a que y ∈ F. Por lo tanto considerando nuevamente la 
Observacion 2.3.4 tenemos que F es un filtro implicativo. □
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Definicion 2.3.6.

a) Sea L un retículo y sea X un subconjunto no vacío de L. Se puede pro-
bar que la intersecciíon de filtros es un filtro. El menor filtro que contiene 
a X es la intersecciín de todos los filtros que contienen a X, lo llama-
remos filtro generado por X y lo denotaremos F(X). Anílogamente, al 
menor ideal que contiene a X lo denominaremos ideal generado por X 
y lo notaremos como I(X).

b) Si L es un retículo con 1 se puede probar que el menor filtro que contiene 
al conjunto vacío, denotado por F(0), es {1}. Analogamente, si L es 
un retículo con 0 se puede probar que el menor ideal que contiene al 
conjunto vacío, denotado por I(0), es {0}.

Observacion 2.3.7. Si L es un retículo y x ∈ L entonces

[x) = {y ∈ L : y ≥ x}

es el filtro generado por {x}. En general diremos que este es el filtro principal 
generado por x. Aníalogamente,

(x] = {y ∈ L : y ≤ x}

es el ideal generado por {x}. En general diremos que este ideal es el ideal 
principal generado por x.

Ejemplos 2.3.8.

1. Sea L un retículo acotado. Entonces {1} es el menor filtro de L y L es 
el mayor filtro de L. Aníalogamente, {0} es el menor ideal de L y L es 
el mayor ideal de L.

2. Sea X un conjunto numerable. Consideremos el retículo (Z(X), U, ∩) 
(ver ejemplos de Secciín 2.1). Se puede probar que C(X) es un filtro, 
que no es principal. Ademís F(X) es un ideal.

3. Consideremos el retículo (R, V, Λ). Sea F = {x ∈ R : x > 0}. Tenemos 
que F es un filtro no principal.

4. Dado un filtro F en un íalgebra de Boole, probaremos que el conjunto 
F = {x : x ∈ F} es un ideal. Notemos que 0 ∈ F (pues 1 ∈ F). Si 
x ∈ F e y ≤ x entonces y Λ x = y. Utilizando las leyes de De Morgan 
se puede probar que y ≥ x. Esto implica que y ∈ F, es decir, y ∈ F. 
Tambiín por las leyes de De Morgan tenemos que F es cerrado por 
supremo.
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En el siguiente teorema veremos la relaciíon asociada a un filtro en un 
retículo.

Teorema 2.3.9. Sea F un filtro en un retículo L. Sea ≡f  la siguiente rela-
cion binaria definida en L:

x ≡f  y si y solo si existe f ∈ F tal que x Λ f = y Λ f.

Entonces, ≡f  es una congruencia. Mas aun, F = |1|.

Demostracion. Dejamos como ejercicio al lector probar que ≡f  es una re- 
laciíon de equivalencia. Veamos que esta relacioín de equivalencia resulta 
ser una congruencia. Sea x ≡f  x' e y ≡f  y1. Luego existen f, f' ∈ F 
tales que x Λ f = x' Λ f y y Λ f' = y' Λ f', por lo cual se tiene que 
x Λ f Λ y Λ f' = x' Λ f Λ y' Λ f'. Como f Λ f' ∈ F se tiene que x Λ y ≡f  x' Λ y'. 
De manera similar se puede probar que x V y ≡f  x' V y' si consideramos al 
elemento f Λ f'.

A continuacioín probaremos que F = |1|. Sea f ∈ F. Como f Λ f = f Λ 1 
tenemos que f ≡f  1, es decir, que f ∈ |1|. Recíprocamente, sea f ≡f  1. 
Luego existe f' ∈ F tal que f Λ f' = 1 Λ f' = f', con lo cual tenemos que 
f' ≤ f. Como F es un filtro llegamos a que f ∈ F. Por lo tanto, F = |1|. □

Corolario 2.3.10. Sea a ∈ L y sea F el filtro principal generado por a. La 
relacion ≡f  esta dada por: x ≡f  y si y solo si x Λ a = y Λ a.

Demostracion. Se tiene que F = [a). De este modo, x ≡[a) y si y solo si existe 
b ≥ a, x Λ b = y Λ b.

Veamos que basta tomar b = a. En efecto, si es b ≥ a,

x Λ a = (x Λ b) Λ a
= (y Λ b) Λ a
= y Λ a. □

Surge naturalmente la siguiente pregunta: dado un retículo, ¿el conjunto 
de congruencias estía en biyecciíon con el conjunto de filtros? Veremos a travíes 
de un ejemplo que en general la respuesta es no.

Sea R la relacion definida por la Figura 2.9. Tenemos que R es una con-
gruencia y que |1| es un filtro. Sin embargo, no “dirige” la congruencia. En 
efecto, aRe pero a Λ d = a = c = e Λ d y a Λ 1 = a = e = e Λ 1. Es decir, no 
existe f ∈ |1| tal que a Λ f = e Λ f. Pregunta (ejercicio): ¿cual es la particiín 
determinada por el filtro |1| = {d, 1}?

Veremos que en las íalgebras de Boole la situacioín es diferente.
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Figura 2.9: Congruencia de retículo

Lema 2.3.11. Sea R una relacion de equivalencia definida en un algebra 
de Boole. Supongamos que R satisface las condiciones (Inf) y (Sup). Luego 
xRy si y solo si (x → y) R 1 y (y → x) R 1 (ver 2.2.12).

Demostraciíon: Se deja al lector.

Corolario 2.3.12. Sea R en las condiciones del Lema 2.3.11. Luego R sa-
tisface la condicion (Comp).

Demostracion. Sea xRy. Por el Lema 2.3.11 tenemos que (x V y)R1 y (y V 
x)R1, de donde, por la condiciín (Inf) tenemos que (x Vy) Λ (y Vx)R1. Como 
vale que xRx, nuevamente aplicando la condicion (Inf) se obtiene que

xR(x Λ (x V y) Λ (y V x)).

Como x Λ (x V y) Λ (y V x) = x Λ y obtenemos que xR(x Λ y). Anílogamente, 
tomando yRy y operando obtenemos tambiín que yR(x Λ y). Por lo tanto 
concluimos que xRy. □

Teorema 2.3.13. Sea R una congruencia de un algebra de Boole B. Luego 
|1| es un filtro y R es la asociada a ese filtro. Es decir, xRy si y solo si existe 
f ∈ |1| tal que x Λ f = y Λ f.

Demostracion. Notemos que 1 ∈ |1|. Sea x ∈ |1| e y ≥ x. Luego (x Λ y)Ry, 
dado que yRy. Como x Λ y = x tenemos que xRy, por lo cual y ∈ |1|. Sean 
ahora x,y ∈ |1|. Es inmediato que x Λ y ∈ |1|. De este modo, |1| es un filtro.
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Sea xRy. Por el Lema 2.3.11 y por ser |1| un filtro tenemos que 
(x → y) Λ (y → x) ∈ |1|, es decir, (x → y) Λ (y → x)R1. Ademís:

x Λ (x → y) Λ (y → x) = x Λ y = y Λ (x → y) Λ (y → x).

Luego, tomando f = (x → y) Λ (y → x) tenemos que x Λ f = y Λ f. 
Recíprocamente, sea f ∈ |1| tal que x Λ f = y Λ f. Como f R1 tenemos que 
(x Λ f )Rx (ya que xRx) y tambiín tenemos que (y Λ f )Ry. Por lo tanto, 
xRy. □

Sea B un algebra de Boole. Sean Fil(B) el conjunto de los filtros de B y 
Con(B) el conjunto de las congruencias de B. El Teorema 2.3.9 establece un 
mecanismo que a cada filtro F le asigna la congruencia ≡f  . Este mecanismo 
permite definir una funciín de Fil(B) en Con(B) dada por F →≡f . Analo- 
gamente, el Teorema 2.3.13 permite definir otra funciín de Con(B) en Fil(B) 
dada por R → 111. El corolario siguiente muestra que estas dos funciones son 
una inversa de la otra, estableciíendose entonces una biyecciíon entre Fil(B) y 
Con(B).

Corolario 2.3.14. Sea B un algebra de Boole. Existe una biyeccion entre 
Con(B) y Fil(B).

Demostracion. En el Teorema 2.3.9 se probí que, dado un filtro F, ≡f  es una 
congruencia. Ademías, si tomamos la clase del 1 por dicha congruencia, ella 
coincide con F. Recíprocamente, el Teorema 2.3.13 muestra que, dada una 
congruencia R, la clase del 1 por R, que llamamos | 1|, es un filtro. Tambiíen 
se prueba que la congruencia asociada a ese filtro es justamente R. □

Observacion 2.3.15. Puede demostrarse (¡ejercicio!), en base a la demos- 
traciín del Teorema 2.3.13 y al Lema 2.3.11, que dado un filtro F se verifica:

x ≡f  y si y solo si (x V y) Λ (y V x) ∈ F.

Tomando el ideal F, vemos que

(x V y) Λ (y V x) ∈ F si y solo si (x Λ y) V (y Λ x) ∈ F.

De esta manera, vemos que da lo mismo tomar filtros o ideales para 
definir las congruencias. Es decir que hay una biyecciíon entre los ideales y las 
congruencias de un íalgebra de Boole, que podemos trasladar a una biyecciíon 
entre los ideales y las congruencias del correspondiente anillo idempotente. 
Como dijimos para el caso de ≡p, las congruencias en un anillo son de la 
forma:

x ≡i y si y solo si x — y ∈ I,

siendo I un ideal (la clase del 0). Pero por ser x — y = x + y = (xΛy) V (y Λx) 
esta ultima condiciín es equivalente a la anterior, tomando I = F.
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P o drí a m os  pr e g u nt ar n os  si h a y  al g u n a  m a n er a  d e  as o ci ar  filtr os c o n  c o n -

gr u e n ci as  e n r etí c ul os d e  m a n er a  d e  est a bl e c er u n a  bi y e c cií o n. El  si g ui e nt e 

ej e m pl o  pr u e b a  q u e  n o.

S e a  L  l a c a d e n a d e  tr es el e m e nt os, di g a m os  {0, a,  1 }. H a y  ci n c o p arti -

ci o n es p osi bl es d e  es e c o nj u nt o: P 0 =  {{0 }, {a }, {1 }}, P 1 =  {{0 }, {a,  1 }}, 

P 2 =  {{a }, {0, 1 }}, P 3 =  {{1 }, {0,  a }}, P 4 =  {{0,  a,  1 }}. D e  ell as, t o d as s o n  

c o n gr u e n ci as  m e n os  P 2 . L u e g o,  t e n e m os c u atr o  c o n gr u e n ci as. Si n  e m b ar g o,  

h a y  s ol o tr es filtr os: {1 }, {a,  1 }, {0, a,  1 } .

P ar a  fi n ali z ar est a  s e c cií o n  v a m os  a  r e m ar c ar c uí al es  s o n l os h o m o m orfis m os  

e  is o m orfis m os d e  aíl g e br as d e  B o ol e.

S e a  f : B  →  B ' u n a  f u n ci o n, B  y B ' al g e br as d e  B o ol e.  E nt o n c es  f es  

u n  h o m o m orfis m o  (r es p e cti v a m e nt e is o m orfis m o) d e  íl g e br as d e  B o ol e  si f 

es  u n  h o m o m orfis m o  (r es p e cti v a m e nt e is o m orfis m o) d e  r etí c ul os a c ot a d os  t al 

q u e  pr es er v a  el c o m pl e m e nt o,  i. e., t al q u e  f ( x) =  f ( x).

L e m a  2. 3. 1 6.  S e a n  B,  B ' al g e br as  d e  B o ol e  y  f : B  →  B ' u n  h o m o m orfis m o  

d e  r etí c ul os a c ot a d os.  E nt o n c es,  f es u n  h o m o m orfis m o  d e  al g e br as  d e  B o ol e.

D e m ostr a ci o n.  P ar a  pr o b ar  q u e  f ( x) es el c o m pl e m e nt o  d e  f ( x) d e b e m os  

v er  q u e  f ( x) Λ  f ( x) =  1 y  q u e  f ( x) V  f ( x) =  0,  l o q u e  s e d e d u c e  p or q u e  f 

pr es er v a  Λ , V , 0  y  1.  □

L a  c o n gr u e n ci a  R f d el  l e m a q u e  si g u e f u e d efi ni d a  e n  1. 1  d e  l a S e c ci o n  1.

L e m a  2. 3. 1 7.  S e a  f : B  →  B ' u n  h o m o m orfis m o  d e  al g e br as  d e  B o ol e.  El  

filtr o as o ci a d o  a  l a c o n gr u e n ci a  R f es f- 1({1 }) .

D e m ostr a ci o n.  E n  pri m er  l u g ar, pr o b e m os  q u e  f- 1({1 }) es  u n  filtr o.

Es  o b vi o  q u e  1 ∈  f- 1({1 }). Si  s o n x,  y  ∈  B  t al es q u e  x  ≤  y,  x  ∈  f- 1({1 }), 

s e ti e n e q u e  f ( x) =  1 =  f ( x λ  y ) =  f ( x) λ  f (y ) =  1  ∧  f (y ) =  f (yfi  o  s e a y  ∈  

f- 1({1 }). A d e m as,  si s o n z,  t ∈  f- 1({1 }) e nt o n c es  f ( z) Λ  f (t) =  1 =  f (z Λ  t), 

p or  l o q u e  z  Λ  t ∈  f- 1({1 }).

El  filtr o as o ci a d o  a  R f es l a cl as e d el  1,  o  s e a q u e  x  est a  e n  el filtr o si y 

s ol o si x R f 1 si y  s ol o si f ( x) =  f ( 1) =  1 si y  s ol o si x  ∈  f- 1({1 }). □

C o r ol a ri o  2. 3. 1 8.  Si  f es s ur y e cti v o, l as al g e br as  d e  B o ol e  B ∕f- 1({1 }) y  

B ' s o n is o m orf as.

D e m ostr a ci o n.  Es  c o ns e c u e n ci a  d el  T e or e m a  1. 3. 2 0  d el  C a pít ul o  1.  □
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2.4. Teorema del filtro primo

Veremos aquí este teorema, que es de fundamental importancia dada por 
sus vinculaciones con otros teoremas y axiomas que estían en los fundamentos 
de las teorías algebraicas que estamos considerando. Tal es el caso del axioma 
de elecciín o del Lema de Zorn (ver Secciín 6 de este capítulo). Usaremos el 
Lema de Zorn para demostrar el teorema del filtro primo.

En adelante consideraremos solamente retículos distributivos.

Definicion 2.4.1. Sea L un retículo.

1. Un elemento p ∈ L se llama primo o V-irreducible si p = 0 (en caso de 
que L tenga primer elemento) y si p = x V y implica que p = x ío p = y.

2. Si L tiene mínimo 0, un elemento a = 0 es un atomo si x ≤ a implica 
que x = 0 ío x = a.

Observacion 2.4.2. Pueden probarse como ejercicio las siguientes propie-
dades.

1. Sea L un retículo y p ∈ L. Luego p es primo si y solo si p ≤ x V y 
implica p ≤ x oí p ≤ y.

2. Sea L un retículo con primer elemento, y sea x ∈ L. Si x es un íatomo 
entonces x es primo.

Consideremos el retículo dado en Figura 2.2 de la Secciín 2.1. En este 
caso los íatomos son los nuímeros primos, y los uínicos elementos que no son 
supremo de otros dos elementos son los nuímeros primos y sus potencias. Otros 
ejemplos de elementos primos en retículos estan senalados en ls Figura 2.10.

Sea L un retículo. Un filtro P de L se denomina propio si P = L.

Definicion 2.4.3. Sea L un retículo y P un filtro propio de L.

1 . Diremos que P es un filtro primo si dado un par de elementos x e y de 
L tales que x V y ∈ P se verifica que x ∈ P oí y ∈ P.

2. Diremos que P es un filtro maximal o un ultrafiltro si los uínicos filtros 
que lo contienen son P y L.
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Figura 2.10: Atomos y elementos primos

Ejemplos 2.4.4.

1. Consideremos el ílgebra de Boole P (N). Sea C (N) el filtro de los sub-
conjuntos cofinitos de N (ver Seccion 2.2). Este filtro no es primo. En 
efecto, sean A el conjunto de los nuímeros pares y B el conjunto de los 
numeros impares. Tenemos A U B = N (que es cofinito), y sin embargo 
ni A ni B son cofinitos. Obtendríamos el mismo resultado considerando 
un conjunto X cualquiera en lugar de N.

2. Sea X un conjunto. Consideremos el ílgebra de Boole (Z(X), U, ∩,cχ , 
0,X) (ver Ejemplo 2 de la Secciín 2.2), y el filtro C(X). Este filtro es 
maximal. En efecto, supongamos que U' ⊃ C(X), por lo cual U' debe 
contener algun conjunto finito Y. Pero X — Y es un conjunto cofinito y 
pertenece a C(X). Por esta razon X — Y estí en U'. Como en U' estín 
Y y X — Y, entonces estía su intersecciíon, que es el conjunto el vacío. 
Por lo tanto U' = Z(X). Observemos entonces que C(X) es maximal 
en Z(X) pero no en P(X), ya que en P(X) pueden existir conjuntos 
que no son finitos ni cofinitos.

3. En todo retículo finito los filtros primos son exactamente los filtros 
principales asociados a los elementos primos. Es decir, un filtro P es 
primo si y solo si existe un elemento primo p tal que P = [p).

4. Sean X un conjunto y x0 ∈ X. Consideremos el retículo distributivo 
acotado (P(X), U, ∩, 0,X), y definamos Uo = {Y C X : x0 ∈ Y}. 
Tenemos que Uo es el filtro principal generado por {x0}. Sea U un filtro 
tal que contiene estrictamente a U0. Luego existe un Y C X, Y ∈ U 
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t al q u e  x 0 ∈  Y . P er o  e nt o n c es  Y  ⊆  {x 0 }c , d e  d o n d e  {x o }c ∈  U , c o n  l o 

c u al 0  ∈  U  . Es d e cir,  U  =  P  ( X).

Est e  ej e m pl o  es  u n  c as o  p arti c ul ar  d e  l a si g ui e nt e pr o pi e d a d:  si a  es u n  

ít o m o d e  u n  íl g e br a d e  B o ol e,  e nt o n c es [ a) es u n  ultr afiltr o  ( pr o b arl o 

c o m o  ej er ci ci o).

P ar a  d e m ostr ar  el t e or e m a d el  filtr o pri m o  n e c esit ar e m os  al g u n os r es ul-

t a d os q u e  v er e m os  a  c o nti n u a cií o n.

L e m a  2. 4. 5.  S e a n  L  u n  r etí c ul o y  X  u n  s u b c o nj u nt o n o  v a cí o d e  L.  L u e g o  

F( X ), el  filtr o g e n er a d o  p or  X  ( v er D efi ni ci o n  2. 3. 6)  ti e n e l a si g ui e nt e  f or m a:

F( X ) =  {z  ∈  L  : z ≥  x 1 Λ  x 2 Λ  ∙ ∙ ∙ Λ  x n  p ar a  ci ert os  x 1 , x2 ,... , xn  ∈  X } .

D e m ostr a ci o n.  S e a

F x  =  {z  ∈  L  : z ≥  x 1 Λ  x 2 Λ  ∙ ∙ ∙ Λ  x n  p ar a  ci ert os  x 1 , x2 ,... , xn  ∈  X } .

Pri m er o  n ot e m os  q u e  X  ⊆  F X  p or q u e  x  ≥  x  p ar a  t o d o x  ∈  X .

A  c o nti n u a ci o n v er e m os  q u e  F X  es u n  filtr o. C o m o  X  ⊆  F X  y X  =  0  

t e n e m os q u e  F X  =  0 . T a m bií n  t e n e m os q u e  F X  es u n  c o nj u nt o cr e ci e nt e.  

V e a m os  q u e  si z,t ∈  F X  e nt o n c es  z  Λ t ∈  F X . S e a n  z,t ∈  F X . L u e g o  e xist e n  

x 1 , x2 ,... , xn , y1 , y2 ,... , ym , ∈  X  t al es q u e  z  ≥  x  Λ x 2 Λ ∙  ∙ ∙ Λ x n  y  t ≥  y 1  Λ y 2 Λ  

∙ ∙ ∙ Λ ym . E n  c o ns e c u e n ci a  t e n e m os q u e  z Λt  ≥  x 1  Λ x 2 Λ ∙  ∙ ∙ Λ x n Λ y 1  Λ y 2 Λ ∙  ∙ ∙ Λ ym , 

d e  d o n d e  s e si g u e q u e  z  Λ  t ∈  F X .

P or  ulti m o,  pr o b ar e m os  q u e  F X  es  el  m e n or  filtr o q u e  c o nti e n e  a  X . S e a  G  

u n  filtr o q u e  c o nti e n e  a  X . S e a  z ∈  F X , p or  l o c u al  e xist e n  x 1 , x2 ,... , xn  ∈  X  

t al es q u e  z ≥  x 1  Λ x 2  Λ  ∙ ∙ ∙  Λ x n . C o m o  X  ⊆  G  s e ti e n e q u e  x 1  Λ x 2  Λ  ∙ ∙ ∙ Λ x n  ∈  G.  

T e ni e n d o  a h or a e n c u e nt a q u e  G  es cr e ci e nt e s e ti e n e q u e  z ∈  G . P or  est a  

r a zí n t e n e m os q u e  F x  ⊆  G.  P or  l o t a nt o h e m os  pr o b a d o  q u e  F x  =  F( X ). □  

O bs e r v a ci o n  2. 4. 6.  S e a n  L  u n  r etí c ul o y  X  u n  s u b c o nj u nt o n o  v a cí o  d e  L.  

L u e g o  I( X), el  i d e al g e n er a d o  p or  X  ( v er D efi ni ci o n  2. 3. 6)  ti e n e l a si g ui e nt e 

f or m a:

I( X) =  {z  ∈  L  : z ≤  x 1 V  x 2 V  ∙ ∙ ∙ V  x n  p ar a  ci ert os  x 1 , x2 ,... , xn  ∈  X } .

L a  pr u e b a  s e d ej a  c o m o  ej er ci ci o.

El  L e m a  2. 4. 5  i m pli c a q u e  si X  =  {x } e nt o n c es F ({x }) =  [ x) ( el filtr o 

pri n ci p al  g e n er a d o  p or  x),  c o m o  s e o bs er ví  e n  2. 3. 7  d e  l a S e c cií n  3.  

C o r ol a ri o  2. 4. 7.  S e a  L  u n  r etí c ul o, x  ∈  L  y  X  ⊆  L.  Si  X  =  0  e nt o n c es

F( X U{ x }) =  {z  ∈  L  : z ≥  x 1 Λ x 2 Λ ∙  ∙ ∙ Λ x n Λ x  p ar a  ci ert os  x 1 , x2 ,... , xn  ∈  X  } .

Si  X  =  0  e nt o n c es F( X  U  {x }) =  [ x).
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Corolario 2.4.8 (Teorema algebraico de la deducciín). Sea L un algebra de 
Boole. Sean x, y ∈ L y X C L. Luego

y ∈ F(X U {x}) si y solo si x → y ∈ F(X).

Corolario 2.4.9. Sea L un retículo y G un filtro de L. Luego

F(G U {x}) = {z ∈ L : z ≥ g Λ x para cierto g ∈ G}.

Lema 2.4.10. Sea L un retículo.

(a) Si P es un filtro maximal entonces P es un filtro primo.

(b) Sea L un algebra de Boole. Si P un filtro primo entonces P es un filtro 
maximal.

Demostracion. (a) Sean x, y ∈ L tales que x V y ∈ M. Supongamos que x ∈ 
M, por lo cual el filtro generado por MU{x} es L. Luego por el Corolario 2.4.9 
tenemos que existe m ∈ M tal que 0 = x Λ m. En consecuencia, (x V y) Λ m = 
(x Λ m) V (y Λ m) ∈ M porque x V y ∈ M y m ∈ M. Como (x Λ m) = 0 e 
y ≥ y Λ m concluimos que y ∈ M.

(b) Sea P un filtro primo. Sea F un filtro tal que P C F, y sea x ∈ F — P. 
Como 1 ∈ P y 1 = x V x tenemos que x ∈ P. Luego x ∈ F, de donde se sigue 
que 0 ∈ F. Por lo tanto F = L. □

Corolario 2.4.11. Sea L un algebra de Boole, P un filtro de L, p ∈ L.

(a) P es un filtro primo si y solo si P es un filtro maximal.

(b) p es un elemento primo si y solo si p es un atomo.

Demostracion. La afirmaciín (a) es consecuencia del Lema 2.4.10.
Probemos la afirmaciín (b). Por la Observaciín 2.4.2 tenemos que todo 

íatomo es un elemento primo. Recíprocamente, sea p un elemento primo y 
supongamos que x ≤ p. Como p = pΛ (x Vx) tenemos que p = (pΛx) V (pΛx). 
Utilizando que p es primo tenemos que p = p Λ x o bien p = p Λ x. En el 
primer caso resulta x ≥ p, de donde x = p. En el segundo resulta que p ≤ x, 
por lo cual tomando ínfimos con x obtenemos que p Λ x ≤ x Λ x = 0, de 
donde se deduce que p Λ x = 0 (es decir, x = 0). Luego, p es un atomo. □

Ejemplo 2.4.12. En la Figura 2.11 se muestra un ejemplo de filtro primo 
que no es maximal en un retículo.

Teorema 2.4.13 (Teorema del filtro primo). Sean L un retículo distributivo, 
F un filtro e I un ideal tales que F ∩ I = 0. Entonces existe un filtro primo 
P tal que P ⊇ F y P ∩ I = 0.
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Figura 2.11: [d) primo no maximal

Demostracion. Sea T la familia de filtros de L que contienen a F y que son 
disjuntos con I. Como F ∈ T tenemos que T = 0. Si (Fk)k es una cadena de 
filtros de T entonces se puede probar que U Fk esta en T. Luego aplicando el 
Lema de Zorn tenemos que T tiene un elemento maximal P. En particular, 
P ⊇ F y P ∩ I = 0. Por esta segunda condicion P es un filtro propio. A 
continuaciíon probaremos que P es primo.

Sean x, y tales que x V y ∈ P. Supongamos que x ∈ P y que y ∈ P. 
Sea V = F(P U {x}). La maximalidad de P con respecto a T implica que 
V no puede estar en T. Como F ⊆ P ⊂ V tenemos que V ∩ I = 0. Luego 
existe i ∈ I ∩ V, por lo cual i ≥ s Λ x, para algun s ∈ P. Anílogamente, sea 
W = F(P U {y}) y sea j ∈ I ∩ W. Tenemos que j ≥ t Λ y, para algun t ∈ P. 
Por esta razín obtenemos que i V j ∈ I y ademís

i V j ≥ (s Λ x) V (t Λ y) = (s V t) Λ (x V t) Λ (s V y) Λ (x V y).

Como (s V t), (x V t), (s V y), (x V y) pertenecen a P, se tiene que i V j ∈ P. 
Por lo tanto i V j ∈ I ∩ P, lo cual es un absurdo. □

Sean L un retículo e I un ideal propio de L (es decir, un ideal tal que 
I = L). Diremos que I es un ideal primo de L si para cada x, y ∈ L se cumple 
que si x Λ y ∈ I entonces x ∈ I o bien y ∈ I.

El Teorema del filtro primo (TFP) es equivalente al Teorema del ideal 
primo (TIP) (ver [2]), cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 2.4.14 (Teorema del ideal primo). Sean L un retículo distributivo, 
I un ideal y F un filtro tales que F ∩ I = 0. Entonces existe un ideal primo 
J tal que J ⊇ I y J ∩ F = 0.
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Para demostrar (TIP) basta considerar (TFP) en el retículo dual del dado. 
Recíprocamente, se puede demostrar el (TFP) utilizando el (TIP).

Corolario 2.4.15. Sean L un retículo distributivo, F un filtro y x ∈ F. 
Entonces existe un filtro primo P tal que F C P y x ∈ P.

Demostracion. Es consecuencia del (TFP) tomando I = (x]. □

Teorema 2.4.16. Sean L un algebra de Boole y F un filtro propio. Entonces 
existe un ultrafiltro U tal que F C U.

Demostracion. Sabemos que F = L, con lo cual 0 / F .De este modo pode-
mos aplicar el Corolario 2.4.15. □

La prueba del siguiente corolario se deja como ejercicio.

Corolario 2.4.17. Si L es un algebra de Boole y x es un elemento no nulo 
de L, entonces existe un ultrafiltro U tal que x ∈ U.

El Corolario 2.4.17 tambiín vale en el contexto de retículos con primer 
elemento (ver, por ejemplo, [2, ch. III, 6, Th. 1]).

Corolario 2.4.18. Sea L un retículo distributivo, x,y ∈ A, x y. Luego
existe un filtro primo P tal que x ∈ P, y ∈ P.

Demostracion. Considerar I = (y] y F = [x). Luego aplicar (TFP). □

Corolario 2.4.19. Sea L un retículo distributivo finito, x,y ∈ A, x y. 
Existe un elemento primo p tal que p ≤ x, p y.

Demostracion. En efecto, P = [p) para algun elemento primo p. □

Teorema 2.4.20. Sean L un algebra de Boole y U un filtro de L. Entonces 
U es un ultrafiltro de L si y solo si L/ ≡u es isomorfo a 2.

Demostracion. Sea U ultrafiltro de L. Luego U = |1| por la congruencia ≡u . 
Veremos que si x ∈ U entonces x ∈ |0|. Definimos

U' = F(U U {x}) = {y ∈ A : y ≥ x Λ u para algun u ∈ U}.

Tenemos que U' es un filtro, que x ∈ U' y que U C U' (ya que para u ∈ 
U,u ≥ x Λ u implica u ∈ U'). Ademas U = U', pues x ∈ U' — U. Luego, por 
ser U maximal se concluye que U' = A. Luego, 0 ∈ U', es decir, existe u ∈ U 
tal que 0 = x Λ u = 0 Λ u. Por lo tanto, x ≡u  0.

Recíprocamente, supongamos que el cociente L/ ≡u  es isomorfo al algebra 
de Boole 2. Sea U' un filtro tal que U' ⊇ U. Sea x ∈ U' — U. Luego x ≡u  0, de 
donde resulta que x ≡u  1. Es decir, x ∈ U. Pero esto implica que x,x ∈ U', 
con lo cual 0 ∈ U'. Por lo tanto U' = L. □
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C o r ol a ri o  2. 4. 2 1.  Si  U  es ultr afiltr o,  y si x  ∈  U , e nt o n c es  x  ∈  U .

O bs e r v a ci o n  2. 4. 2 2.  Si  L  es u n  al g e br a d e  B o ol e  n o  tri vi al y U  es u n  

ultr afiltr o  d e  L  ( q u e s a b e m os q u e  e xist e p or  el C or ol ari o  2. 4. 1 7)  e nt o n c es  

v a m os  a  c o nsi d er ar  l a f u n cií n X u  : L  →  2  d a d a  p or  X u  ( x) =  1 si x  ∈  U  y  

X u  ( x) =  0  si x  ∈  U  ( Xu  es l a f u n cií n c ar a ct erísti c a  d e  U ).

E n  el si g ui e nt e di a gr a m a  ll a m a m os f al is o m orfis m o d a d o  p or  el T e o -

r e m a 2. 4. 2 0  y  p  a l a a pli c a ci o n c a ñ o ni c a  al c o ci e nt e. R es ult a  e nt o n c es q u e  

X u  =  f o  p  es u n  h o m o m orfis m o.

l ∕ = u

C o r ol a ri o  2. 4. 2 3.  S e a  L  u n  al g e br a  d e  B o ol e  n o  tri vi al. L a  f u n ci o n F  d efi -

ni d a  p or  F( U ) =  X u  es u n a  bi y e c ci o n  e ntr e el c o nj u nt o d e  ultr afiltr os  d e  L  

y el c o nj u nt o d e  h o m o m orfis m os  d e  L  e n  2 .

D e m ostr a ci o n.  L a  i n y e cti vi d a d d e  F  es  c o ns e c u e n ci a  dir e ct a  d e  l a d efi ni cií o n.

P ar a  pr o b ar  q u e  F  es  s ur y e cti v a, s e a h  : L  →  2  u n  h o m o m orfis m o.  H e m os  

vist o  e n  el L e m a  2. 3. 1 7  d e  l a S e c cií n  3  q u e  h - 1({1 }) es u n  filtr o d e  L.  E n  l o 

q u e  si g u e es cri bir e m os U  e n  l u g ar d e  h - 1({1 }). Pr o b ar e m os  a c o nti n u a cií n  

q u e  U  es u n  filtr o pri m o.  S e a  x  V  y ∈  U , es d e cir, h( x  V  y) =  1. C o m o  

h( x  V  y)  =  h( x)  V  h( y)  d e b e  v al er  q u e  h( x)  =  1 o  h( y)  =  1,  c o n  l o c u al  x  ∈  U  

o  y ∈  U . C o m o  e n íl g e br as d e  B o ol e  t o d o filtr o pri m o  es u n  ultr afiltr o,  

t e n e m os q u e  U  es u n  ultr afiltr o.  D e  l a d efi ni cií o n  d e F  s e d es pr e n d e  q u e  

F( U ) =  h,  l o c u al  pr u e b a  l a s ur y e cti vi d a d d e  F .

P or  l o t a nt o, F  es u n a  f u n cií n bi y e cti v a.  □

2. 5.  T e o r e m as  d e  Bi r k h off  y  St o n e

El  t e or e m a d e  G.  Bir k h off  q u e  v a m os  a  m ostr ar  est a bl e c e  u n a  d u ali d a d  

e ntr e r etí c ul os distri b uti v os  fi nit os y  c o nj u nt os or d e n a d os. L a  i d e a c e ntr al  

es q u e “ t o d a l a i nf or m a cií o n” d el  r etí c ul o est aí c o n c e ntr a d a  e n el c o nj u nt o  

or d e n a d o  d e  s us el e m e nt os  pri m os.  D a d o  est e  c o nj u nt o, p u e d e  c o nstr uirs e  el  

r etí c ul o y  r e cí pr o c a m e nt e. V er e m os  mí as  a d el a nt e  q u e  est e  r es ult a d o s e g e n e -

r ali z a, e xt e n dií e n d os e a  u n a  d u ali d a d  q u e  vi n c ul a  a  u n  r etí c ul o distri b uti v o  

a c ot a d o  c u al q ui er a  c o n  el  c o nj u nt o  or d e n a d o  d e  s us filtr os pri m os  m u ni d o  d e  

u n a  ci ert a  t o p ol o gí a.

El  t e or e m a d e  St o n e  q u e  c ar a ct eri z a a  l as í al g e br as d e  B o ol e  fi nit as c o -

m o  í al g e br as d e  p art es  d e  u n  c o nj u nt o r es ult a u n  c or ol ari o d el  t e or e m a d e  
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Birkhoff, dado que en las ílgebras de Boole finitas los elementos primos son 
exactamente los íatomos. El teorema de Stone para el caso general dice que 
toda íalgebra de Boole es isomorfa a una subíalgebra de un aílgebra de partes.

Observacion 2.5.1. Sea (L, V, Λ, 0,1) un retículo finito. Llamaremos Lpr al 
conjunto de sus elementos primos. ¿Quí estructura tiene Lpr? Sabemos que 
tiene un orden, el inducido por el ≤ de L. Pero tambiín podemos dotar a Lpr 

del orden dual, con lo cual tendremos el conjunto ordenado (Lpr, ≤o). Este 
es el que consideraremos en el siguiente teorema.

Teorema 2.5.2 (Birkhoff). Sean (L, V, Λ, 0,1) un retículo distributivo finito 
y (Lpr, ≤o) el conjunto de sus elementos primos con el orden dual del inducido 
por el de L. Sea (Lpr)+ el conjunto de los conjuntos crecientes de (Lpr, ≤o). 
El retículo ((Lpr)+, U, ∩, 0, Lpr) es isomorfo al retículo (L, V, Λ, 0,1).

Demostracion. Sea σ : L —→ (Lpr)+ la funcion definida como

σ(x) = {p ∈ Lpr : p ≤ x}.

Si q ≥o p para p ∈ σ(x), se tiene que q ≤ p, de donde resulta q ∈ σ(x). 
Luego, σ(x) es creciente, o sea que σ estí bien definida.

Veamos que σ(x) es una biyecciín.
Para probar que σ es inyectiva, sean x,y ∈ L tales que σ(x) = σ(y). Por 

lo tanto no existe p tal que p ≤ x, p y. Luego, por el Corolario 2.4.19, 
x ≤ y. Anaílogamente, y ≤ x. Luego, x = y.

Probaremos ahora que σ es una funciín suryectiva. Sea C ∈ (Lpr)+. 
Siendo C finito, existen p1,... ,pn ∈ Lpr tales que C = {p1,p2, ∙ ∙ ∙ ,pn}. Con-
sideremos el elemento u = p1 Vp2 V ∙ ∙ ∙ pn. Vamos a mostrar que σ(u) = C, es 
decir, que C = {p ∈ Lpr : p ≤ u}. La inclusiín C C σ(u) resulta inmediata. 
Recíprocamente, sea q ≤ u. En particular, tenemos que

q Λ u = q = q Λ (pi V p2 V ∙ ∙ ∙ V pra) = (q Λ pi) V (q Λ p2) V ∙ ∙ ∙ V (q Λ pn).

Como q ∈ Lpr entonces existe i ∈ {1,..., n} tal que q = q Λ pi. Es decir, 
q ≤ pi (o sea, q ≥o pi en Lpr ) para algun pi ∈ C. Como C es creciente 
obtenemos que q ∈ C.

Finalmente veremos que σ preserva las operaciones. Es inmediato que 
σ(0) = 0 y que σ(1) = Lpr. La igualdad σ(xΛy) = σ(x) ∩σ(y) es consecuencia 
directa de la definicion de ínfimo. La igualdad σ(x V y) = σ(x) U σ(y) es 
consecuencia directa del hecho de que los elementos de σ(x V y) son primos.

□
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L (Lpr, ≤) (Lpr, ≤°) (Lpr)+

T T 1 Lpr

2 Lpr - {T}

2 2 .

1 1 T

1

{1,2}

{1}

0

Figura 2.12: N con T

Observacion 2.5.3. Podríamos preguntarnos si para un retículo distributivo 
acotado cualquiera tambiíen vale este teorema. El ejemplo de la Figura 2.12 
prueba que no es así. El retículo L considerado es el definido por el conjunto 
ordenado de los naturales (denotamos el mínimo con ⊥) al cual agregamos 
un elemento maximo T. Todos sus elementos distintos de ⊥ son primos. 
Consideremos en Lpr el orden dual y calculemos los conjuntos crecientes. 
Ellos son 0, {1}, {1, 2},..., {1, 2,..., n},..., Lpr — {T}, Lpr, como se ve en 
la figura. La funciín σ queda definida por: σ(⊥) = 0, σ(1) = {1}, σ(2) = 
{1, 2},..., σ(n) = {1, 2,..., n},..., σ(T) = Lpr (pues el ultimo elemento 
debe ir al ultimo elemento). Observamos que la funciín no es suryectiva, ya 
que Lpr — {T} no es imagen de ningun elemento.

Si en lugar de tomar el conjunto de elementos primos tomaíramos el de los 
filtros primos la situaciín no cambiaría, ya que todos ellos son principales.

En el Teorema 2.5.2 mostramos que, si partimos de un retículo finito, en 
dos “pasos” podemos obtener un retículo isomorfo al dado. Los pasos son: 
(1o) construir el conjunto ordenado de sus elementos primos y (2o) construir 
el retículo de los conjuntos crecientes de este conjunto ordenado. A continua- 
ciíon veremos que si se tiene un conjunto ordenado finito, entonces haciendo 
las mismas construcciones (los mismos dos pasos) pero en orden inverso, ob-
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t e n e m os u n  c o nj u nt o  or d e n a d o  is o m orf o al  d a d o  ( v er 1. 2. 4) . T e n e m os  así  u n a  

“ d u ali d a d ” e ntr e  r etí c ul os distri b uti v os  fi nit os y  c o nj u nt os  or d e n a d os.

P er o  pri m er o  d e b e m os  pr o b ar  el  si g ui e nt e l e m a.

L e m a  2. 5. 4.  S e a  ( P, ≤ ) u n  c o nj u nt o or d e n a d o  fi nit o. S e a  { P+ , U , ∩ , 0, P ) el  

r etí c ul o a c ot a d o  e n el c u al  P +  es el c o nj u nt o d e  l os c o nj u nt os cr e ci e nt es d e  

P . S e a  ( P  + )pr el c o nj u nt o  d e  l os el e m e nt os  pri m os  d e  P + . E nt o n c es  t e n e m os 

q u e  C  ∈  P +  si y  s ol o si C  =  ∣J x & j [ x). A d e m as,  C  ∈  ( P  + )pr si y  s ol o si e xist e  

x  ∈  P  t al q u e  C  =  [ x).

D e m ostr a ci o n.  E n  pri m er  l u g ar, c o m o  p ar a  c a d a  x  ∈  C , [ x) ⊆  C  ( p u es C  es  

cr e ci e nt e),  s e ti e n e: ∣J x & c [ x) ⊆  C . P or  otr a  p art e,  si x  ∈  C , es x  ∈  [ x) l u e g o 

x  ∈  U x ∈ C  [ x) d e  d o n d e  C  ⊆  U x ∈ C  [ x).

S e a  C  ∈  P + , C  pri m o.  P or  l o a nt eri or: C  =  [ x1 ) U  [ x2 ) U  ∙ ∙ ∙ , [ xn ), si e n d o 

C  =  { x 1 , x2 ,..., x n }. P er o  si C  es  el  s u pr e m o d e  l os [ x1 ), [ x2 ),..., [ xn ), p or  s er 

pri m o,  d e b e  s er i g u al a  u n o  d e  ell os:  e xist e  i t al q u e  C  =  [ xi). R e cí pr o c a m e nt e,  

s e a C  =  [x ) y  s u p o n g a m os q u e  e xist e n  C 1 y  C 2 e n  P +  t al es q u e  C  =  C 1  U  C 2 . 

P er o  x  ∈  C 1 o  x  ∈  C 2 . L u e g o,  [ x) ⊆  C 1 o [ x) ⊆  C 2 . C o m o  ( p or s er u ni o n  

d e  a m b os) C  ⊇  C 1 y  C  ⊇  C 2 , s e ti e n e q u e  C  =  C 1 o  C  =  C 2 . L u e g o,  C  es  

pri m o.  □

T e o r e m a  2. 5. 5.  S e a  ( P, ≤ ) u n  c o nj u nt o or d e n a d o  fi nit o. S e a n  P +  y ( P+ )pr  

c o m o e n el l e m a a nt eri or.  El  c o nj u nt o or d e n a d o  (( P+ )pr , ⊆ o ) es is o m orf o a  

( P, ≤ ) .

D e m ostr a ci o n.  S e a  ρ  : P  — →  ( P+ )pr d efi ni d a  p or  ρ( x)  =  [ x). Pr o b ar e m os  

q u e  es  u n  is o m orfis m o d e  c o nj u nt os or d e n a d os.

P or  el  l e m a a nt eri or  v e m os  q u e  ρ  estí a bi e n  d efi ni d a.

S e a  ρ (x ) =  ρ (y ), o s e a [x ) =  [y ). L u e g o:  x ∈  [y ), d e d o n d e  x ≤  y . 

A ní al o g a m e nt e,  y  ≤  x . P or  l o t a nt o, ρ  es i n y e cti v a.

S e a  C  ∈  ( P+ )pr . P or  el  l e m a a nt eri or,  e xist e  x  ∈  P  t al q u e  C  =  [ x); l u e g o, 

ρ  es s ur y e cti v a.

A d e m as  pr es er v a  el  or d e n:  s e ti e n e x  ≤  y  si y  s ol o si [ x) ⊇  [ y) si y  s ol o si 

[ x) ⊆ o [ y).

P or  l o t a nt o ρ  es u n  is o m orfis m o d e  or d e n.  □

Ej e m pl o  2. 5. 6.  E n  l a Fi g ur a  2. 1 3  s e d a  u n  c o nj u nt o  or d e n a d o  P  y  al l a-

d o  el r etí c ul o P + , e n el q u e  h e m os  i n di c a d o a br e vi a d a m e nt e  l os c o nj u nt os  

cr e ci e nt es.  P or  ej e m pl o,  al  c o nj u nt o {r,  s,t } l o i n di c a m os rst.
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•r ∙s ∙t

• p • q

Fi g ur a  2. 1 3:  C o nstr u c cií o n  d e  Bir k h off

z

Al g e b r as  d e  B o ol e

A pli c ar e m os  pri m er o  el T e or e m a  2. 5. 2  p ar a  c ar a ct eri z ar  a  l as íl g e br as d e  

B o ol e  fi nit as.

O bs e r v a ci o n  2. 5. 7.  P or  el C or ol ari o  2. 4. 1 1 s a b e m os q u e  t o d o el e m e nt o  

pri m o  d e  u n  í al g e br a d e  B o ol e  B  es u n  aít o m o. A d e mí as,  d e  l a d efi ni cií o n  d e  

at o m o  s e d e d u c e  q u e  si a  y b  s o n ít o m os, ell os n o  s o n c o m p ar a bl es.  P or  l o 

t a nt o, si A  es el c o nj u nt o  d e  ít o m os d e  B,  e nt o n c es A  =  B pr y ( Bpr )+  =  

P  ( A).

T e o r e m a  2. 5. 8  ( St o n e). Si  B  es u n  al g e br a  d e  B o ol e  fi nit a, A  el c o nj u nt o  

d e  s us át o m os,  e nt o n c es  (B,  V , Λ χ, 0, 1 ) es is o m orf a a  ( P( A), U , ∩ ,c , 0 , A).

D e m ostr a ci o n.  Es  c o ns e c u e n ci a  d el  T e or e m a  2. 5. 2  y  d el  C or ol ari o  2. 3. 1 6 . □

O bs e r v a ci o n  2. 5. 9.  P ar a  i nt uir cí o m o p u e d e  s er l a g e n er ali z a cií o n  d el  t e o-

r e m a a nt eri or al c as o g e n er al,  p e ns e m os  l o si g ui e nt e: e n u n  r etí c ul o fi nit o, 

t o d o filtr o es  pri n ci p al  y  l os filtr os pri m os  estí a n  e n  bi y e c cií o n  c o n  l os el e m e n -

t os pri m os  ¿ B ast ar a  e nt o n c es  r e e m pl a z ar e n  el t e or e m a “ el e m e nt o  pri m o ” o  

“ ít o m o” p or  “ filtr o pri m o ” ? L os  filtr os pri n ci p al es  g e n er a d os  p or  l os ít o m os 

s o n ultr afiltr os,  es d e cir,  pri m os.  O bs er v e m os  q u e  el  or d e n  d e  l os filtr os pri n -

ci p al es  es el d u al  d el  d e  l os el e m e nt os. E n  ef e ct o,  p  ≤  q  si y  s ol o si [ p) ⊇  [ q). 

A d e mís,  si p  es u n  el e m e nt o pri m o,  x ≥  p  si y  s ol o si x ∈  [ p). C o n  es -

t as i d e as e n m e nt e,  v a y a m os  a  l a d e m ostr a cií o n  d el  t e or e m a d e  St o n e.  D os  
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capítulos maís adelante lo demostraremos de otra manera: como corolario de 
un resultado para algebras de Heyting.

Teorema 2.5.10 (Stone). Toda algebra de Boole B es isomorfa a una subalge-
bra del algebra de Boole (P(B*), U, ∩,c , 0,B*), siendo B* el conjunto de los 
ultrafiltros de B.

Demostracion. Sea σ : B —→ P(B*) la aplicaciín definida por:

σ(x) = {U ∈ B* : x ∈ U}.

Veamos que es un homomorfismo. Basta probar que σ preserva el ínfimo, el 
supremo, el 0 y el 1 (ver Lema 2.3.16 en Seccion 4).

U ∈ σ(x V y) si y solo si x V y ∈ U
si y solo si x ∈ U o y ∈ U, pues U es primo
si y solo si U ∈ σ(x) o U ∈ σ(y)
si y solo si U ∈ σ(x) U σ(y).

Luego, σ(x V y) = σ(x) U σ(y).

U ∈ σ(x Λ y) si y solo si x Λ y ∈ U
si y solo si x ∈ U e y ∈ U, por ser U filtro
si y solo si U ∈ σ(x) y U ∈ σ(y)
si y solo si U ∈ σ(x) ∩ σ(y).

Luego, σ(x Λ y) = σ(x) ∩ σ(y).
Como ningun ultrafiltro contiene al 0 y todos contienen al 1, σ(0) = 0 y 

σ(1) = B*.
Probemos la inyectividad.
Sea σ(x) = σ(y) y supongamos que es x = y, por ejemplo, x y. Por el 

(TFP) existe un ultrafiltro U tal que x ∈ U, y ∈ U. Pero entonces U ∈ σ(x), 
U ∈ σ(y), que contradice lo supuesto.

Luego, B es isomorfa a σ(B). □

Algebras libres finitas

Aplicando estos resultados, daremos una descripcioín de las íalgebras de 
Boole con un nuímero finito de generadores libres. Probaremos en primer 
lugar que son finitas y veremos cuaíles son sus íatomos.

Dado un elemento x de un algebra de Boole, denotaremos x0 = x y x1 = x. 
Con esta convention, llamaremos conjunciones elementales en el conjunto de 
variables X = {x1, x2,... ,xn} a las expresiones de la forma xi11 Λx22 Λ∙ ∙ ∙Λx⅛1, 
para ij = 0 o ij = 1, j = 1,..., n.
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Teorema 2.5.11. El algebra de Boole libre generada por un conjunto de n 
elementos tiene 22 elementos. Sus atomos son las conjunciones elementales.

Demostracion. Sea X = {x1,x2,... ,xn} un conjunto, f : X —→ 2 una 
aplicaciín. Existe un homomorfismo h : Fn —→ 2, siendo Fn el algebra de 
Boole libre generada por X, tal que h(xi) = f (xi) para i = 1, 2,... ,n. Por 
el Corolario 2.4.23 de la secciín anterior, h-1({1}) es un ultrafiltro de Fn. 
Entonces para cada f : X —→ 2 hay un ultrafiltro Fn. Recíprocamente, dado 
un ultrafiltro U, podemos tomar la aplicaciín f : X —→ Fn/U, donde f es 
la restricciín a X de la aplicaciín al cociente, pues, por el Teorema 2.4.20 de 
la secciín anterior, es Fn/U = 2. Luego, hay una biyeccion entre ultrafiltros 
y aplicaciones.

¿Cuíntas aplicaciones hay? Como X tiene n elementos y para cada uno 
hay dos posibilidades (asignarle 0 o 1) habrí 2n aplicaciones. Por lo tanto, 
2n ultrafiltros en Fn. El nuímero 2n es entonces el nuímero de elementos del 
conjunto Fn, siendo entonces este un conjunto finito. Tambiín serí finito 
entonces el conjunto P(Fn), que como es sabido (ver Capítulo 1, 1.1.1), tiene 
22” elementos. Por el teorema de Stone resulta entonces que Fn = P(Fn) y, 
por lo tanto, Fn tiene tambiíen 22 elementos.

Para cada aplicaciín f, sea f (xj) = ij, para j = 1,... ,n. Entonces: si 
ij = 0 es h(xj) = f (xj) = 0 por lo que h(xjj) = 1, o sea xj ∈ h-1{1}. Si ij = 1 
es h(xj) = f (xj) = 1 por lo que h(xj∙) = 1, o sea xj ∈ h-1{1}. Es decir que: 
xjj ∈ h-1{1}, para j = 1,... ,n.

Sea la conjunciín elemental ci1...in = xi11 Λ xi>2 Λ ∙ ∙ ∙ Λ x'n. Entonces, por 
ser h-1{1} filtro, ci1...in ∈ h-1{1}. Es facil ver que h-1{1} = [ci1...in), o sea 
que, por ser h-1{1} ultrafiltro, ci1...in es un atomo. □

Observacion 2.5.12. Observemos que, por el teorema de Stone para el 
caso finito, todo elemento de Fn es supremo de conjunciones elementales. El 
diagrama de la Figura 2.14 muestra el aílgebra de Boole libre con el conjunto 
de generadores X = {x, y} de dos elementos.

Interpolacion “algebraica”

Daremos aquí una versiíon algebraica del Lema de interpolaciíon de Craig 
basada en propiedades de las ílgebra de Boole libres finitas. Mís adelante 
daremos tambiíen la formulacioín usual.

En primer lugar, observemos que si tenemos un conjunto X de n elementos 
incluido en otro de m elementos Y se verifica que Fn ⊆ Fm. En efecto, cada 
elemento de X esta en Fm, por lo tanto tambiín estín las conjunciones bísicas 
que son los íatomos de Fn, por lo tanto cada elemento de Fn, por ser supremo
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1

d e  c o nj u n ci o n es  b asi c as,  t a m bií n est ar á  e n  F m . Ll a m ar e m os  i n disti nt a m e nt e, 

p ar a  u n  c o nj u nt o  fi nit o T  d e  t el e m e nt os,  F( T ) o  F t al  al g e br a  d e  B o ol e  li br e 

g e n er a d a  p or  T .

T e o r e m a  2. 5. 1 3.  S e a n  X , Y  c o nj u nt os fi nit os c o n i nt ers e cti o n n o  v a cí a.  

S e a n  u  ∈  F( X ), v  ∈  F( Y ) t al es q u e, c o nsi d er a d os c o m o el e m e nt os d e  F( X  U  

Y ), v erifi c a n  u  ≤  v . E xist e  w  ∈  F( X  ∩  Y ) t al q u e  u  ≤  w  ≤  v .

F( X  ∩  Y ) i n c >  F( X )

i n c i n c

F( Y )----→  F( X  U  Y )

D e m ostr a ci o n.  S e a  X  =  {x 1 , x 2 , . . . , x n }, s e a n u,  v  c o m o  e n  el  e n u n ci a d o.  D e -

m ostr ar e m os  l a e xist e n ci a  d e  w  p or  i n d u c cií o n s o br e el  n uí m er o  n  d e  el e m e nt os  

d e  X.

E n  pri m er  l u g ar, l o d e m ostr ar e m os  p ar a  el c as o e n  q u e  u  s e a u n  í at o m o, 

es d e cir,  u n a  d e  l as c o nj u n ci o n es bí asi c as.

Si  n  = 1,  s er a X  =  {x } y  F( X ) =  {0, x, x,  1 }. L u e g o  u  es x  o  u  =  x  

(l os otr os c as os s o n tri vi al es), o s e a: x ≤  v o  x ≤  v. E nt o n c es,  x  d e b e  

s er u n a  v ari a bl e  q u e  fi g ur e e n  v,  p or q u e  si f u er a n i n d e p e n di e nt es n o  s erí a n  

c o m p ar a bl es.  P or  l o t a nt o, x  ∈  X  ∩  Y  y  t o m a n d o w  =  u  s e ti e n e l o p e di d o.

S u p o n g a m os  q u e  l a pr o pi e d a d  v al e  p ar a  t o d o c o nj u nt o  X  d e  k  —  1  el e m e n -

t os. S e a  u  c o n  v ari a bl es  e n  u n  c o nj u nt o  X  d e  k  el e m e nt os,  u  =  c i1 ...if c ít o m o, 

u  ≤  v.  Si  t o d as l as v ari a bl es  d e  u  est aí n  e n  v,  d e  n u e v o  r es ult a u  mis m o  el  w 

b us c a d o.  Si  n o,  s e a x r u n a  v ari a bl e  d e  u  q u e  n o  es v ari a bl e  d e  v.

C o nstr ui m os  u ' a  p artir  d e  u  r e e m pl a z a n d o x r p or  1  si ir =  1  y  p or  0  si ir =  

0.  Es  d e cir,  si u  =  x i1 1 Λ ∙  ∙ ∙ Λ x ^  Λ ∙  ∙ ∙ Λ x ∕f c e nt o n c es  u ' =  x i1 1 Λ ∙  ∙ ∙ Λ 1  Λ ∙  ∙ ∙ Λ x ∕f c.

L u e g o,  c o m o  u  =  u ' Λ  x r o  u  =  u ' Λ x r r es ult a u  ≤  u ' y  , c o m o x r n o  es  

v ari a bl e  d e  v,  si g u e si e n d o u ' ≤  v.
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C o m o  u ' ti e n e v ari a bl es  e n X ' =  X  —  { x r} q u e  ti e n e k  —  1 el e m e nt os,  

p o d e m os  a pli c ar  l a hi p ot esis  i n d u cti v a: e xistirí  w  c o n  v ari a bl es  e n  X ' ∩  Y  t al 

q u e  u ' ≤  w  ≤  v. L u e g o,  c o m o  X  ⊆  X ' t e n e m os q u e  e xist e  w  c o n  v ari a bl es  e n  

X  ∩  Y  q u e  v erifi c a  l o p e di d o.

V e a m os  a h or a  el c as o  g e n er al.

S e a  u  ∈  F( X ). L u e g o,  p or  s er F( X ) fi nit a, u  = a t es s u pr e m o fi nit o d e  

ít o m os. Si  u  ≤  v,  e nt o n c es  p ar a  c a d a  ít o m o a t d e b e  s er a t ≤  v.  L u e g o,  p or  l a 

pri m er a  p art e  e xist e  w t t al q u e  a t ≤  w t ≤  v.  P er o  e nt o n c es  w  =  ∖∕  w t c u m pl e  

l o p e di d o.  □

2. 6.  S o b r e  el  a xi o m a  d e  el e c ci o n

E x p o n dr e m os  br e v e m e nt e  a q uí, a  m o d o  d e  a pí e n di c e, al g u n os r es ult a d os 

r ef er e nt es al  a xi o m a  d e  el e c cií o n. P ar a  pr of u n di z ar  el  t e m a p u e d e n  c o ns ult ars e  

l os t e xt os m e n ci o n a d os  c o m o  r ef er e n ci a.

El  a xi o m a  d e el e c ci o n f u e e n u n ci a d o p or  Z er m el o  e n 1 9 0 4  y  di c e  l o si-

g ui e nt e:

A E  P ar a  t o d o c o nj u nt o  n o  v a cí o  d e  c o nj u nt os T  c u y os el e m e nt os s o n n o  

v a cí os  e xist e u n  c o nj u nt o  X  q u e  c o nti e n e u n  el e m e nt o  y  s ol o u n o  d e  

c a d a  c o nj u nt o  d e  T .

F u e  pr o b a d o  q u e  A E  es  e q ui v al e nt e  a  c a d a  u n o  d e  l os si g ui e nt es e n u n ci a -

d os  ( v er [ 8 5], [ 9 3]).

L Z  ( L e m a d e  Z or n)  D a d o  u n  c o nj u nt o  or d e n a d o  ( P, ≤ ), si t o d o s u b c o nj u nt o 

t ot al m e nt e or d e n a d o  d e  P  ti e n e u n a  c ot a  s u p eri or e nt o n c es  P  ti e n e u n  

el e m e nt o  m a xi m al.

P B O  ( P ost ul a d o d e  b u e n a  or d e n a cií o n) E xist e  u n  b u e n  or d e n  s o br e t o d o 

c o nj u nt o  ( b u e n or d e n  f u e d efi ni d o  e n 1. 2. 5) .

Otr o  r es ult a d o i m p ort a nt e es q u e  A E  i m pli c a el  T e or e m a  d el  filtr o pri m o  

( T F P). Si n  e m b ar g o, est os e n u n ci a d os  n o  r es ult a n e q ui v al e nt es ([ 5 5], [ 5 6]).

E n  l a S e c cií o n  5  s e vi o  q u e  ( T F P) es e q ui v al e nt e  a ( TI P). L os  si g ui e nt es  

e n u n ci a d os  s o n t a m bií e n e q ui v al e nt es  al ( TI P) ( y t a m bií e n s o n e q ui v al e nt es  a  

l os q u e  us a n  filtr os e n  l u g ar d e  i d e al es). L a  d e m ostr a cií o n  d e  l a e q ui v al e n ci a  

e ntr e  ell os p u e d e  c o ns ult ars e  e n [ 2].

( 1) T o d o  r etí c ul o distri b uti v o  L  =  {0 } c o nti e n e  u n  i d e al pri m o.
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(2) Sea B un íalgebra de Boole, I un ideal de B, F un filtro de B tales que
I ∩ F = 0. Luego existe un ideal primo J tal que J ⊇ I, J ∩ F = 0.

(3) Toda íalgebra de Boole B = {0} contiene un ideal primo.

Un enunciado parecido al dado en (1) es el siguiente:

(1') Todo retículo distributivo L = {0} contiene un ideal maximal.

Sin embargo, el enunciado (1') es mas fuerte que el (1). En efecto, es 
inmediato que el enunciado (1') implica el enunciado (1). Pero estos enun-
ciados no resultan equivalentes porque Klimovsky probo que (1') implica AE 
(ver [67]), con lo cual (1') es equivalente a AE.

Hay otros teoremas de “mundos matemaíticos” distintos, como en teoría 
de modelos o en topología, que resultan tambiíen equivalentes al (TFP). Por 
ejemplo, el teorema de Tychonoff (topología) , el cual afirma que el producto 
de espacios topologicos compactos es compacto (ver [51]).
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2. 7.  Ej e r ci ci os

R etí c ul os

1. a)  C o nstr u y a  l os di a gr a m as  d e  H ass e  d e  t o d os l os c o nj u nt os  or d e n a d os  

d e  tr es el e m e nt os. ¿ C uí al es  s o n r etí c ul os ?

b)  C o nstr u y a  l os di a gr a m as  d e  H ass e  d e  t o d os l os r etí c ul os d e  c u atr o

el e m e nt os. ¿ S o n  t o d os distri b uti v os ?

2.  S e a  L  u n  r etí c ul o. Pr o b ar  l as si g ui e nt es pr o pi e d a d es:

a)  Si  x i ≤  y i p ar a  i =  1, ... , n e nt o n c es  V * = 1  x i ≤  V L 1  y i y  Λ n = 1  x i ≤

y i.

b)  Si  x i ≤  y j p ar a  i =  1, ... , n y j =  1, ... , m e nt o n c es ∖∕ n = 1 x i ≤  

Λi = 1  y j. Pr o b ar  q u e  t a m bií n v al e  l a r e cí pr o c a.

3.  S e a n  L  u n  r etí c ul o y  R  u n a  r el a cií n d e  e q ui v al e n ci a. Pr o b ar  q u e  R  es 

c o n gr u e n ci a  si y  s ol o si p ar a  t o d o x, y,z  ∈  L,  x R y  i m pli c a ( x Vz) R( yVz)  

y  ( x Λ  z ) R( y Λ  z).

4.  S e a  R  u n a  c o n gr u e n ci a  e n  u n  r etí c ul o L . S e a n  x,  y,  z ∈  L . Pr o b ar  l as 

si g ui e nt es afir m a ci o n es:

a)  C a d a  cl as e d e  e q ui v al e n ci a  es u n  s u br etí c ul o d e  L .

b)  C a d a  cl as e  d e  e q ui v al e n ci a  es  c o n v e x a.  Es  d e cir,  si x R y  y  x  ≤  z ≤  y  

e nt o n c es  x Rz .

c)  x R y  si y  s ol o si ( x V  y) R( x  Λ  y).

5.  S e a n  L  u n  r etí c ul o distri b uti v o,  a, b  ∈  L.  D e n ot ar e m os  c o m o R a b a  l a 

m e n or  c o n gr u e n ci a q u e  c o nti e n e al p ar  ( a, b) ( v er C a pít ul o  1, Ej e m -

pl os  1. 3. 1 7) . Pr o b ar  q u e  ( x, y)  ∈  R a b si y  s ol o si x  Λ  a  Λ  b  =  y  Λ  a  Λ  b,  

x  V  a  V  b  =  y  V a  V  b.

6.  S e a  L  u n  r etí c ul o distri b uti v o.  S e a  B( L)  =  {x  ∈  L  : x  es  c o m pl e m e nt a d o } . 

Pr o b ar  q u e  B( L)  es u n  s u br etí c ul o d e  L.

7.  Pr o b ar  q u e  si L  y  M  s o n r etí c ul os, y  f : L  →  M  es  i n y e cti v a y  c o ns er v a  

el or d e n,  e nt o n c es  f ( L) n o  es n e c es ari a m e nt e  u n  s u br etí c ul o d e  M .

8.  S e a  L  u n  r etí c ul o t al q u e  e xist e n  í nfi m o y  s u pr e m o p ar a  t o d o s u b c o n -

j u nt o d e  L  ( est o si g nifi c a q u e  L  es c o m pl et o). S e a  f : L  →  L  u n a  

f u n cií o n q u e  pr es er v a  el  or d e n.  Pr o b ar  q u e  e xist e  u n  p u nt o  fij o, es  d e cir,  

q u e  e xist e  x  ∈  L  t al q u e  f ( x) =  x.

S u g er e n ci a:  c o nsi d er ar  el c o nj u nt o  {x  ∈  L  : x  ≤  f ( x)}.



2.7. EJERCICIOS 75

9. Sean X e Y conjuntos. Sean f : X → Y y g : Y → X funciones 
inyectivas. Probar que existe una biyecciíon de X en Y.

Sugerencia: definir k : P(X) → P(X) por k(S) = X — g(Y — f (S)) y 
aplicar el Ejercicio 8.

10. Sea L un retículo distributivo, a ∈ L y (a] el intervalo decreciente de a. 
Probar que (a] es un subretículo de L y que la aplicaciín f : L → (a] 
dada por f (x) = x Λ a es un homomorfismo de retículos que resulta 
suryectivo.

11. Probar que si f : L → M es un homomorfismo de retículos entonces 
f-1({1}) es un filtro de L.

12. Sean L un retículo y f : L → {0,1} una funcion. Probar las siguientes 
propiedades:

a) f es un homomorfismo de retículos suryectivo si y solo si f-1({1}) 
es un filtro primo.

b) L/Rf es isomorfo a {0,1}, en donde recordemos que la relacion de 
equivalencia Rf asociada a una funciín f esta definida por (x,y) ∈ Rf 

si y s°l° si f (x) = f (y).

c) Dado el filtro F = f-1({1}) y ≡f  (relacion asociada al filtro F) 
¿Quí relacion hay entre Rf y RF ?

13. Probar que en una cadena todo elemento no nulo es primo.

z __
Algebras de Boole

1. Demostrar que en toda íalgebra de Boole el supremo de las conjunciones 
elementales de n variables es igual a 1.
a) Para n = 2: (x Λ y) V (x Λ y) V (x Λ y) V (x Λ y) = 1.
b) En general: \/ (fc1,...jfcn)∈{0j1}n (x^1 Λ ∙∙∙ x^) = 1, donde x0 = x y 
xi = xi.

2. Sea F un filtro de un ílgebra de Boole. a) Probar que xRF y si y solo 
si x → y ∈ F e y → x ∈ F (recordar: x → y = x V y). b) Probar que 
x Rf  y si y solo si (x∆y) ∈ F, siendo x∆y = (x Λ y) V (y Λ x).

3. Sea F el ideal asociado a F (ver ejemplo 4 de 2.3.8). Sabemos que F es 
un ideal en el anillo asociado a B, cuya suma es la diferencia simíetrica: 
a + b = (a Λ b) V (b Λ a) y tal que el opuesto de cada elemento es íl 
mismo (ver ejemplo 6 de 2.2.8). Probar que ≡f  coincide con la relacion 
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asociada al ideal F en el anillo: x =F y sii x — y ∈ F. Tener en cuenta 
que x — y = x + y.

4. Sea B un ílgebra de Boole y a un atomo de B. Probar que el filtro [a) 
es maximal.

5. Probar que una congruencia de retículos en un íalgebra de Boole es 
congruencia de íalgebras de Boole.

6. Sea B un íalgebra de Boole. Probar que x Λ y ≤ u V v si y solo si 
x Λ v ≤ y V u. Deducir de esto que x Λ y = 0 si y solo si x ≤ y.

7. Sea la siguiente relacion de equivalencia ~ definida en el conjunto P(N) 
de las partes de los naturales por:

A ~ B si y solo si (A — B) U (B — A) es finito.

Sea X = P (N)/ ~ y sea A la relaciín en X definida por:

|A| A |B| si y solo si (A — B) es finito.

Probar que A esta bien definida y que (X, A) es un ílgebra de Boole 
sin íatomos.

8. Sean B un algebra de Boole, a ∈ B y Ba = {x ∈ B : 0 ≤ x ≤ a}.

a) Probar que Ba es un aílgebra de Boole.

b) Probar que la funcion f : B → Ba definida por f (x) = x Λ a es un 
homomorfismo de aílgebras de Boole.

9. a) Sean B un íalgebra de Boole y X un subconjunto de B. Describir el 
subuniverso generado por X cuando X tiene un elemento y cuando X 
tiene dos elementos.

b) Mismo ejercicio que a) reemplazando B por un retículo acotado.

10. Sea X un conjunto infinito, F(X) = {Y ⊆ X : Y finito} y C(X) = 
{Y ⊆ X : Yc es finito}. Probar que F(X) U C(X) es un subuniverso 
del ílgebra de Boole (P(X), U, ∩,c , 0,X).

11. Probar que en toda ílgebra de Boole finita vale lo siguiente:

a) Si x = 0 entonces existe un aítomo a tal que a ≤ x.

b) x ≤ y si y solo si x Λ y = 0.
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12. Sea B un íalgebra de Boole finita. Probar que todo elemento no nulo de 
B es el supremo de los aítomos menores o iguales que íel.

Sugerencia: usar que x y si y solo si x Λ y = 0.

13. Sean 2 el algebra de Boole {0,1} y Fn el conjunto de todas las funciones 
de 2n en 2. Definimos el ínfimo, el supremo y el complemento en Fn 

como:

(Λ) (f Λ g)(x1,... ,xn) = f (x1,... ,xn) Λ g(x1,... ,xj,

(V) (f V gXx1,. . . , xn) = f (x1,. .. , xn) V g(xU. . . ,xn),

(-) (f )(x1,...,xn) = (f (x1,. . . , xn)).

a) Probar que Fn con las operaciones que acabamos de definir es un 
íalgebra de Boole.

b) Calcular los elementos de Fn para n = 2. ¿Cuíales son los aítomos?

14. Sea X un conjunto. Sean 2 y FX las algebras de Boole ({0,1}, V, Λ,- , 0,1) 
y (FX, V, Λ,- , 0,1), siendo FX el conjunto de funciones de X en {0,1},
0 la funciíon que tiene ceros en todas las coordenadas y 1 la funciíon 
que tiene 1 en todas las coordenadas.

a) Probar que FX es un algebra de Boole.

b) Sean Y C X y χy la funcion característica asociada a Y (ver Seccion 
1 del Capítulo 1). Es decir, χy vale 1 en Y y 0 en X — Y. Probar que 
la funciín C : P (X) → FX definida por C(Y) = χy es un isomorfismo 
de íalgebras de Boole.

c) Sean 2n el ílgebraproducto 2×∙ ∙ ∙×2 (n veces) y X = {x1, x2,..., xn}. 
Probar que la funciín I : Fx  → 2n dada por I(f) = (f (x1), f (x2),..., 
f (xn)) es un isomorfismo de algebras de Boole.

15. Sean L un retículo distributivo y a ∈ L un elemento complementado. 
Probar que L es isomorfo a (a] × (a].

Sugerencia: definir h(x) = (x Λ a, x Λ a).

16. Sea f homomorfismo de íalgebras de Boole. Probar que f es inyectiva 
si y solo si f-1({0}) = {0}.

TFP

1. Demostrar el Teorema algebraico de la deduccioín (Corolario 2.4.8).
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2.  S e a  B  u n  íl g e br a d e  B o ol e  y  s e a F  u n  filtr o d e  B , s e a I =  { x : x  ∈  F } . 

Pr o b ar  q u e:  a) I es u n  i d e al, b)  B ' =  F  U  I es u n a  s u b al g e br a d e  B  y

c)  F  es u n  ultr afiltr o  d e  B '.

T e o r e m a  d e  Bi r k h off

1.  C o nstr uir  el di a gr a m a  d el  c o nj u nt o  ( Lpr , ≤ o ) p ar a  l os si g ui e nt es r etí c u-

l os: 2 , 2  ×  2 , 2  ×  C 3 , C 3  ×  C 3 , 2  ×  C 3  ×  2 , si e n d o C 3 l a c a d e n a  d e  tr es 

el e m e nt os. ¿ Q uí  o bs er v a ?

2.  Mis m o  ej er ci ci o  p ar a  l os r etí c ul os si g ui e nt es:

3.  D a d os  l os di a gr a m as  d e  l os c u atr o  si g ui e nt es c o nj u nt os  or d e n a d os  c o ns -

tr uir l os di a gr a m as  d e  l os c orr es p o n di e nt es r etí c ul os d e  c o nj u nt os  cr e -

ci e nt es.

rs

• p ∙ q

4.  S e a  L  u n  r etí c ul o c o n 0, S  ⊆  L,  S  =  0 . Pr o b ar  q u e  F( S ), el filtr o 

g e n er a d o  p or  S , es pr o pi o  si y  s ol o si S  ti e n e l a si g ui e nt e pr o pi e d a d  

( pr o pi e d a d d e  i nt ers e cti o n fi nit a o  pif ): si x 1 ,... , xn  ∈  S  e nt o n c es  x 1 Λ  

∙ ∙ ∙ λ  x n  =  0 .
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Capítulo 3

Calculo preposicional clasico

Hemos visto en el Capítulo 1 nociones líogicas generales como la de siste-
ma formal, consecuencia sintaíctica, etc. En este capítulo estudiaremos el caso 
particular del Calculo Proposicional Clasico, abreviadamente, CPC. Defini-
remos un sistema formal precisando las fíormulas bien formadas, los axiomas o 
fíormulas que tomaremos como punto de partida y las reglas de deducciíon que 
nos permiten obtener consecuencias de los axiomas o bien de estos y de ciertas 
hipíotesis adicionales. Podemos así trabajar con la forma de las proposiciones 
y determinar cuíles de ellas pueden derivarse del sistema sintácticamente. 
Tambiín abordaremos el aspecto semántico, es decir, el de las valuaciones y 
los valores de verdad.

Mostraremos que el sistema es completo en el sentido de que todo lo 
derivable del sistema es verdadero y todo lo verdadero puede derivarse del 
sistema. Maís auín, mostraremos que la completud es fuerte, es decir que las 
nociones de consecuencia sintíactica y semaíntica de un conjunto de fíormulas 
cualquiera coinciden.

Con el propíosito de mostrar una importante herramienta que establece un 
vínculo entre el algebra y la logica, introduciremos el mítodo de Lindenbaum- 
Tarski que asocia a un sistema deductivo un aílgebra. En el caso que nos 
ocupa, al CPC se le asocia un ílgebra de Boole. Daremos posteriormente 
otros ejemplos de este míetodo.

3.1. Sistema formal

En esta secciíon definiremos tres de los sistemas que pueden darse para 
el cílculo proposicional clísico, que llamaremos L, C y L4 respectivamente. 
Como hemos dicho, un sistema formal es algo “confiable”, en el sentido de 
que no daría lugar a paradojas y, en este caso, describiría formalmente las que 
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entendemos clísicamente como “verdades lígicas”. Observemos que lo que se 
expresa en el sistema refleja el aspecto formal, sintíctico, donde no juega para 
nada la intuiciíon. En cambio lo que se refiere a la verdad estía relacionado 
con el constatar con la realidad, con asignar un significado o valor de verdad, 
es decir, con la parte semíantica de la cuestiíon.

Denotaremos a las variables proposicionales con letras romanas minuíscu- 
las p1,..., pn,... y a las formulas con letras romanas mayusculas A, B,....

Sistema L
Lenguaje

Estí dado por las variables p1,..., pn,... y los conectivos —, → sujetos a 
las reglas de construcciíon habituales.

Axiomas

(L1) A → (B → A).

(L2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)).

(L3) (—A → —B) → (B → A).

Reglas

Modus Ponens:

Sistema C
Lenguaje

Se agregan al lenguaje de L los conectivos V, Λ y las reglas de construcciíon 
de fíormulas correspondientes.

Axiomas

(I) A → (A Λ A).

(II) (A Λ B) → (B Λ A).

(III) (A → B) → ((A Λ C) → (A Λ C)).

(IV) ((A → B) Λ (B → C)) → (A → C).
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(V) B → (A → B).

(VI) (A Λ (A → B)) → B.

(VII) A → (A V B).

(VIII) (A V B) → (B V A).

(IX) ((A → C) Λ (B → C)) → ((A V B) → C).

(X) -A → (A → B).

(XI) ((A → B) Λ (A → -B)) → -A.

(XII) A V-A.

Reglas

Modus Ponens.

Sistema L4
Lenguaje y reglas

Son los mismos que los de C.

Axiomas

(L41) A → (B → A).

(L42) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)).

(L43) (A Λ B) → A.

(L44) (A Λ B) → B.

(L45) A → (B → (A Λ B)).

(L46) A → (A V B).

(L47) B → (A V B).

(L48) (A → C) → ((B → C) → ((A V B) → C)).

(L49) (A → B) → ((A → -B) → -A).

(L410) --A → A.
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En lo que sigue utilizaremos las definiciones de deduccioín, consecuencia, 
teoría, etc. dadas en el Capítulo 1, Seccion 4.

Observacion 3.1.1. Como dijimos en el Capítulo 1, 1.4.7 el sistema L4 es 
una extensiíon del sistema del Cíalculo Proposicional Implicativo. En efecto, 
este tiene solo los dos primeros axiomas de L4; luego, todo teorema que se 
deduce a partir de esos dos axiomas es teorema en L4.

Los sistemas L, C y L4 son equivalentes en el sentido de que tienen 
el mismo “poder deductivo”. Mís específicamente: ellos tienen los mismos 
teoremas, siempre que convengamos en traducir las fíormulas de los sistemas 
C y L4 considerando que A V B es una abreviatura para la formula —A → B 
y que A Λ B es una abreviatura para la fírmula —(A → — B). Dicho de otra 
manera, cada uno de ellos extiende a los otros y recíprocamente.

En adelante nos referiremos, sin mencionarlo cada vez, solo a fíormulas y 
propiedades del sistema L4.

Ejemplos 3.1.2.

1. Vamos a probar que, para cualquier par de fíormulas A y B,

(A → B) → (A → A)

es un teorema. Numeraremos las sucesivas foírmulas de la deducciíon, 
que vamos obteniendo a partir de instancias de axiomas y aplicando 
MP. En adelante suprimiremos los paréntesis que no sean necesarios.

(i) A → (B → A), por axioma (L41).

(ii) (A → (B → A)) → ((A → B)) → (A → A)), por axioma (L42).

(iii) (A → B) → (A → A), por (i), (ii) y (MP).

2. Probemos que para cualquier fírmula A tenemos que E (A → A).

(i) A → ((A → A) → A), por axioma (L41).

(ii) (A → ((A → A) → A)) → ((A → (A → A)) → (A → A)), por axio-
ma (L42).

(iii) (A → (A → A)) → (A → A), por (i), (ii) y (MP).

(iv) A → (A → A), por axioma (L41).

(v) A → A, por (iii), (iv) y (MP).

3. Sea Γ = {A → C, B → C}. Puede probarse, usando (L48), que Γ E 
(A V B) → C. Hacerlo como ejercicio.
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4. Probemos que la formula A → C es consecuencia de Γ, siendo Γ = 
{A → B, B → C}.

(i) A → B, por ser fíormula de Γ.

(ii) B → C, por ser fíormula de Γ.

(iii) (B → C) → (A → (B → C)), por ser instancia de axioma (L41).

(iv) A → (B → C), por (ii), (iii) y (MP).

(v) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)), por ser instancia de 
axioma (L42).

(vi) (A → B) → (A → C), por (iv), (v) y (MP).

(vii) A → C, por (i), (vi) y (MP).

En lo que sigue estudiaremos algunas propiedades del sistema L4.

Teorema 3.1.3. Sean A y B formulas cualesquiera y sea Γ un conjunto de 
formulas. Si A → B es consecuencia de Γ, entonces B es consecuencia del 
conjunto Γ U {A}.

Demostracion. Existe una deduction de A → B, digamos A1, A2,..., Ak, don-
de Ak = A → B. Si agregamos a A como paso numero k + 1, entonces por 
(MP) tenemos que en un paso k + 2 obtenemos B. Es decir, obtuvimos una 
deduction de B a partir de Γ U {A}. □

Podríamos preguntarnos si vale la recíproca del teorema anterior. Es decir, 
¿es verdad que si Γ U {A} F B entonces Γ F A → B? La respuesta es positiva, 
como veremos a continuaciíon.

Pero antes hagamos la siguiente observaciíon.

Observacion 3.1.4. El resultado anterior, así como otros que veremos, 
muestran propiedades del sistema L4. Debemos distinguir dos “niveles” de 
resultados: por una parte, hemos definido lo que es un teorema del sistema 
L4, podríamos llamar a los mismos “teoremas internos”. Por otra parte, hay 
resultados acerca de las pruebas, de cíomo obtener deducciones, de coímo se 
vinculan unas pruebas con otras, etc., en general, resultados que muestran 
propiedades del sistema. Estos resultados son los metateoremas, es decir, 
“teoremas externos”, resultados que obtenemos mirando el sistema desde 
afuera.

El siguiente metateorema, llamado Teorema de la deduccioán, resulta una 
herramienta valiosa para simplificar las pruebas en L4. Es una propiedad que 
tienen todos los sistemas que contienen entre sus axiomas al (L41) y al (L42).
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Teorema 3.1.5 (Teorema de la deduccion). Sean A y B formulas cua-
lesquiera, y sea Γ un conjunto de formulas. Si B es consecuencia de Γ U {A} 
entonces A → B es consecuencia de Γ.

Demostracion. Supongamos que existe una deducciín de B a partir de Γ U 
{A}. Sean A1, A2,..., An los pasos de dicha deducciín. Debemos demostrar 
que existe una prueba de A → B a partir de Γ. Para probar esto utiliza-
remos el principio de inducciín sobre el numero n de pasos de la prueba 
anteriormente mencionada.

Caso base: n =1.
En este caso tenemos que A1 = B. Se presentan tres posibilidades:

(a) B es una instancia de axioma. En este caso, tenemos la siguiente de- 
duccioín de A → B:

B, por ser una instancia de axioma.

B → (A → B), por axioma (L41).

A3 = A → B, por los dos ítems previos y (MP).

(b) B es una de las fírmulas de Γ. Se hace la misma deduccion que en (a).

(c) B = A. En este caso debemos demostrar que A → A. La deducciíon es 
la dada en el Ejemplo 2.

Supongamos que el teorema de la deduccion vale cuando la de- 
duccion de una formula cualquiera a partir de Γ U {A} tiene un 
numero de pasos menor o igual que n — 1, y veamos que vale para 
la formula B que tiene una deduccion de n pasos.

Tenemos cuatro casos posibles:

(a) B es una instancia de axioma, habiendo a lo sumo n— 1 pasos anteriores. 
La deduccioín es como el primer caso del caso base.

(b) B es una de las fíormulas de Γ, habiendo a lo sumo n— 1 pasos anteriores. 
La deducciíon es como el segundo caso del caso base.

(c) B = A, habiendo a lo sumo n — 1 pasos anteriores. La deduccioín es 
como el tercer caso del caso base.

(d) B es se obtiene de dos pasos anteriores, digamos Ai y Aj por (MP), para 
ciertos i, j < n. Estas formulas tendrán la forma Ai = C y Aj = C → B. 
Luego podemos afirmar que Γ U {A} E C y Γ U {A} E C → B, y que 
en cada una de las dos deducciones se pueden emplear a lo sumo n — 1 
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pasos. Luego por la hipítesis inductiva tenemos que Γ F A → C y 
Γ F A → (C → B). La siguiente sucesion serí entonces una deducciín 
de A → B a partir de T:

.... (k) A → c ,. ..,

(k+r) A → (C → B),

(k+r+1) (A → (C → B)) → ((A → C) → (A → B)), por ser una 
instancia del axioma (L42),

(k+r+2) (A → C) → (A → B), por (k+r), (k+r+1) y (MP),

(k+r+3) A → B, por (k), (k+r+2) y (MP). □

Veremos a continuaciíon coímo se simplifican las deducciones usando el 
teorema de la deducciíon, que abreviaremos TD.

Ejemplos 3.1.6.

1. Vamos a probar lo mismo que en 4 de los Ejemplos 3.1.2 pero utilizando 
el TD. Es decir, veremos que ΓU{A} F C, siendo Γ = {A → B, B → C}:

(i) A (hipíotesis adicional).

(ii) A → B (hipíotesis).

(iii) B, por (i), (ii) y (MP).

(iv) B → C (hipíotesis).

(v) C, por (iii), (iv) y (MP).

El ejemplo previo es importante porque podemos usarlo como una regla 
de deducciíon, que se llama silogismo hipotáetico y que abreviaremos 
(SH). Es decir, tenemos la siguiente regla:

(SH)
A → B , B → C

A → C

2. Para probar que {C → A, C → B} F C → (A Λ B), por el TD basta 
probar que {C → A, C → B, C} F A Λ B. Hacerlo como ejercicio.

Para hacer mías clara la forma de las deducciones vamos a considerar 
reglas, con lo que podremos simplificar el nuímero de pasos de una deduccioín.

Es decir que, si se prueba Γ F C, podemos usar como regla:

Γ 
C •
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A continuacioín mencionaremos varias reglas. Las diez primeras reglas se de-
rivan directamente de los axiomas, usando (MP).

Reglas derivadas de los axiomas

(R1) A
B→A ,

(R2)
A→(B→C) , A→B

1AC

(R3)

(R4)

a λ b  
A

a λ b
B

(R5)

(R6)

A , B 
a λ b

A
AVB

(R7)

(R8)

B
AVB

A→C , B→C 
(AVB)→C ,

(R9)
A→B , A→∏B

i

1

1

1

1

1

A

(R10) ——A .

Observemos que la regla (R8) ya había sido deducida en el Ejemplo 3.
Probaremos otras reglas, que se deducen de las ya enunciadas y de los 

axiomas. Las reglas que son sencillas de demostrar las dejaremos como ejer-
cicios, sin hacer ninguín comentario.

Otras Reglas

(R11) c →a  , c →b
(R11) c →(Aλ b ) ,

(R12) (Aλ c )→(b λ c ) ,

(R12>) (c λ A)→(c λ b ) ,
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(R13)
A→(B→C)
(Aλ b )→c ,

(r 14) -aa  •
A continuation haremos una deducciín de la regla (R14):

(i) A (hipíotesis).

(ii) -A → A, por (i) y (R1).

(iii) -A → (A → -A), por ser instancia de axioma (L41).

(iv) -A → -A, por (ii), (iii) y (R2).

(v) --A, por (ii), (iv) y la regla (R9).

(r 15) -b →b a •

(R16) -A , Bb →a  •
Para probar esta regla, haremos la siguiente deducciíon:

(i) -A (hipotesis).

(ii) -B → A, (hipíotesis).

(iii) -B → -A, por regla (R1) aplicada a (i).

(iv) --B, de (ii), (iii) y (R9).

(v) B, por regla (R10).

(r 17) i b ' •

(R18) A→B •
Terminaremos esta seccion haciendo una deduction de (R18) utilizando 
el TD:

(i) -A (hipítesis).

(ii) A, (hipíotesis).

(iii) -B → -A, por la regla (R1) aplicada a (i).

(iv) A → B, por regla (R17) aplicada a (iii).

(v) B, por (ii), (iv) y por la regla (MP).



90 CAPÍTULO 3. CÁLCULO PROPOSICIONAL CLÁSICO

3.2. Algebra de Lindenbaum
En la secciíon anterior estudiamos propiedades líogicas del CPC expresado 

por el sistema L4. Vamos a mostrar ahora el aspecto algebraico del CPC. 
Por un pasaje al cociente del conjunto de fíormulas obtendremos un conjunto 
al cual se puede dotar de una estructura algebraica, de tal manera que los 
conectivos lígicos se transformen en operaciones de tal ílgebra. Así se esta-
blece una relaciíon líogica-íalgebra que vincula propiedades, permitiendo pasar 
de uno a otro campo. Por ejemplo, seguín veremos despuíes, el concepto de 
teoría en la lígica se corresponde con el de filtro en el ílgebra.

Probaremos a continuaciíon, en primer lugar, que la siguiente es una re- 
lacion de equivalencia en el conjunto LCPC de las formulas:

A ≡ B si y solo si E A → By E B → A.

El conjunto cociente Lcpc / ≡ munido de las operaciones adecuadas es la 
llamada algebra de Lindenbaum del Cíalculo Proposicional Clíasico. Probare-
mos que Lcpc / ≡ es un algebra de Boole.

Veremos a continuaciíon algunos resultados que facilitaraín la demostraciíon 
del resultado central de la secciíon.

Lema 3.2.1. Si A, B y C son formulas de LCPC entonces la siguiente formu-
la es un teorema:

((A V B) Λ C) → ((A Λ C) V (B Λ C)).

Demostracion. Por la regla (R13), basta probar que

E (A V B) → (C → ((A Λ C) V (B Λ C))).

La afirmaciín anterior corresponde a la forma E (A V B) → D, siendo 
D = C → ((A Λ C) V (B Λ C)). De esta manera, en vista de la regla (R8), es 
suficiente probar E A → Dy E B → D.

Para probar que E A → (C → ((AΛC) V (BΛC))), notemos que aplicando 
el TD dos veces obtenemos lo siguiente:

(i) A, hipíotesis.

(ii) C, hipíotesis.

(iii) A Λ C, de (i) y (ii), por regla (R5).

(iv) (A Λ C) V (B Λ C), de (iii), por regla (R6).
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Anílogamente se prueba que F B → (C → ((A Λ C) V (B Λ C))). □

Lema 3.2.2. Sea A una formula de LCPC. Entonces,

(a) I—∣(A Λ-A) (principio de no contradicción).

(b) F A V-A (principio del tercero excluido).

Demostraciáon. En primer lugar, se tiene que, por ser instancia del axioma 
(L43), F (A Λ -A) → A. Anílogamente F (A Λ -A) → -A, por ser instancia 
del axioma (L44). De estos dos teoremas podemos obtener, por aplicacioín de 
la regla (R9), que ¡—∣(A Λ - A).

En segundo lugar, hagamos la siguiente deducciíon de A V  A:

(i) A → (A V  A), instancia de axioma (L46).

(ii)  A → (A V  A), instancia de axioma (L47).

(iii) -(A V -A) → -A, de (i), por regla (R15).

(iv) -(A V -A) → --A, de (ii), por regla (R15).

(v) --(A V - A), por regla (R9) aplicada a (iii) y (iv).

(vi) A V - A, por regla (R10) aplicada a (v). □

Definicion 3.2.3. Sea LCPC el conjunto de fírmulas del CPC. Sea R la 
siguiente relacion en LCPC:

A R B si y solo si F A → B.

Lema 3.2.4. La relacián R es un preorden.

Demostracián. Es consecuencia de 2 y 4 de los Ejemplos 3.1.2. □

Lema 3.2.5. La relacion binaria ≡ en LCPC dada por

A ≡ B si y solo si A R B y B R A

es una relacion de equivalencia.
Sea Acpc  = Lcpc / ≡. Sean X, Y ∈ ACPC y sea A la siguiente relacion 

en Acpc  : X A Y si y solo si ARB para A ∈ X y B ∈ Y .La relacion A 
está bien definida y es un orden en ACPC.

Demostracián. Es consecuencia de la Observaciín 1.2.7 del Capítulo 1. □
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Lema 3.2.6. (a) Sea A ∈ LCPC. Luego E A si y solo si para toda clase |B|
vale que |B| A |A|. En particular, el conjunto de los teoremas forma 
una clase de equivalencia que resulta ser el ultimo elemento de ACPC, 
al cual llamaremos 1.

(b) Sea A ∈ LCPC. Luego I-- ∣A si y solo si para toda clase |B| vale que
|A| A |B|. En particular, el conjunto de formulas cuya negacion es 
un teorema forma una clase de equivalencia que resulta ser el primer 
elemento de ACPC, al cual llamaremos 0.

Demostracion. Para probar el ítem (a), sea A ∈ LCPC. Supongamos primero 
que E A. Por la regla (R1) vale que E B → A, para toda fírmula B, es decir, 
|B| A |A|. Recíprocamente, sea E B → A para toda fírmula B. Consideremos 
B = A → A. Utilizando la regla de (MP) obtenemos que E A.

Finalmente probemos el ítem (b). Sea A ∈ LCPC. Si ¡—∣A entonces, por 
la regla (R18), se tiene E A → B. Es decir, |A| A |B|. Recíprocamente, si 
E A → B para toda fírmula B, tomemos B = —A. Luego se tiene que

A A. (3.1)

Ademas, por el Ejemplo 2 de la Secciín 3.1 tenemos que

E A → A. (3.2)

Utilizando la regla (R9) aplicada a (3.1) y a (3.2) obtenemos que ¡—∣A.
□

Observacion 3.2.7. En el siguiente teorema (y en lo que sigue) designare-
mos con el mismo símbolo al conectivo Λ (respectivamente V) de la líogica 
y a la operacion de ínfimo (respectivamente de supremo) que definiremos en 
a cpc  .

Teorema 3.2.8. El algebra Acpc  = {Acpc , Λ, V,_, 0,1) es un algebra de 
Boole, donde:

|A| Λ |B| := |A Λ B|

|A| V |B| := |A V B|

|A| := |—A|

0 := {A : E —A}

1 := {A: E A}. 
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Demostracián. Comenzaremos probando que (Acpc , Λ, V) es un retículo. 
Sean A y B en LCPC. Veremos que existe |A| Λ |B| y |A| V |B|, siendo 
|A| Λ |B| = |A Λ B| y |A| V |B| = |A V B|.

En primer lugar, veamos que | A| Λ | B| es una operacioín bien definida. 
Sean A' ∈ |A| y B' ∈ |B|. Se tiene que F B → B' y F A → A', de donde, 
por las reglas (R12) y (R12,), obtenemos que F (A Λ B) → (A Λ B') y 
F (A Λ B') → (A' Λ B'). Utilizando luego (SH), inferimos que

F (A Λ B) → (A' Λ B'). (3.3)

Aníalogamente podemos probar que

F (A' Λ B') → (A Λ B). (3.4)

Utilizando (3.3) y (3.4) tenemos que |A Λ B| = |A' Λ B'|. De este modo 
hemos visto que la definiciín de la operation binaria Λ en ACPC no depende 
de los representantes elegidos.

Ahora veremos que | A Λ B| es cota inferior comuín a | A| y a | B| . Por 
las instancias de axiomas (L43) y (L44) tenemos que F (A Λ B) → Ay 
F (A Λ B) → B, es decir, |A Λ B| A |A| y |A Λ B| A |B|. Sea |C| cota inferior 
comun a | A| ya |B|, es decir, F C → Ay F C → B. Por la regla (R11) se 
tiene que F C → (A Λ B), de donde resulta que |C| A |A Λ B|. Luego, hemos 
demostrado que | A Λ B| = | A| Λ | B| .

Aníalogamente, usando los axiomas (L46), (L47) y la regla (R8), se obtiene 
que | A V B| = | A| V |B| .

Veamos que (Acpc , Λ, V) es un retículo distributivo, es decir, que (|A| Λ 
|C|) V (|B| Λ |C|) = (|A| V|B|) Λ∣C|. La desigualdad (|A| Λ |C|) V (|B| Λ |C|) A 
(|A| V |B|) Λ |C| vale en todo retículo, por la Observaciín 2.1.3 del Capítulo 2. 
La otra desigualdad se sigue del Lema 3.2.1.

Luego, por el Lema 3.2.6 tenemos que (Acpc , Λ, V, 0,1) es un retículo 
distributivo acotado.

Finalmente veremos que cada elemento | A| de ACPC tiene complemento, 
y el mismo coincide con |-A|. Por el Lema 3.2.2 tenemos que ¡—A V A, de 
donde se sigue que |-A V A| = 1. Ademís se tiene que F—1(-A Λ A), por lo 
cual |-A Λ A| = 0. Por lo tanto, |A| = |-A|. □

Definicion 3.2.9. El ílgebra de Boole (Acpc , Λ, Vχ, 0,1) es el álgebra de 
Lindenbaum del Caílculo Proposicional Clíasico.

Observacion 3.2.10. En la Observaciíon 2.2.12 del Capítulo 2 vimos que 
para cada x e y existe x → y, siendo x → y = x V y. Luego, si consideramos 
el algebra de Boole Acpc , entonces vale que |A| → |B| = |-A| V |B|, para 
todo par de fíormulas A, B.
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3. 3.  Filt r os  y  t e o rí as

E n  est a  s e c cií o n est u di ar e m os l a r el a cií o n e ntr e  l as t e orí as d el  cí al c ul o  pr o-  

p osi ci o n al  clí asi c o  y  l os filtr os d e  l a c orr es p o n di e nt e  í al g e br a d e  Li n d e n b a u m.

Ll a m ar e m os  Z  =  0 l^ al  c o nj u nt o  d e  l os t e or e m as.

T e o r e m a  3. 3. 1. E xist e  u n a bi y e c ci o n e ntr e el c o nj u nt o d e l os filtr os d el  

al g e br a  d e  Li n d e n b a u m  A c p c  d el  C P C  y el c o nj u nt o d e  l as t e orí as d el  C P C .

D e m ostr a ci o n.  S e a  F  u n  filtr o d e  A C P C . D efi ni m os  el si g ui e nt e c o nj u nt o:

T F  =  {A  : |A | ∈  F } ,

q u e  r es ult a s er l a u ni oí n  d e  l as cl as es | A | d e  F .

P or  otr a  p art e,  a  u n a  t e orí a T  l e as o ci a m os  el  c o nj u nt o

| T| =  {|C | : C ∈ T} .

V er e m os  q u e,  e n  ef e ct o,  T F  es u n a  t e orí a y  q u e  | T| es u n  filtr o.

P or  el L e m a  2. 3. 5 d el C a pít ul o  2, s a b e m os q u e  l a n o cií o n  d e  filtr o es 

e q ui v al e nt e  a  l a d e  filtr o i m pli c ati v o e n  aíl g e br as  d e  B o ol e.  L a  c o n di cií o n 1  ∈  F  

i m pli c a q u e  Z  ⊆  T F , y  el h e c h o  d e  s er F  c err a d o  p or  ( M P) i m pli c a q u e  T F  

t a m bií n l o es  p or q u e  |A  →  B | =  |A | →  |B | , p or  l a O bs er v a ci o n  3. 2. 1 0 . L u e g o  

T F  es u n a  t e orí a. T a m bií n  s e p u e d e  pr o b ar  q u e  | T| es u n  filtr o.

Fi n al m e nt e  pr o b ar e m os  q u e  l as asi g n a ci o n es F  →  T F  y  T  →  | T| s o n  

u n a  i n v ers a d e  l a otr a,  es d e cir,  d et er mi n a n  u n a  bi y e c ci oí n.  E n  ef e ct o,  si F  es 

u n  filtr o e nt o n c es

| Tf | =  {|C | : C  ∈  T f } =  {|C | : |C | ∈  F } =  F.

A ní al o g a m e nt e,  si T  es u n a  t e orí a e nt o n c es

T ∖τ ∖ =  {A  : |A | ∈  | T|} =  {A  : A  ∈  T}  =  T.  □

L e m a  3. 3. 2.  S e a  Σ  u n  c o nj u nt o d e  f or m ul as d e  L C P C  y d e n ot e m os  c o m o  

|Y | al  c o nj u nt o  {|A | : A  ∈  Σ }. E nt o n c es  el  filtr o g e n er a d o  p or  Σ  e n  A C P C , 

F d ∑ D, es i g u al al  filtr o as o ci a d o  a  l a t e orí a Σ l^ . Es  d e cir,  F d ∑ D  =  |Σ l^ |.

D e m ostr a ci o n.  O bs er v e m os  q u e  ̂ H | es u n  filtr o y  c o nti e n e a  ̂ |.  P or  s er 

F ( ^ |) el  mí ni m o  t e n e m os q u e  F d Σ D  ⊆  |Σ l^ | .

R e cí pr o c a m e nt e,  s e a |C | ∈  |Σ l^ | . E nt o n c es  Σ  E  C.  V e a m os,  p or  i n d u c cií n 

s o br e el n u m er o  d e  p as os  d e  l a pr u e b a,  q u e  |C | ∈  F ( ^ |). Si  l a pr u e b a  ti e n e 
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un paso, eso significa que C ∈ Σ o que C es instancia de axioma. Luego 
|C| ∈ Σ ⊆ Fd∑D o bien |C| = 1 ∈ F(^|).

Supongamos ahora que para pruebas de menos de n pasos de C a partir 
de Σ se tiene que |C| ∈ Fd∑D, y sea Ci, C2,..., Cn = C una prueba de C de 
n pasos. Entonces, existirín Ci, Cj∙ = Ci → C con i, j menores que n. Por la 
hipotesis inductiva, |C¿| ∈ Fd∑D, |Cj| ∈ F(^|). Por ser F cerrado por (MP) 
resulta |C| ∈ F(^|). □

A continuaciíon veremos una manera alternativa de demostrar el teorema 
de la deducciíon TD del CPC usando el que llamamos Teorema Algebraico 
de la Deducciín (Corolario 2.4.8, Capítulo 2) y el Teorema 3.3.1.

Observacion 3.3.3. A partir del comentario anterior surgen algunas pre-
guntas: ¿En el Teorema 3.3.1 no se usa que el íalgebra de Lindenbaum es un 
ílgebra de Boole? Sí. Y para demostrar esto ultimo ¿no se usí el TD? Sí. 
¿Es correcto entonces lo que vamos a hacer? Sí. ¿Por quíe?

Imaginemos haber demostrado que ACPC es un ílgebra de Boole sin usar 
el TD. ¿Es eso posible? Sí. Utilizamos siempre el TD como una herramienta, 
como un “atajo” para acortar las deducciones. Pero todas esas deducciones 
pudieron haber sido hechas sin usar el TD. Entonces, imaginemos que así fue 
y sigamos adelante confiadamente.

Teorema 3.3.4 (Teorema de la Deducciín). Sea Σ un conjunto de formulas 
de Lcpc , y sean A, B ∈ Lcpc . Si Σ U {A} F B entonces Σ F A → B.

Demostracián. Sea Σ U {A} F B. Luego, B ∈ (Σ U {A})l^, de donde |B| ∈ 
KΣ U {A})H)|. Por el Lema 3.3.2, ^Σ U {A})l^)| = F(Σ U {|A|}). Luego, 
|B| ∈ F(^| U{|A|}). Por el Teorema Algebraico de la Deducciín (ver Capítu-
lo 2, 2.4.8) esto ultimo implica que |A| → |B| ∈ F(^|). Nuevamente por el 
Lema 3.3.2 se tiene que |A → B| ∈ ^H|. Luego, A → B ∈ Σl^, es decir, 
Σ I- A → B. □

3.4. Valuaciones

Para demostrar la completud del CPC empezaremos por definir para este 
caílculo proposicional el concepto semaíntico de valuaciíon, concepto que se vio 
en general en el Capítulo 1, Seccioín 4.

Dar una valuaciíon significa asignar a las variables proposicionales el va-
lor 1 (verdadero) o 0 (falso) y extender luego esta asignaciíon a todas las 
fíormulas de la manera especificada en la definiciíon siguiente.

Una valuaciíon es una funciíon de las foírmulas en el íalgebra de Boole 2 que 
respeta los conectivos. Mías adelante veremos que este concepto de valuaciíon 
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puede extenderse considerando un ílgebra de Boole cualquiera B en lugar 
de 2. Sin embargo, tambiíen veremos que ambos conceptos de valuaciíon son 
equivalentes para demostrar completud.

Definicion 3.4.1. Una valuation es una funcion v : Lcpc  → {0,1} tal que:

(1) v(A) = v(—A).

(2) v(A → B) = 0 si y solo si v(A) = 1 y v(B) = 0.

(3) v(A Λ B) = 1 si y solo si v(A) = v(B) = 1.

(4) v(A V B) = 0 si y solo si v(A) = v(B) = 0.

Si A es tal que v(A) = 1 para toda valuaciíon v, entonces A se llama 
tautología.

Diremos que dos fíormulas A y B son logicamente equivalentes si A → B 
y B → A son tautologías.

Observacion 3.4.2. Una valuaciín quedara definida dando solo sus valores 
en las variables proposicionales. En efecto, puede probarse que con ese dato 
bíasico se puede evaluar inductivamente cualquier fíormula, basta respetar las 
reglas que acabamos de dar.

¿Quí tienen que ver las valuaciones con las tablas de verdad? Estas consi-
deran solo finitas variables proposicionales; la tabla de verdad de una fírmula 
de n variables muestra todas las posibles valuaciones de esas n variables: cada 
fila representa una valuaciíon, atribuyendo arbitrariamente cualquier valor 0 
o 1 a las infinitas variables restantes.

La tabla de verdad de una tautología tiene como resultado 1 en todas las 
filas. Dos fíormulas líogicamente equivalentes tienen la misma tabla de verdad.

3.5. Completud

La propiedad de correccion (en inglíes, “soundness”) de un sistema formal 
es la que asegura que cada teorema deducido de íel es verdadero para toda 
valuacioín. La propiedad de adecuacion (en inglíes “adequacy”) nos dice que 
una fíormula que resulta verdadera para toda valuaciíon puede ser deducida 
como teorema del sistema formal. Un sistema es completo (“complete”, en 
inglíes) si es correcto y adecuado.

Es frecuente que se llame tambiíen completo a un sistema adecuado.
En esta secciíon estudiaremos teoremas de completud (correccioín y ade- 

cuaciíon) para el CPC. Ellos establecen una equivalencia entre el concepto 
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sintíactico de formula demostrable con el concepto semíantico de formula vali-
da o tautología.

Filosoíficamente, eso significa que el sistema que hemos elegido para el 
CPC es capaz de producir por procedimientos formales, sintíacticos, todas 
aquellas proposiciones que percibimos como las verdades loígicas y solo ellas. 
Demostraremos que una foírmula es un teorema si y solo si es una tautología. 

Teorema 3.5.1 (Correccion). Sea A una formula de Lcpc . Si E A entonces 
A es una tautología.

Demostracion. En primer lugar, si A es una instancia de axioma, puede pro-
barse dando valores a las variables que A es una tautología.

Sea A1,..., An = A una deduccion de A y supongamos que todo teorema 
con menos de n pasos de deducciíon es una tautología. Se tiene que A se 
obtiene por MP de dos formulas que tendrán la forma: B y B → Ay que se 
han deducido antes, o sea con menos de n pasos. Por la hipíotesis inductiva, B 
y B → A son tautologías. Ademas, si se tiene que B y B → A son tautologías, 
entonces es A una tautología. □

Lema 3.5.2. Sea v una valuation. Si A y B son formulas tales que |A| A |B| 
entonces v(A) ≤ v(B).

Demostracion. Se tiene E A → B por definicion de A. Luego v(A → B) = 1, 
por el Teorema 3.5.1. Si v(A) = 1 y v(B) = 0 entonces v(A → B) = 0, lo 
cual es un absurdo. □

Corolario 3.5.3. Si A ≡ B entonces v(A) = v(B) para toda valuation v.

Si v es una valuaciín entonces por el Corolario 3.5.3 la funcion v : Acpc  → 
2 dada por v(|A|) = v(A) es un homomorfismo de ACPC en 2. A continuacion 
probaremos el siguiente resultado.

Corolario 3.5.4. La funcion G dada por G(v) = v es una biyeccion entre el 
conjunto de valuaciones y el conjunto de homomorfismos de ACPC en 2.

Demostracion. La inyectividad de G es inmediata, por lo cual probaremos 
solo la suryectividad de la misma. Sea h : Acpc  → 2 un homomorfismo. 
La funcion vh : Lcpc  → 2 definida por vh(A) = h(|A|) es una valuaciín 
(probarlo se deja como ejercicio al lector). Para cada A ∈ LCPC tenemos 
que (|A|) = vh(A) = h(|A|), con lo cual G(vh) = = h. Luego G es una
funciín suryectiva. Por lo tanto tenemos que G es una biyecciín. □

Haciendo la composiciín de la funciín biyectiva F definida en el Corola-
rio 2.4.23 del Capítulo 2 (considerando como algebra de Boole Acpc ) con la 
inversa de la funciín biyectiva G definida en el Corolario 3.5.4 obtenemos el 
siguiente resultado.
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Teorema 3.5.5. La funcion G 1 o F es una biyeccián entre el conjunto de 
ultrafiltros de ACPC y el conjunto de valuaciones.

Observacion 3.5.6. Notemos, en particular, que si U es un ultrafiltro de 
ACPC y llamamos v a la valuaciín (G-1 o F)(U) : Lcpc  → 2 entonces v 
esta definida como v(A) = 1 si |A| ∈ U y v(A) = 0 si |A| ∈ U.

Si consideramos que el isomorfismo Acpc /U = 2 identifica las dos álge-
bras podemos pensar que la valuaciíon v se obtiene componiendo las dos 
aplicaciones canínicas al cociente p y q, siendo p : LCPC —→ ACPC y 
q : Acpc  —→ ACPC/U, segun lo muestra el siguiente diagrama.

l cpc
p

a cpc  —p- ACPC/U

Teorema 3.5.7 (Adecuacion). Sea A una formula de LCPC. Si A es una 
tautología entonces F A.

Demostracián. Sea A una tautología, es decir, para toda v vale que v(A) = 1. 
Supongamos que A no es un teorema. Luego |A| = 1 en ACPC. Pero entonces: 
|-A| = 0 en Acpc . Por el Corolario 2.4.17 del Capítulo 2 existe un ultrafiltro 
U de Acpc  tal que |-A| ∈ U. Sea v la valuaciín asociada a este ultrafiltro 
dada en el Teorema 3.5.5. Entonces, v(-A) = 1. Luego v(A) = 0, lo cual 
contradice que A es una tautología. Luego, A es un teorema. □

Valuaciones en general

Consideraremos ahora valuaciones cuyos codominios pueden ser aílgebras 
de Boole cualesquiera. Demostraremos tambiíen que, esencialmente, esto no 
extiende la nociíon de tautología y, en cambio, desdibuja su sentido. En efec-
to, las fíormulas evaluadas en 2 son verdaderas o falsas, mostrando el efecto 
del principio del tercero excluido. Las fíormulas 2-víalidas o tautologías son 
las “verdades líogicas evidentes”, aquellas que son la base de cualquier razo-
namiento.

Para demostrar que validez y validez en 2 son equivalentes usamos el TFP. 
Mas adelante analizaremos desde el punto de vista del ¿Álgebra Universal este 
resultado. Intuitivamente, nos dice que en la clase de las aílgebras de Boole, 
que es una variedad (ver Capítulo 1, 1.3.15), hay una sola ílgebra (que es 2) 
que funciona como “ladrillo”, en base a la cual se construyen todas las otras 
íalgebras de la clase.
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De acuerdo a lo visto en el Capítulo 1, las valuaciones en general trans-
forman conectivos en operaciones del íalgebra.

Definicion 3.5.8. Una B-valuacián es una funcion v : Lcpc  → B, donde B 
es un aílgebra de Boole, tal que:

(1) v(A Λ B) = v(A) Λ v(B),

(2) v(A V B) = v(A) V v(B),

(3) v(A → B) = v(A) → v(B),

(4) v(-A) = (v(A)).

Si A es tal que v(A) = 1 para toda B-valuaciín v, entonces se dice que A 
es B-válida y se denota =B A. Diremos que A es válida si es B-valida para 
toda algebra de Boole B. Se denotara 1= A.

Lema 3.5.9. Sea v una A-valuacián, h : A —→ B un homomorfismo. En-
tonces, v' = h o v es una B-valuacián.

Demostracián. Se deja como ejercicio. □

Teorema 3.5.10. Una formula es valida si y solo si es una tautología.

Demostraciáon. Si A es víalida, entonces es 2-víalida, o sea, es una tautología.
Recíprocamente, sea A una tautología y supongamos que existen un íalge- 

bra de Boole B y una B-valuaciín v tales que v(A) = 1. Por el Corola-
rio 2.4.17, por ser v(-A) = 0, habrá un ultrafiltro U en B tal que v(-A) ∈ U. 
Luego tenemos que v(A) ∈ U.

Sea h : B —→ 2 definida por: h(x) = 1 si x ∈ U, h(x) = 0 si x ∈ U. Luego, 
U = h-1({1}). Por la Observaciín 2.4.22 del Capítulo 2 se tiene que h = Xu  
es un homomorfismo. Luego, por el Lema 3.5.9, resulta que v' = h o v es una 
valuaciín. Como v(A) / U tenemos que h((v(A)) = 0, es decir, v'(A) = 0. 
Esto contradice el hecho de que A es una tautología. □

Observacion 3.5.11. Podemos generalizar lo demostrado en el Lema 3.5.2 
para valuaciones en general. Para ello supongamos que |A| A |B|. Por defini-
tion de A se tiene que F A → B. Ahora consideremos un ílgebra de Boole B 
y una B-valuacion v. Por el Teorema 3.5.10 tenemos que v(A → B) = 1, lo 
cual es equivalente a afirmar que v(A) → v(B) = 1. Es decir, v(A) ≤ v(B).

Teorema 3.5.12 (Completud). Para toda formula A:

F A si y solo si = A.

Demostracián. Se sigue del Teorema 3.5.1 y del Teorema 3.5.10. □
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El  al g e b r a  A C P C  es li b r e

A nt es  d e  c err ar  est a  s e c cií o n v e a m os  otr a  pr o pi e d a d  i nt er es a nt e d el  í al g e br a 

d e  Li n d e n b a u m:  ti e n e c o m o  c o nj u nt o  d e  g e n er a d or es  li br es al  c o nj u nt o  d e  l as 

cl as es d e  l as v ari a bl es  pr o p osi ci o n al es,  q u e  s o n n u m er a bl es.

T e o r e m a  3. 5. 1 3.  S e a  V  el c o nj u nt o d e  l as v ari a bl es pr o p osi ci o n al es  y s e a 

| V| =  {|p i| : p i ∈  V} . El  c o nj u nt o  | V| g e n er a  li br e m e nt e A C P C  e n l a cl as e d e  

l as al g e br as  d e  B o ol e.

D e m ostr a ci o n.  E n  pri m er  l u g ar, n ot e m os  q u e,  si es i =  j e nt o n c es  p i n o  es 

e q ui v al e nt e  a  p j, y a  q u e  p i →  p j n o  es  u n a  t a ut ol o gí a. L u e g o  ∖p i∖ =  \ p¿  | , o  s e a  

q u e  t o d as l as cl as es s o n disti nt as.

V e a m os  q u e | V| g e n er a  A C P C , es d e cir, q u e  A C P C  mis m o  es l a m e n or  

s u bíl g e br a d e  A C P C  q u e  c o nti e n e a | V| . E n  ef e ct o, c u al q ui er  s u bíl g e br a q u e  

c o nt e n g a  a | V| d e b e  c o nt e n er  t a m bií n t o d as l as c o m bi n a ci o n es  d e  el e m e nt os  

d e  | V| m e di a nt e  l as o p er a ci o n es  d e  A C P C . P er o  l as c o m bi n a ci o n es  d e  el e m e n -

t os d e  | V| s o n e x a ct a m e nt e  l os el e m e nt os  d e  A C P C .

Pr o b e m os  a h or a  l a pr o pi e d a d  u ni v ers al  d e  e xt e nsií o n  d e  h o m o m orfis m os.

S e a  f : | V| — →  B , B  u n  íl g e br a d e  B o ol e  y  v e a m os  q u e  f p u e d e  e xt e n -

d ers e  a  u n  h o m o m orfis m o  g  : A C P C  — →  B .

L a  a pli c a cií n  f i n d u c e f : V  — →  B,  si e n d o f d efi ni d a  p or:  f( pi) =  f ( |p ¿ |) 

p ar a  t o d o i =  1, 2,....  A  s u v e z,  f i n d u c e u n a  v al u a ci o n  v : L C P C  — →  B  

d e  l a m a n er a  us u al,  es d e cir,  v( p i) =  f( pi) y  s e e xt e n di e n d e a  l as fír m ul as 

i n d u cti v a m e nt e.

P or  l a O bs er v a ci o n  3. 5. 1 1 , v  d a  l u g ar a  u n a  f u n ci o n g  : A C P C  — →  B,  y a  

q u e  v  es c o nst a nt e  e n  c a d a  cl as e d e  e q ui v al e n ci a.  Es  d e cir  q u e  g  estí a d efi ni d o  

p or:  g( |A |) =  v( A).  P er o  p or  s er v  v al u a ci o n  r es ult a s er g  u n  h o m o m orfis m o  

y,  a d e mís,  v al e  q u e  g( |p i|) =  v( p i) =  f( pi) =  f ( |p i|). Es  d e cir  q u e  g  e xti e n d e  

a  f, l o q u e  s e m u estr a  e n  el si g ui e nt e di a gr a m a  c o n m ut ati v o.

a c p c

□

O bs e r v a ci o n  3. 5. 1 4.  S u p o n g a m os  q u e  q u er e m os  r estri n gir n os a  c o nsi d er ar  

u n  n u m er o  fi nit o d e  v ari a bl es,  di g a m os  l as n  pri m er as  {p 1 ,..., p n }. C o ns -

tr uirí a m os e nt o n c es u n  cíl c ul o pr o p osi ci o n al  c o n n  v ari a bl es  y  t e n drí a m os 

e nt o n c es l a c orr es p o n di e nt e  í al g e br a d e  Li n d e n b a u m,  q u e  p o drí a m os  ll a m ar 

a c p c ∏ .
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De la misma manera que hemos visto para ACPC, podemos probar que 
ACPCn es libremente generada por el conjunto de n elementos {|p1|, |p2|,..., 
|pn|}. El numero de valuaciones sería tambiín finito, porque para cada va-
riable tenemos dos posibilidades, con lo que habría 2 × 2 ×∙∙∙× 2 = 2n 

valuaciones. Por ejemplo, para dos variables tendríamos las siguientes, donde 
cada fila define una valuaciín y las Ai representan todas las formulas posibles 
no equivalentes entre sí:

p q A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 A12 A13 A14 A15 A16

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

Por lo visto en el Capítulo 2, Teorema 2.5.11, el ílgebra de Boole libre con 
n generadores tiene 2n ítomos, que corresponden a los ultrafiltros de ACPCn, 
que a su vez corresponden a los homomorfismos de ACPCn —→ 2, y estos a 
las valuaciones de las n variables proposicionales. Tambiíen vimos que esos 
íatomos son las conjunciones elementales

¾..,in = |p1 P Λ ∙ ∙ ∙ Λ |p„|in = |(p1)i1 Λ ∙ ∙ ∙ Λ (pra)in |.

El algebra ACPCn tiene 22” elementos, que son supremos de ítomos.
En el caso de dos variables p1 y p2, que por simplicidad llamaremos x e 

y, las conjunciones elementales son c11 = x Λ y, c10 = x Λ y, co1 = x Λ y y 
c00 = x Λ y. En la tabla anterior, ellas son equivalentes respectivamente a 
A8, A12, A14 y A15. Las demas formulas A son supremos de algunas de estas 
cuatro. En la Figura 2.14 del Capítulo 2 se muestran las Ai.

3.6. Completud fuerte

En la secciíon anterior hemos probado la completud del CPC, es decir, 
que una foírmula A es una tautología si y solo si es un teorema. Podemos 
pensar que “ser tautología” es equivalente a “ser consecuencia semíantica de 
la teoría 0” así como tambiín “ser teorema” es equivalente a “ser consecuencia 
sintactica de 0”.

Surge entonces la pregunta: ¿seraí verdad un resultado aníalogo para una 
teoría cualquiera? Tendríamos que definir primero quíe significa ser conse-
cuencia semíantica de una teoría. Pero la respuesta es positiva, como demos-
traremos en lo que sigue.
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Definicion 3.6.1. Una valuaciín v es un modelo para un conjunto de fírmu-
las Γ si para toda C ∈ Γ vale que v(C) = 1.

Una formula A es consecuencia semántica de un conjunto de fírmulas Γ 
si para todo modelo v de Γ se verifica v(A) = 1. Se denota: Γ E A.

Teorema 3.6.2 (Completud fuerte del CPC). Sean Γ una teoría del CPC y 
A una formula. Luego Γ E A si y solo si Γ E A.

Demostracion. Supongamos que Γ E A. Como Γ es una teoría entonces A ∈ 
Γ. Luego concluimos que Γ E A.

Recíprocamente, supongamos que Γ E Ay que no es verdad que Γ E A. 
Luego A ∈ Γl^ = Γ, de donde |A| ∈ |T|. Por el TFP existe un ultrafiltro U en 
Acpc  tal que |A| ∈ U y |T| ⊆ U. Tomemos v la valuacion asociada a U, que 
es la dada por el diagrama

l cp c

a cpc  —q~ a cpc /u

De esta manera, si C ∈ Γ entonces |C| ∈ |T| ⊆ U, por lo que v(C) = 
q(|C|) = 1. Luego, v es modelo de Γ y por lo tanto v(A) = q(|A|) = 1. Esto 
significa que |A| ∈ U, lo cual resulta una contradicciín. □

El Teorema 3.6.2 vale tambiín considerando conjuntos de fírmulas cua-
lesquiera (no necesariamente teorías).

Corolario 3.6.3. Sean Γ un conjunto de formulas del CPC y A una formula. 
Luego Γ E A si y solo si Γ E A.

Demostracion. Sea A una formula tal que Γ E A. Luego por el Lema 1.4.10 
del Capítulo 1 existen A1, A2,..., An ∈ Γ tales que

{Ab a 2, ..., An} E a .

Usando iteradamente el Teorema de la Deducciíon obtenemos que

e  (A1 → (A2 → (. . . (An → A)))).

Utilizando el Teorema 3.5.1 inferimos que para toda valuaciín v vale que 
v(A1 → (A2 → (... (An → A)))) = 1. Sea v un modelo de Γ. Luego 
v(A1) = v(A2) = ... = v(An) = 1, de donde deducimos que v(A) = 1. 
En consecuencia, Γ E A.

Recíprocamente, sea Γ E A. Luego, Γl^ E A pues Γ ⊆ Γh . En virtud del 
Teorema 3.6.2 se tiene que Γl^ E A, por lo que A ∈ (Γl^)l^ = Γl^, es decir, 
TE A. □
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3.7. Interpolacion
Un resultado destacado que permite desdoblar deducciones en el CPC es 

el llamado Lema de Craig, que puede extenderse a otras líogicas. Ya hemos 
demostrado una versiín algebraica de dicho lema en el Capítulo 2, Teore-
ma 2.5.13, por lo que la demostraciíon de la propiedad loígica que daremos 
aquí serí entonces consecuencia de aquella.

Podemos considerar, por abuso de lenguaje, que

ACPC (X ∩ Y) ⊆ ACPC (x  ) ⊆ ACPC (X u  y L

a cpc  (X ∩ Y) ⊆ ACPC (y ) ⊆ ACPC (X u  y L

por lo cual denotaremos | A| a una clase, sin especificar en cuíal de los con-
juntos a CPC (XL a CPC (YL a CPC (X ∩ Y) y ACPC (X u  y ) estí.

Teorema 3.7.1 (Lema de Craig). Si A y B son formulas del CPC que tienen 
variables proposicionales en común y tales que F A → B entonces existe una 
formula C (“interpolante”), cuyas variables son todas comunes a A ya B, 
tal que

F A → C y F C → B.

Demostraciáon. Sean X e Y los conjuntos de variables de A y B respec-
tivamente, que por hipítesis tienen intersecciín no vacía. Sean Acpc (X), 
Acpc  (Y), Acpc  (X ∩ Y) y Acpc  (X U Y) las ílgebras de Lindenbaum corres-
pondientes a X, Y, X ∩ Y, X U Y respectivamente. Entonces tenemos que 
|A| ∈ Acpc (X) y |B| ∈ Acpc (Y), por lo cual |A|, |B| ∈ Acpc(XU Y). Como 
F A → B obtenemos que |A| ≤ |B|.

Por el Teorema 2.5.13 del Capítulo 2 se tiene que existe |C| tal que |C| ∈ 
Acpc (X ∩ Y)y |A| ≤ |C| ≤ |B|.

Luego se tiene que F A → Cy F C → B, obteniendo así a C como 
interpolante. □

3.8. Logica modal

Hemos visto algunas de las principales propiedades del sistema formal de 
la líogica proposicional clíasica. Podríamos decir que esto es un primer paso 
hacia una fundamentaciíon mías correcta de los míetodos de razonamiento, 
que son la base del conocimiento y del desarrollo de las ciencias, en especial 
de la matemaítica. Sin embargo, como hemos mencionado en el Capítulo 1 
Secciín 4, a principios del siglo XX surgen algunas cuestiones que inducen 
a pensar que la loígica clíasica no basta para expresar algunas sutilezas del 
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pensamiento. Se piensa entonces en “estirarla” mediante la introducciín de 
conectivos adecuados (junto con sus correspondientes axiomas y reglas) o 
bien directamente “romper con el molde” de la líogica clíasica negando alguno 
de sus principios bísicos (ver [99]).

Las líogicas modales son ejemplos del primer míetodo, mientras que la 
lígica intuicionista y las de Lukasiewicz, que trataremos mís adelante, son 
ejemplos del segundo míetodo.

¿Quíe son las loígicas modales?

Esencialmente, se trata de sistemas formales en los cuales, ademías de 
los conectivos de la líogica clíasica, hay otros que denotan modalidades. Los 
conectivos claísicos son “funcionales-de-verdad” en el sentido de que el va-
lor de verdad de una fíormula compuesta es funciíon solo de los valores de 
verdad de sus componentes. Consideremos, sin embargo, proposiciones como 
por ejemplo: Necesariamente el ladron es el vecino. Vemos que su valor de 
verdad no depende solo de la verdad o falsedad de la proposiciíon el ladron 
es el vecino sino de otras circunstancias ambientales o temporales en que 
ella se expresa. Podemos considerar entonces que “necesariamente” es una 
modalidad que, sintíacticamente, se traduce en un conectivo unario. Suele 
simbolizarse con □ . Lo mismo ocurre con “posiblemente”, cuyo significado 
es “no es necesario que no” y se simboliza ♦. Podemos decir que una moda-
lidad aplicada a una proposiciíon expresa el modo en que ella es verdadera; 
por ejemplo, cuíando es verdadera (en quíe tiempo) o díonde es verdadera (en 
quíe lugar, en quíe mundo).

Existen dos grandes líneas en Lígica Modal que se abrieron a principios 
del 1900: la Lígica Intensional que estudií Lewis a partir de 1912 y las Lígicas 
Polivalentes, cuyo estudio fue iniciado por I. Lukasiewicz en 1922 (ver [21] 
[23]). Estas dos corrientes de pensamiento tienen como motivacion comun 
el tratamiento semíantico de operadores modales: se trata de cíomo atribuir 
valores de verdad a sentencias con tales operadores.

La forma de Lukasiewicz de abordar el problema, segun veremos en el 
Capítulo 9, es extender el conjunto de valores de verdad incluyendo uno mías 
(el 1/2), con lo cual se obtiene una logica trivalente. Lo que se extiende 
entonces es el codominio de las funciones de verdad. Luego se generaliza 
aquíella a la líogica n-valente, obtenida permitiendo un nuímero natural n de 
valores de verdad: 0,1/(n — 1),..., (n — 2)/(n — 1), 1. Posteriormente se llega 
a admitir valores de verdad que sean nímeros reales en el intervalo [0,1]: es 
la lígica L infinitovalente de Lukasiewicz.

El tratamiento que adopta la Líogica Intensional, utilizada tambiíen por 
Montague (ver [95], [94], [105]) para su modelo de gramítica, es el de extender 
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el dominio de las funciones que atribuyen valores de verdad, haciendo que 
el valor de verdad de una proposiciíon compuesta, ademías de depender del 
de sus componentes, dependa de otros paríametros o índices como tiempo, 
circunstancias, mundos posibles.

Como ejemplo, veamos esquemíticamente la definicion del sistema K de 
Líogica Modal.

Los símbolos del lenguaje son: los conectivos - (negaciíon), V (disyun- 
cion) y □ (operador necesidad), las variables proposicionales p1, p2,... y los 
símbolos auxiliares (, ).

Las fíormulas se definen recursivamente como de costumbre (considerando 
□ como operador unario). Llamaremos F al conjunto de las fírmulas.

Se toman como axiomas:

1. Axiomas del sistema L4,

2. □(A → B) → (□A → □B).

Se toman como reglas:

1. Modus Ponens,

2. A/ □A.

En cuanto a su semaíntica, para definirla se toman valuaciones que depen-
den no solo de las fírmulas sino de un conjunto M de “mundos posibles”, que 
representa las circunstancias en las que la fíormula ocurre. El modelo incluye 
una relaciín R de “accesibilidad” entre los elementos de M. Esta puede ser, 
por ejemplo, una relaciíon de orden que indique un orden temporal. Puede 
tomarse tambiín como dato un elemento distinguido m0 del conjunto M que 
sería el “mundo real”.

Podemos definir un modelo para el sistema K como una cuaterna M = 
(M, m0, R, V), donde: M es un conjunto no vacío, m0 ∈ M, R es una relaciín 
binaria en M y V, la valuation, es una funcion V : F × M —→ {0,1} que 
cumple las siguientes condiciones:

- Si A es una variable, entonces V(A, m0) = 0 í V(A, m0) = 1,

- Si A es -B, entonces V(A,m) = 1 si y solo si V(B,m) = 0,

- Si A es BVC, entonces V(A, m) = 1 si y solo si V(B, m) = 1 í V(C, m) = 
1,

- Si A es □B, entonces V(A,m) = 1 si y solo si para todo m' tal que 
mRm': V(B,m') = 1.
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- Si V(A,m) = 1 y mRm', entonces V(A,m') = 1.

Alternativamente, puede reemplazarse en el modelo la funciín V por una 
funciín K : F —→ P(M) tal que V(A,m) = 1 si y solo si m ∈ K(A). Es 
decir,

K(A) = {m : V(A,m) = 1}.

Aquí, K(A) es el “conjunto de verdad” de A.
Observemos que si A es —□—B (“es posible B”) entonces V(A,m) = 1 si 

y solo si existe m' tal que mRm': V(B,m') = 1. Esto significa intuitivamente 
que “Necesariamente p” es verdadera si y solo si p es verdadera en todas 
las circunstancias en que pueda darse. Aníalogamente: “Posiblemente p” es 
verdadera si existe alguna circunstancia en la que p sea verdadera.

Esta nociíon de “mundos posibles” ya aparece por el 1500 en Luis de 
Molina, en el Siglo de Oro español, y es retomada posteriormente por Leibniz. 
En la segunda mitad del siglo XX trabajan sobre esas ideas Hintikka y Kripke. 
Este uíltimo interpreta la líogica modal dando la definiciíon de modelo que 
vimos (particularmente en el caso en que R es una relaciíon de orden) y la 
aplica despuíes al cíalculo intuicionista. Esto le permite obtener la completud 
de este con relacion a los llamados posteriormente modelos de Kripke, segun 
veremos en el Capítulo 5.
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3. 9.  Ej e r ci ci os

1.  S e a  A  u n a  fír m ul a d e  L 4  y  s e a L 4 +  l a e xt e nsi o n  q u e  ti e n e c o m o  a xi o m as  

l os d e  L 4 mís  el a xi o m a A.  S e a n  Υ  y  Υ +  l os c o nj u nt os  d e  t e or e m as d e  

L 4 y  d e  L 4 +  r es p e cti v a m e nt e. Pr o b ar  q u e  Υ  =  Υ +  si y  s ol o si A  es u n  

t e or e m a d e  L 4 .

2.  S e a  C  l a fír m ul a (- p  →  q)  →  ( p →  - q).

a)  E n c o ntr ar  f oír m ul as A  y  B  t al es q u e  (- A  →  B)  →  ( A →  - B)  s e a  

u n a  c o ntr a di c ci oí n.

b)  Pr o b ar  q u e  L 4 +  (l a e xt e nsií o n  d e  L 4 q u e  ti e n e c o m o  a xi o m as  l os d e  

L 4 m as  el a xi o m a  C)  es t al q u e  Υ  γ  Υ + . ¿ Es  L 4 +  c o nsist e nt e ?

3.  S u p o n g a m os  q u e  P  es u n  sist e m a f or m al e n  el q u e  v al e n  al  m e n os  l os 

a xi o m as ( L4 1),. .., ( L4 8).  S e a  V a  =  {B  ∈  L  : F  A  →  B } .

a)  Pr o b ar  q u e  V a  =  A l ,̂ d o n d e,  p or  a b us o  d e  n ot a ci o n,  es cri bi m os A l^  

e n  l u g ar d e  {A } l^ .

b)  Pr o b ar  q u e  V a  - ∙. ∖ =  L .

4.  E n  l as mis m as  c o n di ci o n es  q u e  e n  el  ej er ci ci o a nt eri or:

a)  Pr o b ar  q u e  A l^ ∩  B l^ =  ( A V  B) l .̂

b)  D e d u cir  d e  est o q u e  el c o nj u nt o Ω - =  {A l^ : A  ∈  L}  es c err a d o  

p or  i nt ers e c ci o n es fi nit as, es d e cir  q u e  si s e ti e n e q u e  A ∕ ,..., A ζ  ∈  Ω - 

e nt o n c es  A ∕  ∩  ∙ ∙ ∙ ∩  A ζ ∈  Ω - .

c)  Pr o b ar  q u e  el c o nj u nt o Ω  d e  u ni o n es  d e  el e m e nt os d e  Ω - mís  el  

v a cí o  es u n a  t o p ol o gí a s o br e L  .

5.  E n  l as mis m as  c o n di ci o n es,  s e a W a  =  {B  ∈  L  : F  B  →  A } .

a)  Pr o b ar  q u e

W a  ∩  W b  =  W a λ b ∙

b)  Pr o b ar  q u e  W a → a  =  L .

c)  Pr o b ar  q u e  Π - =  { W a  : A  ∈  L}  es  c err a d o  p or  i nt ers e c ci o n es fi nit as.

d)  Pr o b ar  q u e  el c o nj u nt o Π  d e  u ni o n es  d e  el e m e nt os d e  Π - mís  el  

v a cí o  es u n a  t o p ol o gí a s o br e L .

N ot a:  e n  l os ej er ci ci os  q u e  si g u e n  el  sist e m a f or m al d e  r ef er e n ci a s erí  L 4 .
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6. Sea Γ = {A1, A2,..., An} un conjunto finito de fírmulas, A y B formu-
las. Probar que si toda valuacion que satisface ΓU{A} satisface tambiín 
B entonces la siguiente foírmula es una tautología:

(A1 Λ ∙ ∙ ∙ Λ An) → (A → B).

7. Sea Γ un conjunto de formulas y A una formula tales que Γ E A. Probar 
que existe un subconjunto finito Γ0 de Γ tal que Γ0 E A.

8. (Teorema de la deducciín) Sea Γ un conjunto de fírmulas, A, B fírmu-
las tales que Γ U {A} E B. Probar usando los dos ejercicios precedentes 
y la completud que Γ E A → B.

9. Sea Γ = {A → C, B → C}. Probar, usando (L48), que Γ E (A V B) → C 
(ver 3 en Ejemplo 3.1.2).

10. Probar que {C → A, C → B} E C → (A Λ B) usando el Teorema de la 
Deducciín (el segundo de Ejemplos 3.1.6).

11. a) Deducir las reglas (R11), (R12) y (R13).

b) Usando TD y las reglas (R1) y (R9) deducir (R15).

c) Deducir (R17) aplicando TD y las reglas (R14) y (R16).

12. Sea Γ una teoría del CPC. Se dice que Γ es completa si para toda 
fírmula A de L se tiene que A ∈ Γ o —A ∈ Γ y se dice que es prima 
si para todo par A, B de fíormulas de Γ tal que A V B ∈ Γ se tiene que 
A ∈ Γ o B ∈ Γ. Probar que Γ es completa si y solo si es prima. (Ayuda: 
usar (R18), (R8) y el principio del tercero excluido).

13. Mostrar que la aplicaciín canínica p : L —→ ACPC es una valuacion.

14. Probar que si es v una A-valuacion y h : A —→ B un homomorfismo 
entonces, v' = h o v es una B-valuaciín (Lema 3.5.9).
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Capítulo 4

Algebras de Heyting

Hemos visto en el Capítulo 2 que toda ílgebra de Boole es isomorfa a una 
subílgebra de un algebra de Boole cuyo universo es de la forma P (X) para 
cierto conjunto X. De manera que podemos siempre pensar a las íalgebras de 
Boole como “dentro” de un íalgebra de partes de un conjunto. En la clase de 
las íalgebras de Heyting, aquellas cuyo universo es un conjunto de abiertos de 
un espacio topoloígico juegan un rol anaílogo a las aílgebras de partes. Podemos 
pensar que un íalgebra de Heyting siempre estaí “dentro” de un íalgebra de 
abiertos de un espacio topolíogico. En particular, estos abiertos pueden ser 
los crecientes de cierto conjunto ordenado o los asociados a un íalgebra de 
clausura, como veremos en los teoremas de representaciíon.

Las íalgebras de Heyting generalizan a las íalgebras de Boole: toda íalgebra 
de Boole puede ser dotada de una estructura de íalgebra de Heyting.

Veremos en este capítulo las propiedades algebraicas bísicas de las ílge- 
bras de Heyting, especialmente aquellas que pueden traducirse en propie-
dades logicas; por ejemplo el teorema de la deducciín o el de teorema de 
Glivenko.

Hemos visto que el Cílculo Proposicional Clísico (CPC) tiene como ílge- 
bra de Lindenbaum un íalgebra de Boole. En el proíximo capítulo trataremos 
el Cílculo Proposicional Intuicionista (CPI) y demostraremos que lo que lla-
maremos su íalgebra de Lindenbaum es un íalgebra de Heyting.

4.1. Ejemplos y propiedades

En el Capítulo 2 definimos las íalgebras de Heyting como retículos con 
elemento mínimo 0 tales que para cada par de elementos x e y existe x → y, 
siendo x → y el míximo de los elementos z tales que x Λ z ≤ y. Alternati-
vamente, tambiíen vimos que las aílgebras de Heyting pueden definirse como 
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retículos con primer elemento en donde existe una operacioín binaria → que 
satisface para cada x, y, z la condicion x Λ y ≤ z si y solo si y ≤ x → z.

En lo que sigue vamos a definir a las aílgebras de Heyting como íalgebras, 
es decir, desde el punto de vista del ¿Álgebra Universal. Posteriormente proba-
remos que esta definiciíon es equivalente a la definiciíon de íalgebra de Heyting 
dada en 2.2.11 del Capítulo 2.

Definicion 4.1.1. Un ílgebra de Heyting es un algebra (H, ∧, V, →, 0,1) 
con tres operaciones binarias Λ, V, → y dos ceroarias 0, 1 tal que se verifican 
las condiciones:

H1 El reducto (H, Λ, V, 0,1) es un retículo distributivo acotado,

H2 x → x =1,

H3 (x → y) Λ y = y, (x → y) Λ x = x Λ y,

H4 x → (y Λ z) = (x → y) Λ (x → z), (x V y) → z = (x → z) Λ (y → z).

Observacion 4.1.2. Hay otras condiciones equivalentes a (H1),... ,(H4) 
que permiten definir la estructura de íalgebra de Heyting. Por ejemplo, en [2], 
IX,4 se define como un algebra (H, Λ, V, →, 0) tal que:

El reducto (H, Λ, V, 0) es un retículo distributivo con 0,

x Λ (x → y) = x Λ y,

x Λ (y → z) = x Λ ((x Λ y) → (x Λ z)),

z Λ ((x Λ y) → x) = z.

Los dos lemas siguientes prueban que la definiciíon de aílgebra de Heyting 
como retículo con primer elemento en donde para cada x, y existe el míaximo 
del conjunto de los z tales que x Λ z ≤ y (ver Definiciín 2.2.11 dada en el 
Capítulo 2) es equivalente a la Definiciín 4.1.1.

Lema 4.1.3. Sea (H, Λ, V, →, 0,1) tal que el reducto (H, Λ, V, 0,1) es un 
retículo distributivo acotado en el que se verifican H2, H3, H4. Entonces la 
operacion → satisface que x Λ y ≤ z si y solo si y ≤ x → z.

Demostracion. Sea x Λ y ≤ z. Luego, (x Λ y) Λ z = x Λ y. Por H4 tenemos 
que

x → (x Λ y) = x → ((x Λ y) Λ z)
= (x → (x Λ y)) Λ (x → z).



4.1. EJEMPLOS Y PROPIEDADES 113

De allí obtenemos que x → (x Λ y) ≤ x → z.
Ademaís, por H2, H4 y por ser 1 el uíltimo elemento vale que x → (xΛy) = 

x → y. Por ende, x → y ≤ x → z .En virtud de H3 tenemos que y ≤ x → y, 
por lo cual y ≤ x → z.

Recíprocamente, sea y ≤ x → z. Luego x Λ y ≤ x Λ (x → z)y por H3, 
x Λ (x → z) = x Λ z ≤ z. □

Lema 4.1.4. En toda álgebra de Heyting valen las siguientes propiedades de 
monotonía:

(M1) si x ≤ y entonces z → x ≤ z → y,

(M2) si x ≤ y entonces y → z ≤ x → z.

Demostracián. Supongamos que x ≤ y. Para probar (M1) basta ver que 
z Λ (z → x) ≤ y. Pero esto es verdad, dado que por H3 se tiene que z Λ (z → 
x) = z Λ x ≤ x ≤ y. Anílogamente se prueba (M2). □

Lema 4.1.5. Sea (H, Λ, V, 0) un retículo en el cual existe la operacián binaria 
→ que verifica x Λ y ≤ z si y solo si y ≤ x → z. Entonces, 
(H, Λ, V, →, 0,1) es un algebra en la cual valen H2, H3, H4.

Demostracián. Primero recordemos que necesariamente existe ultimo ele-
mento 1, ya que por ejemplo 0 → 0 es el míaximo elemento de H. Tambiíen 
recordemos que (H, Λ, V, 0,1) es un retículo distributivo acotado.

A continuaciíon probaremos H3 y H4, dejando H2 como ejercicio.
Como x Λ y ≤ y, se tiene que y ≤ x → y. Luego, x Λ y ≤ x Λ (x → y). 

Veamos la otra desigualdad. Como x → y ≤ x → y, implica x Λ (x → y) ≤ y. 
Ademas, x Λ (x → y) ≤ x. De estas ultimas desigualdades se deduce que 
x Λ (x → y) ≤ x Λ y. Por ende hemos probado H3.

A continuacioín probaremos H4. De y Λ z ≤ y e y Λ z ≤ z inferimos que 
x → (y Λ z) ≤ x → y y x → (y Λ z) ≤ x → z. Tomando ínfimos en las 
desigualdades anteriores obtenemos que

x → (y Λ z) ≤ (x → y) Λ (x → z).

Para probar la otra desigualdad basta probar que

x Λ ((x → y) Λ (x → z) ≤ (y Λ z),

lo cual se deduce usando dos veces H3.
Para probar que

(x V y) → z = (x → z) Λ (y → z)

se usa (M2) de 4.1.4. □
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Los lemas 4.1.3 y 4.1.5 justifican la Definiciín 4.1.1.
Frecuentemente nos referiremos a un íalgebra de Heyting mencionando 

solo su conjunto subyacente (ver 1.3.3).

Ejemplos 4.1.6.

1. Todo retículo distributivo finito puede ser dotado de una estructura de 
aílgebra de Heyting.

En efecto, sea (L, V, Λ, 0,1) un retículo finito y sean a,b ∈ L. Consi-
deremos el conjunto Iab = {c ∈ L : a Λ c ≤ b} = {c1,c2,... ,cn}. 
Este conjunto es no vacío porque contiene al 0. Definiendo t = Iab se 
puede probar que t = a → b. En efecto,

a Λ t = a Λ (c1 V c2 V ∙ ∙ ∙ V cn)
= (a Λ c1) V (a Λ c2) V ∙ ∙ ∙ V (a Λ cn)

≤ b.

Sin embargo, existen retículos distributivos (infinitos) en los que no es 
posible definir la operacion →. En efecto, tomemos el retículo (N, A) 
definido en 3. del Ejemplo 2.1.5 del Capítulo 2. Este retículo es distri-
butivo y acotado. Para el elemento 2 y el 1 (1 es el mínimo del retículo) 
veamos que no existe 2 → 1. En efecto, se tiene que

{z : z Λ 2 A 1} = {z : MCD(z, 2) = 1}
= { z : z impar} .

Claramente este conjunto no tiene míaximo.

2. Toda aílgebra de Boole puede ser dotada de una estructura de aílgebra 
de Heyting, siendo x → y = x V y.

3. Un conjunto totalmente ordenado puede ser dotado de una estructura 
de íalgebra de Heyting.

Sea (P, ≤) un conjunto totalmente ordenado. En el Capítulo 2 vimos 
que existen supremo e ínfimo para cada par de elementos. Podemos 
ademías definir una implicacioín de la siguiente manera:

{1 si p ≤ q

q si q < p.

Veamos que se cumple r Λ p ≤ q si y solo si r ≤ p → q.
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=⇒ Sea r Λp ≤ q. Si p ≤ q entonces r ≤ 1 = p → q. Si p > q, entonces 
r Λ p = r ≤ q (caso contrario sería r Λ p = p ≤ q, lo cual es un 
absurdo). Es decir, r ≤ p → q.

Sea r ≤ p → q. Debemos probar que r Λ p ≤ q. Supongamos que 
p ≤ q. Si r ≤ p entonces r ≤ p ≤ q = p → q. Si r > p entonces 
q ≥ p = r Λp. Supongamos ahora que p ≥ q. Como r ≤ p → q < p 
tenemos que r ≤ p. Por lo tanto, p Λ r = r ≤ q.

4. Ya hemos mencionado en el Capítulo 2 que los abiertos de un espacio 
topolígico sobre un conjunto X, con las operaciones U, ∩ forman un 
retículo distributivo acotado, siendo 0 el primer elemento y X el ultimo. 
Tambiíen observamos que no constituyen un íalgebra de Boole, ya que 
el complemento de un abierto no tiene por quíe ser abierto. Pero los 
abiertos de X sí forman un ílgebra de Heyting. Nos falta definir la 
implicaciíon.

Sea (X, T) un espacio topologico.1 Dado un subconjunto Y de X, el 
interior de Y, denotado Yo, es el mayor abierto contenido en Y. Se 
caracteriza por la siguiente condition:

1Las nociones topológicas que usaremos pueden consultarse, por ejemplo, en [83].

x ∈ Yo si y solo si Y contiene un abierto que contiene a x.

De esta caracterizaciíon surge que

(1) Yo ⊆ Y,

(2) si un conjunto Y es abierto entonces Y = Yo,

(3) si Y ⊆ Z entonces Yo ⊆ Zo.

En forma dual, la clausura de un conjunto Y, denotada Y, se define 
por:

x ∈ Y si y solo si para todo abierto U que contiene a x, U ∩ Y = 0.

Se puede mostrar que

(4) Yc = (Yo)c, siendo Ac = X — A (el complemento de A en X).

De esta manera, dados dos abiertos A y B de T definimos

A → B = (Ac U B)o,

Probaremos que para todo abierto D se cumple que
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D ∩ A ⊆ B si y solo si D ⊆ A → B

=⇒ Sea D ∩ A ⊆ B. Entonces,
Ac U (D ∩ A) ⊆ Ac U B, de donde
Ac U D ⊆ Ac U B.
Luego: D ⊆ Ac U D ⊆ Ac U B.
Por la propiedad (3) del interior: Do ⊆ (Ac U B)o.
Entonces, por (2): D = Do ⊆ (Ac U B)o = A → B.

Sea D ⊆ A → B.
Luego, como (AcUB)o ⊆ AcUB (por la propiedad (1) del interior), 
se tiene que
A ∩ D ⊆ A ∩ (Ac U B) = A ∩ B ⊆ B.

Hemos probado entonces que (T, U, ∩, →, 0, X) es un algebra de Hey- 
ting.

5. Sea (P, ≤) un conjunto ordenado. Hemos visto en el Capítulo 2 que 
(P+, U, ∩, 0, P) es un retículo acotado, siendo

P+ = {Q : Q ⊆ P, Q creciente}.

Veamos que este es, en realidad, un caso particular del anterior (ver 
Ejemplos 2.1.5 del Capítulo 2). Podemos considerar a los conjuntos 
crecientes como los abiertos de una topología sobre P. Esto es correcto: 
0 y P son crecientes, interseccioín finita y unioín cualquiera de crecientes 
es creciente.

Debemos calcular entonces (Rc U S)o.

Para lograr este fin, calculemos primero la clausura de un conjunto 
cualquiera D. Queremos probar que D = (D], siendo (D] = {z : z ≤ t 
para cierto t ∈ D} (ver 2.1.5, Ejemplo 7).

En efecto, x ∈ D si y solo si todo creciente U que contiene a x tiene 
intersecciín no vacía con D. Eso equivale a decir que [x) tiene intersec- 
ciín no vacía con D. Esto significa que existirá un y ≥ x tal que y ∈ D, 
lo que es equivalente a decir que x ∈ (D], como queríamos probar.

Usando esto y la propiedad (4) del interior tenemos que:
---------------------c

(Rc U S)o = ((Rc U S)c) = ((Rc U S)c]c = (R ∩ Sc]c.

Por lo tanto, hemos probado que (P+, U, ∩, →, 0, P) es un ílgebra 
de Heyting, siendo R → S = (R ∩ Sc]c.
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Propiedades
Veremos ahora algunas propiedades de las íalgebras de Heyting que nece-

sitaremos mas adelante. Denotaremos como x* al pseudocomplemento de x, 
que es x → 0. Para las demostraciones usaremos indistintamente las definicio-
nes equivalentes que hemos dado para las íalgebras de Heyting. En particular, 
recordemos la siguiente propiedad del pseudocomplemento: xΛy = 0 si y solo 
si x ≤ y*.

Lema 4.1.7. Sea (H, Λ, V, →, 0,1) un algebra de Heyting. Se verifican las 
siguientes propiedades para toda terna x, y, z de elementos de H:

(a) x ≤ y si y solo si x → y = 1,

(b) x → (y → z) = (x Λ y) → z,

(c) (x V y)* = x* Λ y*,

(d) x → y ≤ y* → x*,

(e) x Λ (y → z) = x Λ ((x Λ y) → (x Λ z)).

Demostracion.

(a) Si x ≤ y entonces: x Λ 1 = x ≤ y, luego 1 es el míaximo de los z tales 
que x Λ z ≤ y, es decir, x → y = 1. Recíprocamente, sea x → y = 1. 
Como 1 ≤ x → y tenemos que x ≤ y.

(b) La desigualdad (x Λ y) → z ≤ x → (y → z) equivale a probar que 
(x Λy) Λ ((x Λy) → z) ≤ z, lo cual es verdadero. La recíproca se prueba 
similarmente.

(c) Es consecuencia de H4.

(d) Lo que se pide es equivalente a y* Λ (x → y) ≤ x*, que a su vez 
es equivalente a x Λ (y* Λ (x → y)) = 0. Asociando y conmutando: 
(x Λ (x → y)) Λ y* = (x Λ y) Λ y* = x Λ (y Λ y*) = x Λ 0 = 0.

(e) Probemos en primer lugar las siguientes desigualdades:

x Λ (y → z) ≤ (x Λ y) → (x Λ z) (4.1)

x Λ ((x Λ y) → (x Λ z)) ≤ y → z. (4.2)

Para probar (4.1) basta ver que (x Λ y) Λ (x Λ (y → z)) ≤ x Λ z. Esto
se cumple porque el primer miembro es x Λ y Λ z. Anaílogamente, para 
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probar (4.2) basta probar que y Λ (x Λ ((x Λ y) → (x Λ z))) ≤ z, lo cual 
tambiíen se cumple.

Tomando ínfimo con x en ambos miembros de (4.1) y (4.2) entonces 
obtenemos las dos desigualdades que prueban la igualdad buscada. □

Lema 4.1.8. Sea (H, Λ, V, →, 0,1) un algebra de Heyting. Se verifican las 
siguientes propiedades para todo x e y de H:

(a) x ≤ x**,

(b) x*** = x*,

(c) x Λ y = 0 si y solo si x** Λ y = 0,

(d) (x Λ y)** = x** Λ y**,

(e) (x V y)** = (x** V y**)**,

(f) (x → y)* = x** Λ y*.

Demostracion.

(a) Se deja como ejercicio.

(b) Tambiíen se deja como ejercicio.

(c) Como x Λ y ≤ x** Λ y, x** Λ y = 0 implica x Λ y = 0. Recíprocamente, 
sea x Λ y = 0. Eso implica y ≤ x* = x***, por (b). Luego, x** Λ y = 0.

(d) En primer lugar, por la propiedad de monotonía (M2), como xΛy ≤ x, y 
se tiene x*, y* ≤ (x Λ y)*, de donde (x Λ y)** ≤ x**, y** y por lo tanto 
(x Λ y)** ≤ x** Λ y**.

A continuacioín probaremos la otra desigualdad, es decir, que x**Λy** ≤ 
(xΛy)**. Basta ver que x** Λy** Λ(xΛy)* = 0. Por (c), esto es equivalente 
a xΛy** Λ (xΛy)* = 0, que a su vez es equivalente a xΛy Λ (xΛy)* = 0. 
Pero esto uíltimo es cierto.

(e) Por (c) del Lema 4.1.7, (x V y)** = (x* Λ y*)* y (x** V y**)** = (x*** Λ 
y***)*. Por (b) tenemos que (x***Λy***)* = (x*Λy*)*. Luego, (xVy)** = 
(x** V y**)**.

(f) En primer lugar, y ≤ x → y implica que (x → y)* ≤ y*. Por (M1) 
del Lema 4.1.4 tenemos que x* = x → 0 ≤ x → y, lo que implica 
(x → y)* ≤ x**. Por ende, (x → y)* ≤ y* Λ x**.
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Por otra parte, usando dos veces la propiedad (e) del Lema 4.1.7,

x** Λ y* Λ (x → y) = x** Λ y* Λ ((x Λ y*) → (y Λ y*))
= x** Λ y* Λ ((x Λ y*) → 0)
= x** Λ y* Λ ((x Λ y*) → (0 Λ y*))
= x** Λ y* Λ (x → 0)
= x** Λ y* Λ x*

= 0.

Por lo tanto
y* Λ x** ≤ (x → y)*,

de donde y* Λ x** = (x → y)*. □

Lema 4.1.9. Sea (H, Λ, V, →, 0,1) un algebra de Heyting. Las siguientes 
aserciones son equivalentes:

(a) (H, Λ, V,*, 0,1) es un algebra de Boole,

(b) x V x* = 1,

(c) x** = x,

(d) x → y = y* → x*,

(e) x → y = x* V y.

Demostracion.

(a)^⇒(b) Por ser * pseudocomplemento vale que x Λ x* = 0. La condiciín
(b) asegura que * es complemento en H.

(b)= ⇒(c) Por (a) del Lema 4.1.7, x ≤ x**. Luego obtenemos que

x** = x** Λ 1

= x** Λ (x V x*)
= (x** Λ x) V (x** Λ x*)
= x 0
= x.
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(c) =⇒(d) Por (d) del Lema 4.1.8 tenemos que

y* → x* ≤ x** → y**

y usando la hipítesis (c) tenemos que

y* → x* ≤ x → y.

La otra desigualdad sale de (f) del Lema 4.1.8.

(d) =⇒(e) Probemos primero que (d) implica (b).

Sea z ∈ H. Veamos que z → (x* V x) = 1. Por (d) y por 4.1.7,(c):

z → (x* V x) = (x* V x)* → z*

= (x** Λ x*) → z*

=0→z
= 1.

Luego z ≤ x* V x para todo z. Tomando z = 1 obtenemos que 
x* V x = 1.

Probemos ahora (e). Para esto debemos ver que x* V y es el maxi-
mo z tal que z Λ x ≤ y.

En primer lugar,

(x* V y) Λ x = (x* Λ x) V (y Λ x)
= 0 V (y Λ x) 
≤y

Veamos ahora que es míaximo. Se tiene:

z Λ x ≤ y si y solo si z ≤ x → y
si y solo si z ≤ y* → x*

si y solo si z Λ y* ≤ x*.

Usando esa ultima desigualdad y el hecho de que z Λ y ≤ y obte-
nemos tomando supremo en ambos miembros y distribuyendo:

z λ  (y* v  y) ≤ x* v  y,

y como y* V y = 1, deducimos que

z ≤ x* V y,

como queríamos demostrar.

(e)= ⇒(b) Es consecuencia de H2. □
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4.2. Congruencias y homomorfismos
En esta seccioín vamos a estudiar las congruencias en íalgebras de Hey- 

ting, es decir, aquellas relaciones de equivalencia que permiten definir una 
estructura de íalgebra de Heyting en el correspondiente cociente.

Algunas de las demostraciones que vimos en el Capítulo 2 para íalgebras 
de Boole serían las mismas en este caso. En particular, probaremos que existe 
una biyecciíon entre las congruencias y los filtros de un aílgebra de Heyting 
dada.

Ya hemos definido filtro en un retículo y filtro implicativo en un íalgebra 
de Boole, tomando como implicacion: x → y = x V y = x* V y.

Un filtro implicativo en un íalgebra de Heyting se define como en el caso 
de las íalgebras de Boole, solo que tomamos como implicacioín la regida por 
las condiciones H1-H4.

Lema 4.2.1. Sean H un algebra de Heyting y F ⊆ H. Entonces F es un 
filtro implicativo si y solo si F es un filtro.

Demostracion. La demostracion es la misma que la hecha en el Lema 2.3.5, 
Capítulo 2, para algebras de Boole. □

Analicemos ahora, dado un filtro, la condiciíon que, seguín veremos, define 
una congruencia de aílgebras de Heyting.

Lema 4.2.2. Sea H un algebra de Heyting, F un filtro de H. Las siguientes 
condiciones son equivalentes:

(a) Existe f ∈ F tal que x Λ f = y Λ f,

(b) x → y ∈ F, y → x ∈ F,

(c) (x → y) Λ (y → x) ∈ F.

Demostracion.

(a) =⇒(b) Supongamos que x Λ f = y Λ f. Luego, x Λ f ≤ y y por ende
f ≤ x → y, de donde se sigue que x → y ∈ F. Analogamente, 
y → x ∈ F.

(b) =⇒(c) Vale por ser F filtro.

(c) =⇒(a) Sea f = (x → y) Λ (y → x). Tenemos que

x Λ ((x → y) Λ (y → x)) = x Λ y Λ (y → x)
= x Λ y.

Analogamente y Λ ((x → y) Λ (y → x)) = x Λ y. Es decir, x Λ f = 
y λ  f. □
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Observacion 4.2.3. Segun lo visto en las nociones de Algebra Universal del 
Capítulo 1, una congruencia en un íalgebra de Heyting es una relaciíon de 
equivalencia R que verifica las siguientes condiciones:

(Inf) Si xRy y uRv entonces (x Λ u)R(y Λ v),

(Sup) Si xRy y uRv entonces (x V u)R(y V v),

(Imp) Si xRy y uRv entonces (x → u)R(y → v).

A diferencia de lo que sucede con las íalgebras de Boole, en un aílgebra 
de Heyting sí puede haber congruencias de retículo que no sean de Heyting 
(que no cumplan Imp). El siguiente es un ejemplo sencillo de esa situacioín.

Sea (K, V, Λ, →, 0,1) donde K = {0,a, 1}, la cadena de tres elementos 
con la implication definida como en el tercero de los Ejemplos 4.1.6. Sea 
P = {{0,a}, {1}} una particiín, la cual determina una congruencia R de 
retículo. Sin embargo, no cumple Imp. En efecto, se tiene aRa y 0Ra pero 
a → 0 = 0 no estí relacionado con a → a = 1.

Hemos visto en 2.3.9 del Capítulo 2 que la condiciín (a) del Lema 4.2.2 
define una congruencia de retículos y que F = |1|. Veamos que dicha con-
gruencia de retículos es tambiíen una congruencia de íalgebras de Heyting.

Teorema 4.2.4. Sea F un filtro en un algebra de Heyting H. Sea ≡f  la 
siguiente relacion binaria definida en H:

x ≡f  y si y solo si existe f ∈ F tal que x Λ f = y Λ f.

La relacián ≡f  es una congruencia. Mas aun, F = |1|.

Demostracion. Solo debemos probar Imp. Para ello usaremos H3 de la De- 
finiciín 4.1.1. Sean x,y,u,v ∈ H tales que xRy, uRv. Entonces, existen 
f, f' ∈ F tales que x Λ f = y Λ f, u Λ f' = v Λ f'. Observemos que f Λ f' ∈ F. 
Veamos que

(x → u) Λ (f Λ f') = (y → v) Λ (f Λ f').

Probar que (x → u) Λ (f Λ f') ≤ y → v equivale a ver que

(x → u) Λ y Λ f Λ f' ≤ v.

Notemos que

(x → u) Λ y Λ f Λ f' = (x → u) Λ x Λ f Λ f'

≤ u Λ f Λ f'

≤ v Λ f Λ f'

v.
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Por ende, (x → u) Λ (f Λ f') ≤ y → v, por lo cual

(x → u) λ  (f λ  f') ≤ (y → v) λ  (f λ  f,).

La otra desigualdad sale automíaticamente, por la simetría del razonamiento.
□

Con esto hemos probado que a cada filtro le corresponde una congruencia 
con respecto a la cual ese filtro es justamente la clase del 1. Veamos, recípro-
camente, que dada una congruencia, si tomamos la clase del 1 obtenemos un 
filtro y la congruencia es justamente la asociada a íel.

Teorema 4.2.5. Sea R una congruencia de un algebra de Heyting H. Luego 
|1| es un filtro y R es la relacion asociada a ese filtro. Es decir, xRy si y solo 
si existe f ∈ |1| tal que x Λ f = y Λ f, lo que equivale a afirmar que R =≡∣1∣.

Demostracion. Para demostrar que |1| es un filtro se procede como en el 
Teorema 2.3.13 para el caso de íalgebras de Boole.

Supongamos ahora que xRy. Como yRy y R es congruencia de Heyting, 
(x → y)R(y → y), o sea, (x → y)R1. Anaílogamente (y → x)R1, o sea que 
x → y ∈ |1|, y → x ∈ |1|. Por el Lema 4.2.2 se tiene que existe f ∈ |1| tal 
que x Λ f = y Λ f, o sea, x ≡∣1∣ y. Recíprocamente, si existe f ∈ |1| tal que 
x Λ f = y Λ f, por ser fR1 y xRx tenemos que (f Λ x)R(1 Λ x), de donde 
(f Λ y)Rx. Aníalogamente podemos ver que (f Λ y)Ry, por lo que xRy. Es 
decir, hemos probado que xRy si y solo si x ≡∣1∣ y, es decir que R = ≡∣1∣. □

Basíandonos en estos resultados, podemos generalizar lo demostrado para 
las ílgebras de Boole en 2.3.14 del Capítulo 2: dada un algebra de Heyting 
existe una biyecciíon entre las congruencias y los filtros.

Corolario 4.2.6. Sea H un algebra de Heyting. Sean Fil(H) el conjunto de 
los filtros de H y Con(H) el conjunto de las congruencias de H. Existe una 
biyeccion entre Con(H) y Fil(H).

Demostracion. Se deja como ejercicio. □

Observacion 4.2.7. El Corolario 2.3.10 del Capítulo 2, Secciín 3, muestra 
que la congruencia de retículo ≡[a) asociada a un filtro principal [a) se define 
por: x ≡[a) y si y solo si x Λ a = y Λ a. Con la misma demostracion se prueba 
que la congruencia de algebra de Heyting ≡[a) es la asociada al filtro principal 
[a). Abusaremos de notaciín y escribiremos ≡a en lugar de ≡[a).

La congruencia principal Rab generada por un par de elementos (a, b) es 
la mínima congruencia R tal que aRb (ver Capítulo 1, Ejemplos 1.3.17).
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Lema 4.2.8. Sean a, b ∈ H, H algebra de Heyting. La congruencia Rab es la 
asociada al filtro principal generado por el elemento (a → b) Λ (b → a), que 
abreviaremos a θ b.

Demostracián. Por la observaciín 4.2.7, la congruencia a. .b se define por: 
x a. .b y si y solo si x Λ (a θ b) = y Λ (a θ b). Veamos que ella coincide 
con Rab, para lo cual debemos probar que a a. .b b y que es la mínima 
congruencia que contiene al par (a, b).

En primer lugar,

a Λ (a θ b) = a Λ b = b Λ (a θ b).

Por lo tanto, a a. .b b.
En segundo lugar, sea R una congruencia tal que aRb. Por lo tanto, se 

puede probar (ejercicio) que 1R(a θ b). Sean x,y tales que x a. .b y, o sea, 
xΛ(a θ b) = yΛ(a θ b). Como xRx y 1R(a θ b) entonces xR(xΛ (a θ b)), 
de donde xR(y Λ (a θ b)). Anílogamente podemos obtener yR(y Λ (a θ b)). 
Pero entonces, xRy. Luego, a. .b esta contenida en R, con lo cual probamos 
que a. .b es la mínima congruencia que contiene al par (a, b). □

Veamos ahora que tambiíen hay correspondencia entre filtros y homo- 
morfismos suryectivos. En efecto, a cada filtro le corresponde la aplicaciíon 
canínica al cociente por ese filtro y a cada homomorfismo h le corresponde 
el filtro h-1({1}).

Observacion 4.2.9. Sean H y K algebras de Heyting, y f : H → K una 
funciín. Segun lo visto en el Capítulo 1, diremos que f es un homomorfismo 
de íalgebras de Heyting si se cumplen las siguientes condiciones para cada 
x, y ∈ H:

1 f(x λ y) = f(x) λ  f(yL

2. f(x v  y) = f (x) v  f(yL

3. f (0) = 0, f (1) = 1,

4. f (x → y) = f (x) → f (y).

Si f es biyectiva entonces f se llamaraí isomorfismo de íalgebras de Heyting. 

Teorema 4.2.10. Sea H un algebra de Heyting, F un filtro de H, sea H/F 
el conjunto de las clases de equivalencia determinadas por F. El algebra 
(H/F, V, Λ, →, |0|, |1|) es un algebra de Heyting, siendo las operaciones de-
finidas por: |x| |y| = |x y|, donde simboliza las operaciones V, Λ, → 
respectivamente.

La aplicacián canánica al cociente pF : H —→ H/F, definida por pF(x) = 
|x|, es un homomorfismo suryectivo de algebras de Heyting.
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Demostracion. Se desprende del resultado general 1.3.19 dado en el Capítu-
lo 1. □

Si F es un filtro de un aílgebra de Heyting H sabemos que ≡F es su 
congruencia asociada. Muchas veces se escribe H/F en lugar del cociente 
de H por ≡F . La congruencia Rh del Lema que sigue fue mencionada en el 
Capítulo 1, 1.3.20.

Lema 4.2.11. Si h : H —→ K es un homomorfismo de algebras de Heyting 
entonces el subconjunto h-1({1}) de H es un filtro, y su congruencia asociada 
es Rh.

Demostracion. Se demuestra de la misma manera que el Lema 2.3.17 del 
Capítulo 2. □

Teorema 4.2.12. Sea h : H —→ K un homomorfismo suryectivo de algebras 
de Heyting. Entonces el cociente H/h-1 ({1}) es isomorfo a K.

Demostracion. Sale del Teorema 1.3.20 del Capítulo 1, teniendo en cuenta 
que la clase del 1 por la relacion Rh es h-1 ({1}). □

Sea p : H —→ H/h-1 ({1}) la aplicaciín canínica al cociente. El isomorfis-
mo f : H/h-1 ({1}) —→ K del Teorema 4.2.12 estí definido por f (|x|) = h(x) 
y es el que hace conmutar el siguiente diagrama:

H/h-1({1})

4.3. Teorema algebraico de la deduccion

En el Capítulo 2 vimos el teorema algebraico de la deduccioín para íalge- 
bras de Boole, a partir de la expresiíon del filtro generado por un conjunto. 
Demostraremos ahora que vale de la misma manera para las íalgebras de Hey- 
ting. Posteriormente aplicaremos este resultado para demostrar el teorema 
loígico de la deduccioín para el cíalculo intuicionista.

Sea H un aílgebra de Heyting. Hemos visto en el Lema 2.4.5 del Capítulo 2 
la demostraciíon de que el filtro generado por un conjunto X = 0 tiene la 
forma

F(X) = {z ∈ H : z ≥ x1 Λ x2 Λ ∙ ∙ ∙ Λ xn para ciertos x1,x2,... xn ∈ X}.
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Asimismo, para un elemento x ∈ H:

F (X U{x}) = {z ∈ H : z ≥ x1Λx2Λ∙ ∙ ∙ΛxnΛx para ciertos x1,x2,...,xn ∈ X}.

Si X = 0 tenemos que F(0) = {1} y que F(X U {x}) = [x).
Algunas demostraciones que hemos hecho valen tambiíen en el contexto 

de íalgebras de Heyting dado que se usaron solo propiedades de retículos.

Teorema 4.3.1 (Teorema algebraico de la deducciíon). Sea H un algebra de 
Heyting. Sean x,y ∈ H y X ⊆ H. Luego

y ∈ F(X U {x}) si y solo si x → y ∈ F(X).

Demostracion. El caso X = 0 es inmediato, por lo cual supondremos que 
X = 0. Notemos que y ∈ F(X U {x}) si y solo si existen x1, x2,..., xn ∈ X 
tales que y ≥ x1 Λ x2 Λ ∙ ∙ ∙ Λ xn Λ x. Esto ultimo es equivalente a que x → 
y ≥ x1 Λ x2 Λ ∙ ∙ ∙ Λ xn, por la propiedad que caracteriza la implication. Pero 
esto significa que x → y ∈ F (X). □

4.4. Teorema algebraico de Glivenko

En esta seccioín veremos un resultado que vincula las aílgebras de Heyting 
con las de Boole y que tiene su correlato líogico. Veremos posteriormente, en 
efecto, que este teorema es como un “puente” que permite pasar de fírmu- 
las del caílculo intuicionista a fíormulas del cíalculo clíasico. En primer lugar, 
necesitamos algunas definiciones, motivadas por el ejemplo del íalgebra de 
Heyting de los abiertos de un espacio topolíogico.

Si (X, T) es un espacio topolígico, un subconjunto abierto Y de X se 
dice denso si Y = X y regular si (Y)o = Y. Se tiene

Y * = Y → 0 = (Yc U 0)o = (Yc)o = (Y )c,

de donde
Y ** = (((Y )c)c)o = (Y )o.

Luego Y es denso si Y* = 0 e Y es regular si Y** = Y.

Definicion 4.4.1. Sea H un algebra de Heyting, x ∈ H. Diremos que x es 
denso si x* = 0 y regular si x** = x. Denotaremos con De(H) (respecti-
vamente Reg(H)) a los elementos densos (respectivamente regulares) de H. 
Observemos que 1 es denso, y que 0 y 1 son regulares.
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Lema 4.4.2. Sea H un algebra de Heyting y x ∈ H.

(a) El elemento x V x* es denso,

(b) Un elemento x es regular si y solo si existe y ∈ H tal que x = y*.

Demostracion. Se deja como ejercicio. □

Lema 4.4.3. El conjunto De(H) es un filtro de H.

Demostracion. Para todo x vale que 1 → x = x, por lo cual 1* = 0. Es decir, 
1 ∈ De(H).

Probaremos ahora que De(H) es creciente. Sea x ∈ De(H) tal que y ≥ x, 
por lo cual y* ≤ x*. Por ende, y ∈ De(H).

Sean x, y ∈ De(H) y veamos que x Λ y ∈ De(H). Se tiene:

(y Λ x) Λ (x Λ y)* = 0 = y Λ (x Λ (x Λ y)*),

de donde
x Λ (x Λ y)* ≤ y* = 0.

Esto a su vez implica que

(x Λ y)* ≤ x* = 0.

Por lo tanto, (x Λ y)* = 0, es decir, x Λ y ∈ De(H). □

Teorema 4.4.4 (Teorema de Glivenko). Sean H un algebra de Heyting y 
rH : H —→ Reg(H) la aplicacion definida por rH(x) = x**. Definimos en 
Reg(H) las siguientes operaciones:

x Vr y := (x V y)**

x Λr y := x Λ y
: _  x*

Entonces, (Reg(H), Vr, Λr,~, 0,1) es un algebra de Boole. Ademas, rH es un 
homomorfismo suryectivo de algebras de Heyting y se verifica que H/De(H) 
es isomorfo a Reg(H).

Demostracion. Por el Lema 4.4.2 tenemos que rH esta bien definida porque 
x** es un elemento regular. Ademís rH es suryectiva porque todo elemento 
regular es de la forma x**.

Veremos a continuaciíon que las operaciones definen una estructura de 
algebra de Boole en Reg(H).
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y * * )* *

T e n e m os  q u e  pr o b ar  q u e  x  V r y  es el mí ni m o  r e g ul ar m a y or  o  i g u al q u e  

l os el e m e nt os  x  e y.  P or  ( a) d el  L e m a  4. 1. 8  t e n e m os q u e

x,  y  ≤  x  V  y  ≤  ( x V  y) * * .

S e a  w  t al q u e  w  =  w * * ( es d e cir,  r e g ul ar) y  es c ot a  s u p eri or d e  x  e y.  C o m o  

w  ≥  x  V  y,  s e ti e n e q u e  w  =  w * * ≥  ( x V  y) * * . L u e g o,  x  V r y  es  l a mí ni m a  c ot a  

s u p eri or.

El  h e c h o  d e q u e  el í nfi m o d e d os  el e m e nt os r e g ul ar es es u n  el e m e nt o  

r e g ul ar es u n a  c o ns e c u e n ci a  d e  ( d) d el  L e m a  4. 1. 8 .

C o m o  0, 1  s o n r e g ul ar es, h e m os  pr o b a d o  q u e  ( Re g( H ), V r, Λ r, 0, 1 ) es u n  

r etí c ul o a c ot a d o.  V e a m os  q u e es  h o m o m orfis m o  c o n  r es p e ct o a  es a  estr u c -

t ur a.

E n  ef e ct o, ( 0) =  0,  ( 1) =  1. A d e mís,  p or  ( e) d el  L e m a  4. 1. 8 :

O/( x  V  y)  =  ( x V  y) * *

* *

=  (r∏ ( x) V  ∏∕ ( y))* *

=  θ∕ ( x) V r O/( y).

C o n  r es p e ct o al  í nfi m o, p or  l a pr o pi e d a d  ( d) d el  l e m a cit a d o:

O/( x  Λ  y)  =  ( x Λ  y) * *  

=  x * * Λ  y * *  

=  θ∕ ( x) Λ r O/( y),

pr o b a n d o  e nt o n c es  q u e r es p et a l as o p er a ci o n es  V r, Λ r, 0  y  1.

C o m o es s ur y e cti v a, p or  l a distri b uti vi d a d  d e  l as o p er a ci o n es  e n H  

s e ti e n e q u e  l as o p er a ci o n es  e n R e g( H ) t a m bií n distri b u y e n  ( pr o b ar c o m o  

ej er ci ci o).

R est a  pr o b ar  q u e  el  ps e u d o c o m pl e m e nt o  a ct u a  c o m o  c o m pl e m e nt o  s o br e  

l os r e g ul ar es, p ar a  l o c u al  s ol o h a y  q u e  v er  q u e  si x  es u n  el e m e nt o  r e g ul ar 

e nt o n c es x  V r x * =  1, es d e cir, ( x V  x * )* * =  1. Est o  s e d e d u c e  d e ( a) d el  

L e m a  4. 4. 2 .

H ast a  a q uí  h e m os  pr o b a d o  q u e  ( Re g( H ), V r, Λ r ,* , 0, 1 ) es u n  íl g e br a d e  

B o ol e.  L u e g o,  es u n  í al g e br a d e  H e yti n g  c o n  l a i m pli c a cií o n d efi ni d a  p or

x  → r y  =  x *  V r y  =  ( x* V  y) * * .

Pr o b ar e m os  a h or a  q u e es  h o m o m orfis m o  d e  al g e br as  d e  H e yti n g,  p ar a  

l o c u al s ol o f alt a v er  q u e

O/( x  →  y)  =  O/( x)  → r O/( y).
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Primero notemos que por (f) del Lema 4.1.8 tenemos que

rR(x → y) = (x → y)** = (x** Λ y*)*. (4.3)

Por otro lado, usando la definicion de implicacion en Reg(H) obtenemos 
que

rH(x) →r rH(y) = x** →r y**

(x*** V y**)**.

Luego, por (b) del Lema 4.1.8 y por (c) del Lema 4.1.7, tenemos que

(x*** V y**)** = (x* V y**)** = (x** Λ y*)*. (4.4)

En virtud de (4.3) y (4.4) inferimos que

rH(x → y) = rH(x) →r rH(y).

Definimos el homomorfismo f : H/De(H) —→ Reg(H) como f (|x|) = 
rH(x). En otras palabras, el homomorfismo f hace conmutar el siguiente 
diagrama:

H------ → Reg(H)

p

H/De(H)

Veremos finalmente que f es un isomorfismo. Por el Teorema 4.2.12 de 
la Secciín 2 basta probar que r-1({1}) = De(H). Esta igualdad es cierta ya 
que en efecto tenemos que

rH (x) = 1 si y solo si x** = 1
si y solo si x* = 0

si y solo si x es denso.

4.5. Teoremas de representacion

□

¿Quí es un teorema de representaciín?

En este contexto, lo que resulta de un tal teorema es “representar” un 
íalgebra de Heyting visualizíandola a travíes de alguín ejemplo conocido. Se 
trata de ver un íalgebra de Heyting como algo un poco menos abstracto, en 
un marco mías accesible.
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Daremos dos teoremas de representaciíon. Ambos muestran a un aílgebra 
de Heyting como un íalgebra de abiertos de cierto conjunto.

En el primer teorema, se la muestra como subaílgebra de un aílgebra de 
Heyting cuyos elementos son conjuntos crecientes de un conjunto ordenado 
(ver Ejemplos 4.1.6 al principio del capítulo). Dada un ílgebra de Heyting 
H, el conjunto ordenado en cuestiíon sería el de los filtros primos de H y el 
orden sería el de la inclusiíon entre ellos.

En el segundo, el resultado de Mc Kinsey y Tarski dice que toda ílgebra de 
Heyting puede verse como un ílgebra de abiertos de un algebra de clausura. 
Las íalgebras de clausura aparecen como asociadas a la semíantica de las logicas 
modales, de las que hablamos en el Capítulo 3.

En el Capítulo 2 vimos, a partir del teorema de Birkhoff de representaciín 
de retículos distributivos finitos, que toda íalgebra de Boole finita es isomorfa 
a una de la forma P (X), para cierto conjunto X. Tambiín probamos el 
teorema de Stone de representaciíon de íalgebras de Boole: toda íalgebra de 
Boole es isomorfa a una subíalgebra de una de esa forma. Este resultado 
tambiíen puede deducirse del primer teorema de representaciíon de aílgebras 
de Heyting que daremos a continuaciíon.

Observacion 4.5.1. Todo retículo distributivo finito admite una implicaciín 
de Heyting y por lo tanto, una estructura de íalgebra de Heyting. Recípro-
camente, toda íalgebra de Heyting finita tiene un reducto que es un retículo 
distributivo finito. El teorema de Birkhoff de representacioín de retículos fi-
nitos que mencionamos reciíen tambiíen vale para aílgebras de Heyting finitas, 
pues se prueba que la aplicaciín σ definida en el teorema de Birkhoff preserva 
→.

El teorema de representaciíon que veremos ahora puede considerarse una 
generalizaciíon de este. En efecto, un retículo distributivo finito es “generado 
por primos” en el sentido de que cada uno de sus elementos es supremo de 
elementos primos (los que son menores o iguales que íl).

Definicion 4.5.2. Un retículo L en el que existen Xy X para cualquier 
subconjunto X de L (finito o no) se llama completo.

Sea L un retículo completo. Un elemento x = 0 es completamente primo o 
c-primo si xi ≥ x (I finito o infinito) implica que existe i tal que xi ≥ x.

Un retículo completo se llama generado por primos o abreviadamente pg 
si cada elemento es supremo de c-primos.

Puede probarse (ejercicio) que los elementos de la forma [p) = {q ∈ P : 
p ≤ q} son c-primos en todo retículo cuyo universo es de la forma P+.

Luego P+ es pg, ya que, si U ∈ P +, U = ∣Jp∈u [p) (la igualdad se demues-
tra como en 2.5.4).
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La recíproca tambiíen es cierta, es decir, si un retículo es pg entonces es 
isomorfo a uno de la forma P+. En particular, el retículo tiene estructura de 
íalgebra de Heyting.

Lo que vamos a demostrar es que toda aílgebra de Heyting puede “mirarse” 
dentro de una cuyo retículo subyacente es pg.

Previamente se enuncia el siguiente lema, cuya demostraciíon se propone 
como ejercicio.

Lema 4.5.3. Un homomorfismo de algebras de Heyting f : H —→ K es 
inyectivo si y solo si f-1({1}) = {1}.

Teorema 4.5.4. Dada un algebra de Heyting H, sea (H*, ⊆) el conjunto 
ordenado en donde H* se define como el conjunto de filtros primos de H. 
Sea (H*)+ = {C : C ⊆ H*, C creciente}, y definimos la aplicacion eH : 
H —→ (H*)+ como

eH(x) = {F : F ∈ H*, x ∈ F}.

Entonces, eH es un homomorfismo inyectivo de algebras de Heyting.

Demostracion. En primer lugar, como F ⊆ G, x ∈ F implica x ∈ G, se ve 
que eH(x) es efectivamente un conjunto creciente de filtros primos.

Veamos que eH preserva las operaciones de aílgebra de Heyting.
Por la condicion de ser F filtro: F ∈ eH (x Λ y) si y solo si x Λ y ∈ F 

sii x ∈ F, y ∈ F si y solo si F ∈ eH(x), F ∈ eH(y). Luego, eH(x Λ y) = 
eH(x) ∩ eH(y).

Por ser F filtro primo: F ∈ eH (x V y) sii x V y ∈ F sii x ∈ F o y ∈ F sii 
F ∈ eH(x) o F ∈ eH(y). Entonces: eH(x V y) = eH(x) U eH(y).

Veamos: eH (x → y) = eH (x) =⇒ eH (x).
Recordemos que la implicaciín en (H*)+ es X =⇒ Y = (X ∩ Yc]c.
Sea F ∈ eH(x → y), o sea, x → y ∈ F.
Debemos ver que F ∈ (eH(x) ∩ eH(y)c]c, es decir: F ∈ (eH(x) ∩ eH(y)c]. 

Esto significa demostrar que no existe un filtro primo G tal que F ⊆ G y 
x ∈ G, y ∈ G. Supongamos que existe un filtro primo G tal que F ⊆ G y 
x ∈ G. Como x → y ∈ F, G ⊇ F, tendríamos x ∈ G, x → y ∈ G lo que 
implica y ∈ G, absurdo.

Recíprocamente, sea F ∈ (eH(x) ∩ eH(y)c]c. Probemos, por la contra-
recíproca, que F ∈ eH(x → y), o sea, que x → y ∈ F.

Supongamos que x → y ∈ F y consideremos el filtro F' generado por 
F U {x}. Por el Corolario 2.4.9 del Capítulo 2,

F' = {z : z ≥ x Λ f, f ∈ F}.
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Entonces, F' cumple las tres condiciones siguientes: F' ⊇ F, x ∈ F', y ∈ F'. 
En efecto, veamos esto ultimo por el absurdo; si fuera y ∈ F', entonces 
existiría f ∈ F tal que y ≥ x Λ f. Luego, sería f ≤ x → y y tendríamos 
x → y ∈ F, contra lo supuesto.

El filtro F' no es necesariamente primo, pero por un corolario del TFP 
(teorema del filtro primo), como y ∈ F', existe un filtro primo G tal que 
G ⊇ F' y y ∈ G. Luego, x ∈ G (pues x ∈ F'), G ⊇ F, y ∈ G. Entonces, 
F ∈ (eH(x) ∩ eH(y)c]c. Hemos probado entonces que

(⅛(x) ∩ ⅛(y)c]c ⊆ ⅛(x → y).

Como todo filtro primo es propio, 0 ∈ F para todo F primo. Es decir, 
eH(0) = 0. Ademas 1 ∈ F para todo F primo, luego eH(1) = H*.

Para probar que eH es un homomorfismo inyectivo basta probar, por el 
Lema 4.5.3, que ⅛1({H*}) = {1}.

Sea x tal que eH(x) = {1} = H*, es decir, tal que x ∈ F para todo filtro 
primo F .Si x 1, entonces, por el teorema del filtro primo, existiría un 
filtro G tal que x ∈ G, 1 ∈ G, absurdo. □

Como dijimos, podemos deducir de este resultado el teorema de represen- 
taciíon de las íalgebras de Boole que vimos en el Capítulo 2:

Teorema 4.5.5 (Teorema de Stone). Sea B un algebra de Boole. Existe un 
conjunto X tal que B es isomorfa a una subalgebra del algebra de Boole 
P (X).

Demostracián. Sea X el conjunto B* de todos los filtros primos de B. Como 
cada filtro primo F es maximal, F ∈ B* es incomparable con todos los otros 
elementos de B*. Luego, los crecientes de B* son todas las partes de B*, es 
decir, (B*)+ = P(B*). Luego, B es isomorfa a una subalgebra de P(B*). El 
isomorfismo es eB, considerado de B en la subílgebra eB (B) de P (B*). □

Veremos en seguida un corolario de este teorema, que es, en realidad, otra 
forma de presentar el teorema. Pero antes debemos probar el siguiente lema, 
que generaliza lo visto en el Ejercicio 14 del Capítulo 2.

Lema 4.5.6. Dado un conjunto S = 0, el algebra de Boole cuyo universo es 
P(S), con las operaciones habituales, es isomorfa al algebra de Boole producto 
2'.

Demostracián. Sean h : P(S) —→ 2S y k : 2S 
T ⊆ S, u ∈ S, por: h(T) = (h(τ)u)u∈s, siendo 

P(S) definidas, para

h(T )„ =
si u ∈ T 
si u ∈ T
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k((as)s∈S) = {s ∈ S : as = 1}.

Veamos que k es la inversa de h.
Se tiene

k(h(T)) = {s ∈ S : h(T)s = 1}
= {s ∈ S : s ∈ T} = T.

Por otra parte, h(k((as)s∈s)) = h({s ∈ S : as = 1}), por lo que

h(k((as)s∈S))u =
si u ∈ {s ∈ S : as = 1} 
si u ∈ {s ∈ S : as = 1},

lo que significa que

h(k((as)s∈S))u
1 si au = 1 
0 si au = 0.

Luego,
h(k((as )s€S))u = (as)sES.

Probaremos ahora que h es un homomorfismo.
Es sencillo ver que para todo u h(0)u = 0 y que h(S)u = 1 para todo u. 

Veamos, componente a componente, que h(T U U) = h(T) V h(U). En efecto,

h(T U U)u =1 si y solo si u ∈ T U U
si y solo si u ∈ T o u ∈ U
si y solo si h(T)u =1 o h(U)u = 1
si y solo si h(T)u V h(U)u = (h(T) V h(U))u = 1.

Analogamente h(T∩U) = h(T)∩h(U). Por ultimo, veamos que h(Tc) = h(T).

h(Tc)u = 1 si y solo si u ∈ Tc 

si y solo si u ∈ T.

Por otra parte:

h(T )u = 1 si y solo si h(T)u = 0 
si y solo si u ∈ T. □

Observacion 4.5.7. La funciín h del Lema 4.5.6 es la que lleva un subcon-
junto T en la funcion característica de T, generalmente denotada χ ¡ (ver la 
Seccion 1 del Capítulo 1).

Si S = 0, P(S) es un conjunto unitario que podemos pensar isomorfo al 
íalgebra de Boole trivial.
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Corolario 4.5.8. Toda algebra de Boole B es isomorfa a una subalgebra del 
producto A1, donde A = 2, I = B*.

Demostracián. El isomorfismo f se obtiene componiendo eB con h, como 
muestra el diagrama.

B

P(B': h - 2B*

Es decir que f : B —→ f (B) ⊆ 2B* estí dada por la asignacion f (x) 
(aP)p∈b * , siendo aP = 1 si y solo si x ∈ P. □

Hemos visto que los abiertos de un espacio topologico (X, T) forman, 
con operaciones adecuadas, un algebra de Heyting (ver Ejemplos 4.1.6 de la 
Secciíon 2). Los abiertos son partes del conjunto X. Las partes de un conjunto 
forman un íalgebra de Boole a la cual le podemos agregar un operador de 
clausura, del cual ya vimos allí algunas propiedades.

Veremos ahora un segundo teorema de representaciíon que muestra que 
toda aílgebra de Heyting es isomorfa al íalgebra de abiertos de un íalgebra de 
clausura.

Definicion 4.5.9. Un algebra de clausura (B,cl) es un ílgebra de Boole 
B = (B, V, Λ,-, 0,1) munida de un operador cl : B —→ B que cumple las 
siguientes condiciones:

1) x ≤ cl(x).

2) x ≤ y implica cl(x) ≤ cl(y).

3) cl(cl(x)) = cl(x).

4) cl(x V y) = cl(x) V cl(y).

5) cl(0) = 0.

Un elemento x ∈ B es cerrado si cl(x) = x y abierto si su complemento 
es cerrado: cl(x) = x. El interior xo de un elemento x se define como xo = 
(cl(x)). Luego, un elemento es abierto si coincide con su interior.

Como dijimos, el ejemplo motivador de un íalgebra de clausura estía dado 
a partir de un espacio topologico (X, T), donde el algebra de Boole es P(X) 
y la clausura es la dada por la topología. Es decir, si Y ⊆ X entonces

t ∈ cl(Y) si y solo si para todo abierto U tal que t ∈ U vale que U ∩ Y = 0.
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Ejercicio: probar que cl verifica las condiciones 1), ..., 5).

Teorema 4.5.10. Sea (B,cl) un algebra de clausura, Bo el conjunto de los 
elementos abiertos de B. Entonces, (Bo, V, Λ, →, 0,1) es un algebra de Hey-
ting, donde → se define por x → y = (cl(x Λ y)) = (x V y)o.2

2No confundir: x (complemento de x) con cl(x) (clausura de x).

Demostracion. En esta demostracioín nos referiremos a las condiciones 1),...,5) 
de la clausura.

Veamos en primer lugar que las operaciones V y Λ estaín bien definidas 
en Bo.

Sean x, y elementos de Bo, es decir, abiertos. Luego, x = cl(x), y = cl(y). 
Probaremos que

x Λ y = cl(x Λ y).

Por la condicion 2) tenemos que cl(x Λ y) ≤ cl(x) y cl(x Λ y) ≤ cl(y). Por 
ende,

cl (x Λ y) ≤ cl (x) Λ cl (y).

Por otro lado, por la propiedad 1) tenemos que

x Λ y ≤ cl (x Λ y)
≤ cl (x) Λ cl (x)
= x Λ y.

Por esta razíon hemos probado que

x Λ y = cl(x Λ y).

Como x Λ y es cerrado, resulta su complemento x V y abierto.
Por otra parte, usando la condiciíon 4) tenemos que

x V y = cl (x) V cl (y)
= cl(x V y).

Luego, (x V y) = x Λ y es abierto.
Como cl(1) ≥ 1 tenemos que cl(1) = 1. Por 5) tenemos que cl(0) = 0.

Por esto 0 y 1 son abiertos (y cerrados).
Finalmente veremos que la implicacioín x → y cumple la condicioín de ser 

el míximo elemento z tal que x Λ z ≤ y.
Debemos probar que x Λ (x → y) = x Λ (cl(x Λ y)) ≤ y, lo que es equiva-

lente a x V cl (x Λ y) ≥ y.
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Por la condicioín 1) tenemos que

x V cl (x Λ y) ≥ x V (x Λ y)
= (x V x) Λ (x V y)
= 1 Λ (x V y)
= x V y 

≥ y.

Ahora probaremos que si es z abierto tal que x Λ z ≤ y, entonces z ≤ 
(cl(x Λ y)) o, lo que es equivalente,

z ≥ cl(x Λ y).

Notemos que x Λ z ≤ y implica x V (x Λ z) ≤ x V y. Operando con el 
primer miembro y teniendo en cuenta que z ≤ x V z, tenemos que z ≤ x V y. 
Por esto, z ≥ (x V y) = x Λ y, de donde se deduce que cl(z) = z ≥ cl(x Λ y), 
como queríamos demostrar. □

Teorema 4.5.11 (Mc Kinsey-Tarski). Toda algebra de Heyting es isomorfa 
al algebra de abiertos de un algebra de clausura.

La demostraciíon de este teorema puede encontrarse, por ejemplo, en [2, 
IX, 9].
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4.6. Ejercicios

1. Sea H un íalgebra de Heyting. Probar que H es un íalgebra de Boole si 
y solo si {x ∈ H : x* = 0} = {1}.

2. Sean H un íalgebra de Heyting y f : H → {0, 1} una funciíon. Probar 
que f-1({1}) es un filtro maximal si y solo si f es un homomorfismo 
de íalgebras de Heyting.

3. Sea L un retículo distributivo acotado. Supongamos que para cada 
x ∈ L existe x* = maíx{y ∈ L : x Λ y = 0}. Probar las siguientes 
afirmaciones:

a) 0* = 1, 1* = 0,

b) x ≤ x** y dar un ejemplo en donde x x**,

c) x ≤ y implica y* ≤ x*,

d) (x V y)* = x* Λ y*,

e) x* V y* ≤ (x Λ y)* y dar un ejemplo en donde x* V y* (x Λ y)*,
f) x*** = x*,

g) x* = 0 = y* implica (x Λ y)* = 0,

h) (x Λ y)** = x** Λ y**,

i) (x Λ y)* = (x* V y*)**,

j) (x V y)** = (x** V y**)**.

4. Bajo las mismas hipoítesis que el Ejercicio 3, probar que las siguientes 
condiciones son equivalentes:

a) H es un íalgebra de Boole.

b) x ≤ y si y solo si y* ≤ x*.

c) x** = 1 si y solo si x = 1.

d) x Λ y = (x* V y*)* = x** Λ y**.

5. Sean H un algebra de Heyting, 3 = {0,1, 2} y f : H —→ 3 una funciín. 
Definimos F1 = {x ∈ H : f (x) ≥ 1} y F2 = {x ∈ H : f (x) = 2}. Probar 
que f es un homomorfismo de íalgebras de Heyting si y solo si valen las 
siguientes condiciones:

a) F2 ⊆ F1.

b) F1 es un filtro maximal.
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c) F2 es un filtro primo.

d) Si x ∈ F1 entonces x* ∈ F2.

e) Si x, y ∈ F1 — F2 entonces x → y ∈ F2.

6. Sea L un retículo en el que para todo x ∈ L existe el pseudocomple- 
mento x*. Sea F un filtro de L. Probar que, para x,y ∈ L, si x ≡f  y 
entonces ((x Λ y*) V (y Λ x*))* ∈ F. Mostrar un contraejemplo de que 
la recíproca no es cierta.

7. Sea H un ílgebra de Heyting, R una congruencia de H. Probar que 
xRy si y solo si (x θ y) R 1, donde x θ y = (x → y) Λ (y → x).

8. (Lema 4.4.2) Sea H un algebra de Heyting, x ∈ H. Probar las siguientes 
afirmaciones:

a) El elemento x V x* es denso.

b) Un elemento x es regular si y solo si existe y ∈ H tal que x = y*.

9. (Lema 4.5.3) Probar que un homomorfismo de ílgebras de Heyting 
f : H —→ K es inyectivo si y solo si f-1({1}) = {1}.

10. Probar que en toda íalgebra de Heyting H valen las siguientes afirma-
ciones:

a) x Λ z = y Λ z si y solo si z ≤ x θ y.

b) x Λ (x θ y) = y Λ (x θ y).

c) Dada una funcion f : H2 —→ H, si f (x, y) Λ a = f (x Λ a, y Λ a) Λ a 
para cada x, y, a, b ∈ H entonces f (x, y) Λ a Λ b = f (x Λ a, y Λ b) Λ a Λ b 
para cada a, b, x, y ∈ H. ¿Vale esta propiedad en un retículo?

d) Sea f : H2 —→ H una funciín tal que f (x, y) Λa = f (x Λ a, y Λ a) Λ a 
para cada x, y, a, b ∈ H. Probar que

f (a, b) Λ (x θ a) Λ (y θ b) = f (x, y) Λ (x θ a) Λ (y θ b).

Sugerencia: usar (b) y (c).

11. Sea ρz una relacion definida en el algebra de Heyting H por

x ρz y si y solo si z ≤ x θ y.

Probar que ρz es una congruencia y determinar el filtro asociado a la 
misma.

Sugerencia: usar el ejercicio anterior.
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12. Si consideramos “conjunciíon elemental” de n variables a una expresiíon 
de la forma x¡\ Λ ∙ ∙ ∙ Λ x^, donde x0 = (xi)* y x1 = xi, probar que en
toda ílgebra de Heyting vale que

(V(fc1,...,fcn)e{o,1}n (x11 λ  ∙ ∙ ∙ λ  xn)) = 1

Sugerencia: usar el Ejercicio 1 del Capítulo 2 y el Teorema de Glivenko.
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Capítulo 5

Calculo proposicional 
intuicionista

Alrededor del año 1900, Hilbert pretendía fundamentar la matemítica en 
un enorme sistema axiomítico de manera que cualquier “verdad matemítica” 
pudiera demostrarse mecíanicamente aplicando reglas a partir de sus axiomas. 
Sin embargo, como hemos mencionado en el Capítulo 1, ya Lovachevsky en 
1826 había logrado construir una teoría geomítrica consistente (sin contra-
dicciones) y “no euclidiana”. Si algo que se creía bísico e inamovible como la 
geometría de Euclides no tenía fundamento sílido, ¿sería posible fundamen-
tar toda la matemíatica? Fue el inicio de una crisis, a la que contribuyío mías 
tarde la para entonces sorprendente teoría de conjuntos de Cantor con su 
tratamiento novedoso del concepto de infinito y las paradojas, especialmente 
la de Russell. La lígica clísica empezaba a tambalear.

Hilbert proponía varias condiciones para su sistema axiomíatico: entre 
otras, que fuera consistente y completo desde el punto de vista sintíactico. 
La consistencia de un sistema axiomíatico significa que el mismo estíe libre de 
contradicciones, es decir, para toda proposiciíon p no puede ocurrir que p y 
—p resulte un teorema. Que un sistema axiomítico resulte sintícticamente 
completo significa que para cada proposiciíon p existe una demostraciíon de 
p o de —p. Tambiín resulta importante la cuestiín de la decidibilidad: un 
sistema axiomíatico es decidible si para cada proposiciíon puede encontrarse 
mecíanicamente en un nuímero finito de pasos la respuesta a la pregunta sobre 
si existe o no una demostraciíon para ella. Esto puede hacerse en el cíalculo 
proposicional claísico, que hemos visto, mediante las tablas de verdad, ya que 
toda tautología es un teorema. Aparecieron, sin embargo, problemas dentro 
de la matemaítica que no son decidibles de esa manera: el llamado díecimo 
problema de Hilbert, por ejemplo (ver [57, 7.1]).

Posteriormente, en base a resultados que fueron apareciendo, quedío pro-

141
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bado que las condiciones propuestas por Hilbert eran inalcanzables. El teore-
ma de Godel, en ese sentido, fue uno de los que tuvieron mayor repercusiín. 
Afirma que cualquier sistema axiomaítico que formalice de manera adecua-
da la aritmíetica es incompleto: existe una proposiciíon tal que ni ella ni su 
negaciíon son demostrables. Surgieron tambiíen algunos sistemas líogicos, co-
mo el de Lukasiewicz que veremos mís adelante, donde falta la consistencia. 
Pero, de todos modos, Hilbert y otros contemporíaneos hicieron un aporte 
importante: estudiaron sistemíaticamente los fundamentos de la matemíatica 
e iniciaron el estudio de lo que despuíes se llamío Logica matematica.

En realidad, Hilbert se refería a sistemas que axiomatizan fíormulas “de 
primer orden”, mías complejas que las tratadas en este libro, donde solo habla-
mos de proposiciones simples ligadas por conectivos (cílculo proposicional). 
Pero nos hemos extendido en este tema porque interesaba describir el con-
texto donde se desarrollaron las ideas de la logica intuicionista, objetivo de 
este capítulo.

Uno de los axiomas baísicos de la líogica clíasica es el principio del ter-
cero excluido: para toda proposicion p, vale p V —p. La lígica intuicionista 
se caracteriza por no aceptar el principio del tercero excluido y estar liga-
da al constructivismo. Dentro de la matemíatica, esto se manifiesta como la 
corriente que solo acepta demostraciones de existencia constructivas. Para 
los que siguen esta corriente, demostrar que algo existe significa mostrarlo, 
exhibirlo, construirlo. ¿En quí influye en esto el tercero excluido? Daremos 
brevemente una explicaciíon.

Supongamos que queremos demostrar que existe un cierto x que cumple 
una propiedad P. Un matemítico podría suponer que tal x no existe (para 
lo cual estaría asumiendo que existe o no existe) y llegar a un absurdo, 
con lo cual consideraría demostrada la existencia de x que verifica P. Pero 
esto no conformaría a un constructivista. Como en la demostraciíon se usa 
esencialmente el principio del tercero excluido p V— p, debe rechazar entonces 
este razonamiento.

Veamos un ejemplo simple de prueba de existencia donde la prueba no 
construye el objeto que existe (prueba no constructiva).

Consideremos la siguiente afirmacioín:

Existen a, b irracionales tales que ab es racional.
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Primera prueba (no constructiva):1

1Dov Jarden, “A simple proof that a power of an irrational number to an irrational
exponent may be rational”, Curiosa No. 339 in Scripta Mathematica 19:229 (1953).

√2Consideremos a = b = √2. Si \/2 es racional, el problema estí resuelto.
√2Caso contrario vamos a considerar a' = √2 y b' = √2. Entonces tenemos 

que

(a' )b' = ( √ .

= ( √2)2 

= 2.

Segunda prueba (constructiva):
Tomemos a = yz2 y b = log2 9. Ambos números son irracionales. En 

efecto, se conoce el hecho de que √2 es irracional. Veamos que log2 9 tambiín 
lo es. Supongamos que b es de la forma m/n con m y n numeros enteros. 
De esto se deduce que 2m = 9n, esto implica que el primer miembro es par 
y el segundo miembro es impar, lo cual es un absurdo. Es inmediato ver que 
ab = 3, que es un numero racional.

Son muy comunes las demostraciones matemaíticas en las que se prue-
ba que si cierto ente no existiera entonces se llegaría a un absurdo. Muchos 
matemíaticos cuestionaron este tipo de demostraciones: Kronecker, Poincaríe, 
Borel, Lebesgue y especialmente Brouwer, que crea la corriente filosífica lla-
mada intuicionismo. En 1930, Heyting estudia la teoría de Brouwer desde 
el punto de vista loígico-matemaítico y da un sistema axiomíatico para dicha 
loígica. En este capítulo estudiaremos al Cíalculo Proposicional Intuicionista, 
abreviadamente, CPI.

5.1. Sistema formal

En el Capítulo 3 hemos mencionado tres sistemas formales para el CPC. 
Vamos a mencionar ahora dos para el CPI, que se obtienen respectivamente 
a partir de C y de L4.

En el sistema C, el principio del tercero excluido figura como axioma 
(XII). Suprimiendo ese axioma y manteniendo el lenguaje, los demís axio-
mas y la regla (MP) obtenemos un sistema formal para el CPI.

Utilizaremos en este capítulo el sistema, debido al propio Heyting, que 
llamaremos LI. La uínica diferencia de este sistema con el L4 es el uíltimo 
axioma: —A → (A → B), que sustituye al ——A → A del sistema L4.
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Sistema LI
Lenguaje y reglas

Son los mismos que los del sistema L4.

Axiomas

(LI1) A → (B → A).

(LI2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)).

(LI3) (A Λ B) → A.

(LI4) (A Λ B) → B.

(LI5) A → (B → (A Λ B)).

(LI6) A → (A V B).

(LI7) B → (A V B).

(LI8) (A → C) → ((B → C) → ((A V B) → C)).

(LI9) (A → B) → ((A → —B) → —A).

(LI10) —A → (A → B).

Como dijimos, el axioma ——A → A de L4 ha sido sustituido por el axioma 
—A → (A → B).

De ——A → A puede deducirse —A → (A → B). En efecto, fue probado 
que en el cíalculo proposicional clíasico vale la regla

' T

Luego, por el Teorema de la deducciín,

I—A → (A → B).

Sin embargo, de —A → (A → B) no puede deducirse ——A → A en el CPI. 
Veremos esto semínticamente en la Secciín 4, Observaciín 5.4.6.

Observacion 5.1.1. En relaciín con lo que acabamos de senalar, podemos 
ver que el CPC es una extension del CPI (ver 1.4.7). En efecto, basta agregar 
el axioma ——A → A (o bien el principio del tercero excluido —A V A) al CPI 
para obtener el CPC. Ademías es una extensiíon propia, porque hay teoremas 
del CPC (como ——A → A) que no son teoremas del CPI.
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En adelante nos referiremos, sin mencionarlo cada vez, solo a fíormulas y 
propiedades del sistema LI.

En lo que sigue utilizaremos las definiciones de deducciíon, teorema, con-
secuencia, teoría, etc. dadas en el Capítulo 1.

Observacion 5.1.2. Las demostraciones del Capítulo 3 que no dependen del 
ultimo axioma valen en este caso. Ya tenemos mucho “trabajo hecho”. Por 
ejemplo, vale el teorema de la deduccioín, que es tan uítil, puesto que depende 
solo de los dos primeros axiomas del sistema formal.

Haremos ahora una lista de algunos resultados demostrados para el CPC 
que siguen valiendo para el CPI.

Teorema 5.1.3. Sean A y B formulas cualesquiera, y sea Γ un conjunto de 
formulas. Si A → B es consecuencia de Γ, entonces B es consecuencia del 
conjunto Γ U {A}.

Teorema 5.1.4 (Teorema de la deduccion). Sean A y B formulas cua-
lesquiera, y sea Γ un conjunto de formulas. Si B es consecuencia de Γ U {A} 
entonces A B es consecuencia de Γ.

Las demostraciones de estos dos metateoremas son las mismas que las del 
Capítulo 3.

Valen para el CPI las siguientes reglas:

(R1) A
B→A ,

(R2)
A→(B→C) , A→B

A→C ,

(R3) a λ b
A ,

(R4) a λ b
B ,

(R5)
A , B 
a λ b ,

(R6) A
AVB ,

(R7) B
AVB ,

(R8)
A→C , B→C 

(AVB)→C ,
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(R9)
A→B , A^—B 

zA

(R11) c →a  , c →b
(R11) c →(Aλ b ) ,

(R12) A→B 
(Aλ c )→(b λ c ) ,

A→B
(c λ A)→(c λ b ) ,(R12')

(R13)
A→(B→C) 
(AΛB)→C

(R14) A
——A ,

(R15) A→B ,
—B→-ιA ,

(R18) —A
A→B .

Excepto la regla (R18), las reglas listadas aquí se demuestran de la misma 
manera que para el CPC. La regla (R18) se deduce del axioma (LI10).

5.2. Algebra de Lindenbaum

Como hemos mencionado anteriormente, si construimos a partir de las 
fíormulas del CPI el cociente por la misma relaciíon de equivalencia que para 
el CPC obtendremos en este caso un íalgebra de Heyting, que sería llamada el 
algebra de Lindenbaum del CPI. El cambio del ultimo axioma, que implica la 
falta del principio del tercero excluido, hace la diferencia. En efecto, al pasar 
al cociente obtendremos una operacion ()* (pseudocomplemento) que cumple 
la condiciín de “complemento” con respecto al ínfimo pero no al supremo.

Sea LCPI el conjunto de formulas del calculo proposicional intuicionista 
axiomatizado segun el sistema LI. Los dos lemas siguientes se demuestran 
de la misma manera que los analogos Lema 3.2.1 y Lema 3.2.2, parte (a) del 
Capítulo 3.

Lema 5.2.1. Si A, B y C son formulas de LCPI entonces la siguiente formula 
es un teorema:

((A V B) Λ C) → ((A Λ C) V (B Λ C)).
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Lema 5.2.2. Sea A una formula de Lcpi . Entonces tenemos que

I—∣(A Λ —A) (principio de no contradiccián).

Lema 5.2.3. Sea P la siguiente relacián en Lcpi :

A P B si y solo si I A → B .

La relacián P es un preorden.

Demostracián. En el Ejemplo 2 del Capítulo 3 se probí que I A → A usando 
solo los dos primeros axiomas. Luego, tambiíen deducimos A → A en el CPI.

Anílogamente, en el Ejemplo 4 del Capítulo 3 probamos que la fírmula 
A → C es consecuencia de Γ, siendo Γ = {A → B, B → C}. De nuevo, la 
prueba solo depende de los dos primeros axiomas, por lo que vale en el CPI.

Luego, P es preorden en Lcpi . □

Lema 5.2.4. La relacián binaria ≡ en Lcpi  dada por

A ≡ B si y solo si A P B y B P A

es una relacián de equivalencia.

Lema 5.2.5. Sea Acpi  = Lcpi / ≡. Sean X, Y ∈ ACPI y sea A la siguiente 
relacián en Acpi  : X A Y si y solo si A A B para A ∈ X y B ∈ Y. Entonces, 
A esta bien definida y es un orden en ACPI.

Demostracián. Es consecuencia de la Observaciín 1.2.7 dada en el Capítu-
lo 1. □

Lema 5.2.6.

(a) Sea A ∈ Lcpi . Entonces, I A si y solo si para toda clase |B| vale 
que |B| A |A|. En particular, el conjunto de los teoremas forma una 
clase de equivalencia que resulta ser el ultimo elemento de ACPI, al 
cual llamaremos 1.

(b) Sea A ∈ Lcpi . Entonces, I--- A si y solo si para toda clase |B| vale
que | A| A |B|. En particular, el conjunto de formulas cuya negacián es 
un teorema forma una clase de equivalencia que resulta ser el primer 
elemento de ACPI, al cual llamaremos 0.

Demostracion. La demostraciíon es la misma que la del Lema 3.2.6 del Capítu-
lo 3. □
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Con todos estos resultados, estamos en condiciones de demostrar el si-
guiente teorema.

Teorema 5.2.7. El conjunto ordenado (ACPI, A) es un retículo acotado.

Demostracion. Se demuestra de la misma manera que se hace en el Teore-
ma 3.2.8 del Capítulo 3 para el conjunto ordenado (ACPC, A). □

Vamos a denotar con el mismo símbolo a las operaciones respectivamente 
de ínfimo, supremo e implicaciíon definidos en ACPI que a los conectivos Λ, 
V y →, símbolos del lenguaje del sistema LI.

Teorema 5.2.8. Sea Acpi  = (Acpi , Λ, V, →, 1, 0) el algebra cuyas opera-
ciones estan definidas por:

|A| Λ |B| = |A Λ B|,
|A| V |B| = |A V B|,
|A| → |B| = |A → B|,

1 = | A → A| ,
0 = |A Λ—A|.

Entonces, ACPI es un algebra de Heyting.

Demostracion. En primer lugar, probemos que → estía bien definida en ACPI. 
Sean A' y B' tales que |A| = |A'| y |B| = |B'| o sea: I A → Az, I Az → A, 
I B → B', I B' → B. Veamos, usando el Teorema de la deduccion, que 
I (A → B) → (A' → B'). Para eso basta probar que (A → B), Az I B'.

(i) A' → A.

(ii) B → B'.

(iii) A → B (hipoítesis adicional).

(iv) A' (hipotesis adicional).

(v) A, de (i), (iv) y MP.

(vi) B, de (iii), (v) y MP.

(vii) B', de (ii), (vi) y MP.

Hemos probado entonces I (A → B) → (A' → B'). Anílogamente, se 
prueba I (A' → B') → (A → B), y por lo tanto: |A → B| = |A' → B'|, con 
lo que → estía bien definida.

Ahora veamos que la implicaciíon definida es la correcta. Tenemos que 
probar que | A → B| cumple las siguientes dos condiciones:
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(1) |A → B| Λ |A| A|B|,

(2) Si |C| es tal que |C| Λ |A| A |B| entonces |C| A |A → B|.

La condition (1) se cumple por (MP). Para probar (2) supongamos que 
|C∏A| A |B|, es decir, I (CΛA) → B. De allí podemos deducir que A, C I B. 
Utilizando luego el Teorema de la deducciín inferimos que I C → (A → B), 
es decir, |C| A |A → B|.

Hemos completado entonces la prueba de que ACPI es un ílgebra de 
Heyting. □

El ílgebra ACPI es el algebra de Lindenbaum del CPI.

5.3. Valuaciones

Daremos ahora la siguiente definicioín, de acuerdo con la Definiciíon 1.4.12 
del Capítulo 1.

Definicion 5.3.1. Dada un ílgebra de Heyting H, una H-valuacián v es una 
aplicaciín v : Lcpi  —→ H, que verifica las siguientes condiciones:

(V1) v(A Λ B) = v(A) Λ v(B),

(V2) v(A V B) = v(A) V v(B),

(V3) v(A → B) = v(A) → v(B),

(V4) v(—A) = (v(A))*.

En particular, la aplicaciín canínica p : Lcpi  —→ Acpi  es una ACPI- 
valuacioín (se deja como ejercicio).

Definicion 5.3.2. Sean A ∈ Lcpi  y H un algebra de Heyting. Diremos que 
A es vílida en H (o H-valida) si para toda H-valuaciín v vale que v(A) = 1. 
Diremos que A es valida si es H-vílida para toda ílgebra de Heyting H, lo 
cual se denotara como F A.

Ejemplo 5.3.3. Daremos un ejemplo sencillo de una valuation a valores 
en el algebra de Heyting de universo {0,a, 1} (conjunto ordenado de tres 
elementos con 0 < a < 1). Notar que la implicaciín esta dada por
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→ 0 a 1

0 1 1 1

a 0 1 1

1 0 a 1

Sea v : LCPI —→ {0, a, 1} definida por v(p1) = 1, v(p2) = a y v(p4) = a. 
Suponemos definido el valor de v en las demís variables, pero no nos interesa 
para evaluar fíormulas que solo contengan p1, p2 y p4.

Sea A la formula — (p1 → p4) V p2, entonces

v(A) = (v(p1 → p4))* V v(p2)

= (v(p1) → v(p4))* V v(p2)
= (1 → a)* V a
= a.

Asimismo, verifiquemos que ni A V  A ni la foírmula   A → A son vaíli- 
das en esta ílgebra. Sea B la fírmula p2 V —p2. Entonces

v(B) = v(p2) V (v(p2))*

=aV0
=a

= 1.

Aníalogamente, sea C la fíormula   p2 → p2. Entonces,

v(C) = v(p2)** → v(p2)
* * .— a —→ a

= 1 → a
=a

= 1.

Por lo tanto, ni A V  A ni la foírmula   A → A son víalidas.

Observacion 5.3.4. Observemos que, como ya se vio en 1.4.12 del Capítu-
lo 1, una valuaciíon queda definida por sus valores en las variables proposi- 
cionales. En efecto, si una foírmula A se obtiene aplicando ciertos conectivos 
sucesivamente a sus variables p1, . . . , pn, el valor de v(A) por una valuaciíon 
v se obtiene aplicando a los valores v(p1),..., v(pk) las operaciones en el 
íalgebra correspondiente respectivamente a esos conectivos.
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A continuaciíon daremos algunos resultados aníalogos a los dados en el 
Capítulo 3.

Teorema 5.3.5 (Teorema de correccion). Si I A entonces 1= A.

Demostracion. Es la misma prueba hecha en el Teorema 3.5.1 del Capítulo 3, 
cambiando “tautología” por “fírmula vílida”. □

Lema 5.3.6. Sea v una A-valuacion y h : A —→ B un homomorfismo. Luego 
v' = h o v es una B-valuacion.

Lema 5.3.7. Sean v una H-valuacion y A, B formulas. Si |A| A |B| entonces 
v(A) ≤ v(B). Si v : Acpi  → H es la aplicacion v(|A|) = v(A) entonces v es 
un homomorfismo.

Demostracion. La primera afirmaciín se prueba como en la Observacion 3.5.11 
(utilizando el Teorema 5.3.5). Luego, |A| = |B| si y solo si v(A) = v(B), lo 
que prueba que v estí bien definida. Se deja como ejercicio ver que v es un 
homomorfismo. □

Lema 5.3.8. Sea h : ACPI —→ H un homomorfismo y sea vh = h op, siendo 
p : Lcpi  —→ Acpi  la aplicacion cañonica. Entonces vh es una valuacion. La 
aplicacion v → v es una biyeccion entre el conjunto de H-valuaciones y el 
conjunto de homomorfismos de ACPI en H cuya inversa es h → vh.

Demostracion. El hecho de que vh es una valuacion sale del Lema 5.3.6, por 
ser p Acpi -valuaciín. Para probar que v → v es una biyecciín usamos la 
misma demostraciín que en el Corolario 3.5.4 reemplazando 2 por H. □

5.4. Completud fuerte
La completud de un sistema formal puede pensarse como la “fidelidad” 

del sistema axiomíatico para contener como proposiciones demostrables las 
proposiciones víalidas y solo ellas.

La completud fuerte significa que, para un conjunto de fírmulas Γ dado, 
las nociones de consecuencia sintíctica y consecuencia semíntica de Γ coin-
ciden. En particular, podemos deducir de la completud fuerte la completud, 
tomando como Γ el conjunto vacío.

Ya hemos demostrado ambas propiedades para el CPC, vamos a genera-
lizarlas ahora para el CPI.

Tambiíen demostraremos que el íalgebra de Lindenbaum del CPI es libre 
con un nuímero numerable de generadores, que son las clases de las variables 
proposicionales.
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En lo que sigue utilizaremos las definiciones de deducciíon, consecuencia, 
teoría, etc. dadas en el Capítulo 1, Secciín 4. La nocion de teoría del CPI 
es aníloga a la del CPC: una teoría del CPI es un conjunto de fírmulas que 
contiene todas las instancias de axiomas y es cerrado por la regla (MP).

Observacion 5.4.1. Sea Γ un conjunto de fírmulas del CPI. Luego valen 
las siguientes condiciones:

(a) Si Γ = Zcpi  es el conjunto de los teoremas del CPI entonces, ZCPI = 
0l^.

(b) Γ ⊆ Γ' y I" es una teoría.

(c) Si Y es una teoría entonces Yl^ = Y. En particular, (Γl^)l^ = Γl^ (con lo 
cual Γ I A si y solo si Γl^ I A).

Puede demostrarse el siguiente resultado, definiendo de la misma manera 
que en el CPC la asignaciíon entre filtros y teorías.

Teorema 5.4.2. Existe una biyeccián entre la clase de los filtros del algebra 
de Lindenbaum Acpi  del CPI y la clase de las teorías del CPI.

La siguiente definiciíon y el siguiente lema nos seraín uítiles para probar la 
completud fuerte del CPI.

Definicion 5.4.3. Sean Γ ⊆ Lcpi  y A ∈ Lcpi .

a) Sea H un ílgebra de Heyting. Una H-valuation v es un modelo para Γ 
si para toda C ∈ Γ vale que v(C) = 1.

b) Diremos que A es consecuencia semantica de Γ si para toda íalgebra de 
Heyting H y para toda H-valuaciín v vale que si v es un modelo de Γ 
entonces v(A) = 1. Notaciín: Γ 1= A.

Lema 5.4.4. Si H es un algebra de Heyting y v es una H-valuacián entonces 
v es un modelo para Γ si y solo si v es un modelo para Γl^. En particular, 
Γ = A si y solo si Γl^ = A.

Demostracián. Sea H un ílgebra de Heyting y v una H-valuation. Primero 
supongamos que v es un modelo de Γ y probemos que v es un modelo de Γl^. 
Debemos mostrar que v(C) = 1 para todo C ∈ Γl^. Sea C una fírmula cuya 
deduction a partir de Γ tiene una unica fírmula. Luego C es un axioma o bien 
C ∈ Γ. Si C es un axioma entonces v(C) = 1, por el Teorema 5.3.5. Si C ∈ Γ 
entonces sabemos que v(C) = 1. Supongamos que para toda deducciín C de 
Γ de menos que n pasos vale que v(C) = 1. Sea C una deducciín a partir
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d e  Γ  d e  n  p as os,  c o n l o c u al e xist e u n a  s u c esi o n C 1 ,... , Cn =  C  t al q u e  

p ar a  c a d a  i v al e  q u e  C i es a xi o m a, C i ∈  Γ  o  C i s e d e d u c e  d e  d os  mi e m br os  

a nt eri or es d e  l a s u c esií n p or  ( M P). Si  C  es u n  a xi o m a o  C  ∈  Γ  e nt o n c es  

v (C ) =  1. S u p o n g a m os  q u e  C  s e d e d u c e  d e  d os  mi e m br os  a nt eri or es d e  l a 

s u c esi o n, C i y C j =  C i →  C  p or  ( M P). P or  hi pít esis  i n d u cti v a v al e  q u e  

v( C i) =  1 y  v( C i) →  v( C)  =  1, p or  l o c u al v( C i) ≤  v( C).  P er o  v( C i) =  1.  

P or  e n d e, v (C ) =  1. D e  est e m o d o  h e m os  pr o b a d o  q u e  v es u n  m o d el o  d e  

Γ l .̂ R e cí pr o c a m e nt e,  s u p o n g a m os q u e  v  es u n  m o d el o  d e  Γ l .̂ C o m o  Γ  ⊆  Γ l^  

t e n e m os q u e  v es u n  m o d el o  d e  Γ.  D e  est a  pr o pi e d a d  s e d e d u c e  d e  m a n er a  

i n m e di at a q u e  Γ  =  A  si y  s ol o si Γ l^  =  A.  □

El  si g ui e nt e r es ult a d o s e d e n o mi n a  T e or e m a  d e  C o m pl et u d  f u ert e d el  C PI.

T e o r e m a  5. 4. 5. S e a n  Γ  ⊆  L c pi  y A  ∈  L C PI . L u e g o  Γ  I A  si y s ol o si 

Γ  =  A .

D e m ostr a ci o n.  E n  virt u d  d e  l a O bs er v a cií o n  5. 4. 1  ( c) y  d el  L e m a  5. 4. 4  p o d e -

m os  as u mir  q u e  Γ  es u n a  t e orí a.

E n  pri m er  l u g ar, s u p o n g a m os q u e  Γ  I A.  S e a  H  u n  íl g e br a d e  H e yti n g  y 

v  u n a  H - v al u a cií n t al q u e  es u n  m o d el o  d e  Γ.  Es  d e cir,  v( C)  =  1 p ar a  t o d a 

C  ∈  Γ.  D e b e m os  pr o b ar  q u e  v( A)  =  1.  D e cir  q u e  Γ  I A  es  e q ui v al e nt e  a  d e cir  

q u e  A  ∈  Γ l^ =  Γ  ( y a q u e  Γ  es u n a  t e orí a). L u e g o  v( A)  =  1. P or  est a  r a zí n, 

Γ  =  A.

S e a  a h or a  Γ  =  A y  s u p o n g a m os q u e  n o  es  v er d a d  q u e  Γ  I A,  es d e cir  q u e  

A  ∈  Γ l^ =  Γ.  L u e g o,  |A | n o  p ert e n e c e  al  filtr o |T | d e  A C PI . S e a  v  =  q o p  c o m o  

l o m u estr a  el  di a gr a m a,  si e n d o p  y  q  l as r es p e cti v as a pli c a ci o n es  c a ñ o ni c as  al  

c o ci e nt e.

L c p i

A c pi  — → ∙ A c pi  / |T |

C o m o  p  es u n a  v al u a cií o n  y  q  es u n  h o m o m orfis m o,  r es ult a q u e  v  es u n a  

v al u a ci o n.  S e a  C  ∈  Γ.  L u e g o  |C | ∈  |T | , d e  d o n d e  v( C)  =  q( |C |) =  1.  E nt o n c es,  

v  es  u n  m o d el o  d e  Γ.  P or  l o t a nt o, d e b e  s er v( A)  =  1,  o  s e a, q( |A |) =  1.  P er o  

est o  ulti m o  si g nifi c a q u e  |A | ∈  |T | , c o ntr a  l o s u p u est o.

P or  l o t a nt o c o n cl ui m os  q u e  Γ  I A.  □

O bs e r v a ci o n  5. 4. 6.  C o m o  vi m os  e n 5. 3. 3 , e xist e u n a  v al u a cií n  a v al or es  

e n el íl g e br a d e  H e yti n g  d e  u ni v ers o  {0, a,  1 } q u e  n o  s atisf a c e l a fír m ul a 

— — A  →  A.  C o m o  — A  →  ( A →  B)  es ví ali d a ( p or s er a xi o m a) s e ti e n e q u e  

— A  →  ( A →  B)  K  — — A  →  A.  L u e g o,  p or  el  T e or e m a  5. 4. 5 , — A  →  ( A →  B)  E  

A A  e n  el C PI.
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A h or a  est a m os  e n  c o n di ci o n es  d e  e n u n ci ar  el  si g ui e nt e r es ult a d o, c o n o ci d o  

c o m o  T e or e m a  d e  c o m pl et u d  d el  C PI.

C o r ol a ri o  5. 4. 7.  Si  A  ∈  L c pi  e nt o n c es  I A  si y s ol o si =  A .

D e m ostr a ci á n.  S e  d e d u c e  d el  T e or e m a  5. 4. 5  t o m a n d o Γ  =  0 . □

El  al g e b r a  A C PI  es li b r e

L a  d e m ostr a cií n  d el  T e or e m a  3. 5. 1 3  d el  C a pít ul o  3  s e b as a  e n  q u e,  e n  pri -

m er  l u g ar, u n a  v al u a cií o n  es  c o nst a nt e  e n  c a d a  cl as e  d e  e q ui v al e n ci a  y  a d e mí as,  

c a d a  v al u a cií o n  a  v al or es  e n  ci ert a  í al g e br a d e  l a cl as e  p er mit e  d efi nir  u n  h o-  

m o m orfis m o  d el  í al g e br a d e  Li n d e n b a u m  e n  di c h a  aíl g e br a. Est as  pr o pi e d a d es  

t a m bií n v al e n  p ar a  el C PI,  c o m o  p o d e m os  v er  e n  el L e m a  5. 3. 7 .

T e o r e m a  5. 4. 8.  S e a  V  el c o nj u nt o  d e  l as v ari a bl es pr o p osi ci o n al es  d el  C PI  

y s e a | V| =  {|p ¿ | : p i ∈  V} . El  c o nj u nt o  | V| g e n er a  li br e m e nt e A C PI  e n l a 

cl as e d e  l as al g e br as  d e  H e yti n g.

D e m ostr a ci o n.  El  di a gr a m a  e n  est e  c as o  es el  si g ui e nt e:

a c ,p ∕

□

O bs e r v a ci o n  5. 4. 9.  L as  íl g e br as d e  H e yti n g  li br es c o n  fi nit os g e n er a d or es,  

q u e  c orr es p o n d e n c o m o a nt es al aíl g e br as d e  Li n d e n b a u m  d el  C PI  c o n u n  

n uí m er o  fi nit o d e  v ari a bl es,  n o  s o n fi nit as. Est o  m u estr a  u n a  i m p ort a nt e 

dif er e n ci a  e ntr e el C P C  y  el C PI:  c a d a fí or m ul a d el  C P C  es e q ui v al e nt e a  

u n a  q u e  es dis y u n cií o n  d e  c o nj u n ci o n es  bí asi c as,  pr o pi e d a d  q u e  n o  s e v erifi c a  

e n  el C PI.  Est o  ll e v a a  c o nsi d er ar  l a dif er e n ci a  e ntr e “ c o n e cti v os  b o ol e a ñ o s ”  

( q u e p u e d e n  r e d u cirs e p or  e q ui v al e n ci a  a  l os c o n e cti v os b aísi c os  d el  C P C)  y 

“ c o n e cti v os  i nt ui ci o nist as” . Tr at ar e m os  a  est os  c o n e cti v os  mís  a d el a nt e.

C o m o  ej e m pl o p o d e m os  v er  c uí al es el í al g e br a d e  H e yti n g  li br e c o n u n  

g e n er a d or  x,  c u y o  di a gr a m a  es el si g ui e nt e [ 2]:
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Propiedad de modelos finitos

Vimos que en el CPC para demostrar completud basta con tomar un uínico 
modelo finito: 2. Veremos que en el CPI debemos tomar todos los modelos 
finitos (es decir, todas las aílgebras de Heyting finitas).

Nuestro siguiente objetivo es probar lo que se conoce con el nombre de 
Propiedad de modelos finitos del CPI:

I A si y solo si para toda algebra de Heyting finita H y para toda 
H-valuaciín v vale que v(A) = 1.

Antes de probar la propiedad de modelos finitos del CPI vamos a dar 
algunas definiciones y propiedades tíecnicas necesarias para la demostraciíon.

Si L es un retículo distributivo acotado y X ⊆ L entonces existe el menor 
subretículo acotado de L que contiene a X (es decir, el menor subretículo de 
L que contiene a X, 0 y 1). Denotaremos como (X) a este retículo distributivo 
acotado. Notar que (X) = ∩{M : Msubretículo acotado de L,X ⊆ M}.

Lema 5.4.10. Si L un retículo distributivo acotado y X es un subconjunto 
finito de L entonces (X) es finito.
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Demostracion. La prueba se puede hacer por inducciíon sobre la cantidad de 
elementos de X .Si X = {x} entonces es inmediato que (X) = {0,x, 1}, con 
lo cual (X) es finito. Supongamos que: si X es un conjunto con n elementos 
entonces (X) es finito. Sea Y un subconjunto de L con n +1 elementos. 
Entonces existen X, x ∈ L tales que Y = XU{x}, donde X tiene n elementos. 
Se deja como ejercicio probar que

(Y) = (X)U T,

siendo T = {y V (z Λx) : y, z ∈ (X)}. Por hipítesis inductiva resulta que (X) 
es finito. Ademas, es inmediato que T es finito. Luego (Y) es finito, como 
deseíbamos probar. □

Lema 5.4.11. Sean H y G algebras de Heyting, siendo G un subretículo 
acotado de H. Escribiremos →H para la implicacion en H y →G para la 
implicacion en G. Si x, y, x →H y ∈ G entonces x →H y = x →G y.

Demostracion. Sean x, y, x →H y ∈ G. Sabemos que x Λ (x →H y) ≤ y. 
Siendo x →H y = z un elemento de G que cumple x Λ z ≤ y, se tiene que 
z = x →h  y ≤ x →g  y. Por otro lado, de la desigualdad x Λ (x →g  y) ≤ y 
en H se obtiene x →g  y ≤ x →h  y. Por lo tanto, x →h  y = x →g  y. □

Dada una fírmula A del CPI definimos el conjunto de subfírmulas de 
A como el menor conjunto de formulas Sub(A) que satisface las siguientes 
condiciones:

1. A ∈ Sub(A).

2. Si —B ∈ Sub(A) entonces B ∈ Sub(A).

3. Si B o C ∈ Sub(A) entonces B, C ∈ Sub(A), siendo o ∈ {Λ, V, →}.

Por ejemplo, si A = (p1 → p2) V — p3 entonces

Sub(A) = {A,p1 → p2, —p3,p3,p1,p2}.

Teorema 5.4.12. Sea A una formula del CPI. Luego I A si y solo si para 
toda algebra de Heyting finita H y para toda H-valuacion v vale que v(A) = 1.

Demostracion. Por el Corolario 5.4.7 basta probar que si H es un íalgebra de 
Heyting y v es una H-valuaciín tal que v(A) = 1 entonces existe un algebra 
de Heyting finita G y una G-valuacion w tal que w(A) = 1.

Sean H un algebra de Heyting y v una H-valuacion tal que v(A) = 1. 
Llamaremos Sub(A) al conjunto de subformulas de A. Como Sub(A) es finito, 
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e xist e n f or m ul as A i p ar a  i =  1,..., n  t al es q u e  S u b( A)  =  {A ι,..., A n )}. 

D efi n a m os  el  c o nj u nt o  X  =  {v( A i),..., v( A n )}. P or  el  L e m a  5. 4. 1 0  el  r etí c ul o 

distri b uti v o  G  =  (X ) es fi nit o. E n  p arti c ul ar,  G  es u n  al g e br a  d e  H e yti n g.  

N u estr a  m et a  es d efi nir  u n a  G- v al u a cií n  w  t al q u e  w( A)  =  1.

S e a  Π  el c o nj u nt o  d e  v ari a bl es  pr o p osi ci o n al es  d el  C PI.  D efi ni m os  u n a  

f u n cií n w  : Π  →  G  c o m o w( p)  =  v( p) si p  ∈  Π  ∩  S u b( A)  y  w( p)  =  0  

e n c as o  c o ntr ari o. Est a  f u n cií o n p u e d e  s er e xt e n di d a  d e  m a n er a  uí ni c a  a  u n a  

G- v al u a ci oí n  a  l a q u e  t a m bií e n ll a m ar e m os w.

Q u er e m os  pr o b ar  q u e  p ar a  c a d a i =  1,..., n  v al e  q u e  w( A i) =  v( A i). 

L a  pr u e b a  l a h ar e m os h a ci e n d o u n  r a z o n a mi e nt o i n d u cti v o. S e a  A i u n a  

s u bfí or m ul a d e  A  e n d o n d e  n o  a p ar e c e n c o n e cti v os. L u e g o  A i =  p  ∈  Π  ∩  

S u b( A),  c o n l o c u al w( A i) =  v( A i). S u p o n g a m os  q u e  A i =  A j Λ  A k í A i =  

A j V  A k ; e nt o n c es es i n m e di at o a  p artir  d e  n u estr a  s u p osi ci o n q u e  w( A i) =  

v( A i). Si  A i =  A j →  A k e nt o n c es s e d e d u c e  d e  n u estr a  s u p osi ci o n y  d el  L e -

m a  5. 4. 1 1  q u e  w( A i) =  v( A i). Fi n al m e nt e  s e a A i =  — A j. C o m o  v( A i) ∈  G  

y  v( A j) =  w( A i) e nt o n c es p or  el L e m a  5. 4. 1 1  s e ti e n e q u e  w( A i) =  v( A i). 

L u e g o  p ar a  c a d a  i =  1, ..., n  v al e  q u e  w( A i) =  v( A i). E n  p arti c ul ar  t e n e m os 

q u e  w( A)  =  v( A)  =  1,  es d e cir,  w( A)  =  1.  □

5. 5.  T e o r e m a  l o gi c o d e  Gli v e n k o

E n  est a s e c cií n a pli c ar e m os el t e or e m a al g e br ai c o  d e  Gli v e n k o  vist o  e n  

el c a pít ul o a nt eri or  p ar a  d e m ostr ar  el c orr es p o n di e nt e  m et at e or e m a  lí o gi c o, 

q u e  est a bl e c e  u n a  vi n c ul a cií o n  e ntr e  el C P C  y  el C PI:  c a d a  t e or e m a d el  C P C  

ti e n e s u “ tr a d u c cií o n” , l a q u e  r es ult a u n  t e or e m a e n  el C PI.

T e o r e m a  5. 5. 1.  Si  A  es u n  t e or e m a d el  C P C  e nt o n c es  — — A  es u n  t e or e m a 

d el  C PI  y r e cí pr o c a m e nt e.

D e m ostr a ci á n.  S e a  Ic p c  A.  S e a  h  : L c pi  — →  A C PI  l a a pli c a cií n  c a ñ o ni c a  y 

r : A c pi  — →  R e g( A C P /) l a a pli c a cií n  d efi ni d a  p or  r( |A |) =  |A * * | . D efi ni m os  

v  =  r o  h  c o m o  l o m u estr a  el si g ui e nt e di a gr a m a:

l c p ∕
h

A c pi --- r - R e g( A c pι )

C o m o  h  es u n a  v al u a ci oí n  y  r es u n  h o m o m orfis m o  r es ult a q u e  v  es u n a  

v al u ati o n  ( v er L e m a  5. 3. 6)  a  v al or es  e n  u n  íl g e br a d e  B o ol e.  L u e g o,  d e b e  s er 

v( A)  =  (r o h)( A)  =  1,  es d e cir,  (|A |)* *  =  1,  q u e  es  l o mis m o  q u e:  |— — A | =  1.  

P er o  est o  ulti m o  si g nifi c a q u e  IC PI  — — A.
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Recíprocamente, supongamos que ICPI ——A. Como todos los axiomas 
del CPI son teoremas del CPC tenemos que existe una deduccion de ——A 
en el CPC, y, por el axioma (L410), tambien una deducciín de A. Es decir, 
iCPC A. ∏

5.6. Modelos de Kripke

En el cíalculo intuicionista no hay un aílgebra “de valores de verdad” como 
el aílgebra de Boole 2 del caílculo proposicional clíasico. Sin embargo, existen 
ciertas ílgebras de Heyting particulares, aquellas de la forma P+, tales que 
para probar la validez de una foírmula basta verificar la validez en ellas. Este 
hecho es una consecuencia del Teorema 4.5.4 (de representaciín) visto en el 
Capítulo 4.

Veremos aquí ese nuevo concepto de validez que se da en los modelos 
de Kripke. Veremos que los dos conceptos de validez coinciden. En efecto, 
se prueba en el teorema de completud que una foírmula es víalida en todo 
modelo de Kripke si y solo si es un teorema del cíalculo intuicionista si y solo 
si es víalida.

A travíes de los modelos de Kripke podemos probar resultados del CPI. 
Por ejemplo, una propiedad importante del CPI que es la propiedad de la 
disyuncion: si una formula de la forma A V B es un teorema, entonces A es 
un teorema o bien B es un teorema. Esta propiedad no vale en el cíalculo 
claísico, pues basta tomar como A una variable p y considerar la disyunciíon 
p V —p, que es un teorema, sin serlo ni p ni —p.

Definicion 5.6.1. Sea (P, ≤) un conjunto ordenado y consideremos una 
funcion de valuacion K : LCPI —→ P+. Luego, para cada formula A, K(A) 
es un subconjunto creciente de P, llamado el conjunto de verdad de A.

Sea M = ((P, ≤),K) un conjunto ordenado munido de una funciín de 
valuaciín. Diremos que M fuerza A en p y lo denotamos: M lkp A si 
p ∈ K(A).

Llamaremos a M = ((P, ≤),K) modelo de Kripke si se cumplen las si-
guientes condiciones:

(1) M lkp —A si y solo si q ≥ p implica M / q A.

(2) M ∣kp A V B si y solo si M ∣kp A o M ∣kp B.

(3) M. IHp A Λ B si y solo si M Ikp A y M Ikp B.
(4) M ∣kp A → B si y solo si q ≥ p implica:

si M lkq A entonces M lkq B
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Pi P+

•1 Q{0,1}

∙0 i{1}

o 0

P2

Figura 5.1: Pi y P2

Diremos que A es valida en M, lo cual se denotarí como M F A, si M 
fuerza A en p, para todo p, es decir, si K(A) = P.

Diremos que A es valida por modelos de Kripke o valida si para todo 
modelo M es M F A.

Es uítil encontrar un contramodelo para una foírmula C, es decir, un modelo 
donde C no es vaílida. Con esto y usando el teorema de completud, podemos 
asegurar que C no es un teorema.

Observacion 5.6.2. No debe confundirse el índice p usado para designar 
elementos del conjunto ordenado (P, ≤) con el p usado para las variables 
proposicionales.

Ejemplo 5.6.3. Podemos presentar una 2-valuaciín booleana v como un 
modelo de Kripke particular M = ((P, ≤), K), siendo P un conjunto unitario 
P = {x}. De esa manera, P+ tendrá dos elementos (0 y {x}), por lo que 
resulta isomorfo a 2. Tomamos K = v, con las debidas identificaciones.

Ejemplo 5.6.4. Sea M1 = ((P1, ≤),K1), siendo P1 el conjunto ordenado 
dado en la Figura 5.1, cuyos conjuntos crecientes estían dados por Pi+.2 De-
finimos K1 por K1 (p) = {1}, es decir:

2 Observemos que P1+ es isomorfo a la cadena de tres elementos, donde ya probamos, 
en 5.3.3, que A V —A no es válida.

M1 F1 p y M1 ≠o p.
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Basta definir K1 en una variable, ya que las dos foírmulas que estudiaremos 
solo tienen una variable.

Mostraremos que M1 es un contramodelo para la fírmula C = A V — A. 
Basta ver que p V —p no es víalida, siendo p una variable proposicional.

Veamos que M1 Ko p V —p.
En efecto, si fuera M1 IH0 p V —p debería ser (por la condicion (2)) 

M1 IE0 p o M1 IE0 —p. Lo primero no se cumple por la definicion de K1. 
Para que valiera lo segundo, no debería haber ninguín q ≥ 0 donde valga 
M1 IHq p, pero esto no se cumple tampoco, pues el unico nodo q > 0 en P es 
q = 1, y M1 IH1 p. Luego, M1 Ko —p, de donde M1 Ko p V —p y por lo tanto 
M1 K p V —p.

El modelo M2 = ((P2, ≤),K2) serí definido despuís de las siguientes 
observaciones.

Veamos que las condiciones (1), . . . , (4) que definen un modelo de Kripke 
equivalen a que K sea una P+-valuaciín.

(1) p ∈ K(—A) si y solo si q ≥ p implica q ∈ K(A), o bien:
(1') p ∈ K(—A) si y solo si [p) ∩ K(A) = 0.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

[p) ∩ K(A) = 0.
[p) ∩ (K(A)] = 0.
[p) ⊆ (K(A)]c.
p ∈ (K(A)]c.

Es decir, tenemos que:
p ∈ K(—A) si y solo si p ∈ (K(A)]c, o sea:

(—) K(—A) = (K(A)]c.

(2) p ∈ K(A V B) equivalente a p ∈ K(A) o p ∈ K(B), o bien:

(V) K(A V B) = K(A) U K(B).

(3) p ∈ K(A Λ B) equivalente a p ∈ K(A) y p ∈ K(B), o bien:

(Λ) K(A Λ B) = K(A) ∩ K(B).

(4) p ∈ K(A → B) si y solo si para todo q ≥ p se tiene que q ∈ K(A) 
implica q ∈ K(B).

Las siguientes condiciones son equivalentes:

[p) ∩ K(A) ⊆ K(B).
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([p) ∩ K(A)) ∩ (K(B))c = [p) ∩ (K(A) ∩ (K(B))c) = 0.
[p) ∩ (K(A) ∩ (K(B))c] = 0 (pues [p) creciente).
[p) ⊆ (K(A) ∩ (K(B))c]c.
p ∈ (K(A) ∩ (K(B))c]c.

Entonces, se tiene que
p ∈ K(A → B) si y solo si p ∈ (K(A) ∩ (K(B))c]c, es decir:

(→) K(A → B) = (K(A) ∩ (K(B))c]c.

Observacion 5.6.5. Observemos que, para elementos X, Y del ílgebra de 
Heyting P+,

X * = (X]c,
X → Y = (X ∩ (Y)c]c,
X Λ Y = X ∩ Y,
X V Y = X ∪ Y.

Luego,

(—) K (—A) = K (A)*,
(V) K(A V B) = K(A) V K(B),
(λ ) k (a  λ  b ) = k (a ) λ  k (b ),
(→) K(A → B) = K(A) → K(B).

Estas igualdades, que hemos demostrado que son equivalentes a las condi-
ciones (1), ..., (4), expresan que K es una P+-valuaciín. Como consecuencia, 
teniendo en cuenta el Corolario 5.4.7, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.6.6. Sea M = ((P, ≤), K) un modelo de Kripke. Si I A enton-
ces K (A) = P.

Ejemplo 5.6.7. Sea M2 = ((P2, ≤), K2), donde P2 y P2+ son definidos como 
en la Figura 5.1 y K2 (p) = {a}, K2(q) = {b}, para las variables proposi-
cionales p y q. Se tiene entonces que (K2(p))* = {b}, (K2(p))** = {a} y 
anílogamente (K2(q))* = {a}, (K2(q))** = {b}.

Mostremos ahora que M2 es un contramodelo para la foírmula

(A V B) → (——A V ——B).



162 CAPÍTULO 5. CÁLCULO PROPOSICIONAL INTUICIONISTA

Segun las observaciones anteriores y usando la ecuaciín (x V y)* = x* Λ y* 

(ver Lema 4.1.7, Capítulo 4),

K(——(p V q)) = (K(p V q))**

= (K(p) U K(q))**

= (K(p)* ∩ K(q)*)*

= ({b}∩{a})*

= (0)*

= {0,a,b}.

Por otra parte:

K(——p V ——q) = K(——p) U K (——q)
= K(p)** U K(q)**

= {a} U {b}
= {0,a,b}.

Conectivos intuicionistas
Hemos establecido las igualdades:

(—) K(—A) = (K(A)]c.

(V) K(A V B) = K(A) U K(B).

(Λ) K(A Λ B) = K(A) ∩ K(B).

(→) K(A → B) = (K(A) ∩ (K(B))c]c.

Mirando el segundo miembro de las igualdades precedentes, vemos que 
definir la relaciín de forzamiento equivale a dar funciones “semínticas” Φc, 
para c cada uno de los conectivos: —, V, Λ, →. La funciín Φc opera sobre 
los conjuntos de verdad K(A), K(B) de manera que el conjunto K(cA) se 
define como Φc(K(A)) í, si el conectivo es binario, K(A c B)) se define: 
Φc(K(A),K(B)). Esto nos dice que estamos definiendo semanticamente el 
conectivo c, siendo c uno de los conectivos bíasicos. Parece entonces natural 
concebir a un conectivo intuicionista c semíanticamente, definiíendolo en cada 
modelo M = ((P, ≤), K),por una funciín Φc : P+ —→ P+ (ver [15]).

Las funciones para los conectivos bíasicos son, respectivamente:
Φ-(U) = (U]c,
Φ∨(U,V) = U U V,
Φ∧(U, V) = U ∩ V,
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Φ→(U,V) = (Uc ∩ V]c.
Si consideramos los conectivos bíasicos —, V, Λ, → como conectivos del 

CPC, estos quedan determinados semaínticamente por las condiciones que 
deben cumplir las valuaciones en 2 = {0, 1}, es decir, por las tablas de ver-
dad. Puede probarse en el caso del cíalculo clíasico que los conectivos baísicos 
(bastaría, en realidad, tomar solo dos: — y uno de los otros) forman un sis-
tema funcionalmente completo. Esto significa que cualquier conectivo que 
podamos definir por medio de una funcion de 2n —→ 2 resulta combinaciín 
de un nuímero finito de aplicaciones de los conectivos baísicos.

Esta propiedad no vale en el caso intuicionista. Existen conectivos que 
no son funcion de los bísicos. ¿Quí significa entonces ser un conectivo in-
tuicionista ? ¿Cuíl sería una definiciín apropiada? En 1997, X. Caicedo [16] 
dio una definiciíon semíantica de conectivo intuicionista basada en nociones 
categoriales. Asimismo, en [45], 1999, se muestra una definiciín equivalente. 
En seguida veremos estas dos definiciones.

Puede probarse que las funciones Φc asociadas a los conectivos bísicos 
(considerados ahora en el cíalculo intuicionista) verifican una condiciíon “lo-
cal” (supongamos por ahora que Φc unaria). Para p ∈ P, T ∈ P+:

(C) p ∈ Φc(T) si y solo si p ∈ Φc(T ∩ [p)).

La condicion (C) es equivalente a la siguiente:
Para T, U ∈ P+:

(o) Φc(T) ∩ U = Φc(T ∩ U) ∩ U.

Con esta motivacioín, para definir nuevos conectivos (intuicionistas) pe-
diremos entonces a las funciones Φc que cumplan la condicioín (C) (o su 
equivalente, la condiciíon (o)).

Definicion 5.6.8. Un conectivo intuicionista unario c estí dado en cada 
modelo de Kripke por una funcion Φc : P+ —→ P+ que cumple (C).

La definiciíon semíantica del conectivo c estaraí dada estableciendo en cada 
modelo la siguiente igualdad:

K (c A) = Φc(K (A)),

o dicho de otra manera:

IHp c A si y solo si p ∈ Φc(K(A)).

En general, si c fuera n-ario, la funcioín cumpliría la condiciíon

(o) Φc(T1 ,T2, ...,Tn) ∩ U = Φc(T1 ∩ U,T2 ∩ U, ∙ ∙ ∙ ,Tn ∩ U) ∩ U.

Aunque lo que diremos vale para conectivos n-arios, nos referiremos en lo 
que sigue solo a conectivos unarios por simplicidad de la exposiciíon.
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•g(a) ^g(b)

•a ∙b

Figura 5.2: P1 y P2

Podemos pensar en esta definiciíon semíantica de conectivo en el CPI como 
algo aníalogo a la definiciíon de un conectivo en el CPC mediante su tabla de 
verdad. La diferencia estaí en que en el CPI puede haber conectivos nuevos, 
cosa que no sucede en el CPC, ya que todos son combinaciones de los bíasicos.

Una vez demostrado que un conectivo es intuicionista, surge una difícil 
cuestiíon: obtener axiomas que caractericen dicho conectivo. No hay míetodo 
general para esto. En [17] se dan, por ejemplo, axiomas para la funciín γ que 
se define en los modelos como veremos en seguida.

Ejemplos de conectivos que cumplen (C)

Sea (P, ≤) un conjunto ordenado cualquiera. Para X ⊆ P definimos XM 

como el conjunto de elementos maximales de X.
Definimos las funciones S : P+ → P +, γ : P+ → P+ y G : P+ → P+ 

como:

S(U) = U U (Uc )m , γ(U) = U U Pm , G(U) = (U U (Uc )m ) ∩ ((U]c]c.

Luego, para R = S, γ, G tenemos que

1) R(U) ∈ P+,

2) R(U ∩ V) ∩ V = R(U) ∩ V.

Ejemplos de conectivos que no cumplen (C)

Sea (P1, ≤) el conjunto ordenado dado por el diagrama izquierdo de 
la Figura 5.2, con g una involution allí indicada. Definimos N en P1+ por 
N (T) = g(Tc).

La funciíon N no satisface la condiciíon (C).
Tomemos T = {g(a), g(b), b}. Entonces, N(T) = {g(a)}. Sea S = {g(b)}. 

Luego: S ∩ N(T) = 0. Por otra parte, N(T ∩ S) = N(S) = {g(a), g(b), a} y 
S ∩ N(T ∩ S) = {g(b)} = 0.

Consideremos ahora (P2, ≤) dado por el diagrama de la derecha de la 
Figura 5.2.
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La funciín ∆ definida en P2+ por: ∆(X) = X ∩ g(X) no cumple (C).
Sean X = {g(a), g(b), a}, Y = {g(a),g(b), b}. Entonces ∆(X) = {g(a),a}, 

∆(X) ∩ Y = {g(a)}. Por otra parte, X ∩ Y = {g(a), g(b)}, ∆(X ∩ Y) = 0 y 
por lo tanto, ∆(X ∩ Y) ∩ Y = 0 = {g(a)}.

Propiedad semantica de la disyuncion
Probaremos aquí la propiedad de la disyunciíon desde el punto de vista 

de los modelos de Kripke. Posteriormente la veremos desde el punto de vista 
sintíactico.

Pero antes necesitamos algunas definiciones.

Definicion 5.6.9. Dado un modelo de Kripke M = ((P, ≤),K) y un ele-
mento p ∈ P, llamaremos modelo localizado en p a Mp = (([p), ≤),Kp), 
donde Kp se define para una fírmula A por: Kp(A) = K(A) ∩ [p).

Diremos que dos modelos M = ((P, ≤),K) y M' = ((P', ≤),K') son 
isomorfos si existe un isomorfismo de orden f : P —→ P' tal que, dada una 
fírmula A, se cumple que p ∈ K(A) si y solo si f (p) ∈ K'(A).

Teorema 5.6.10. Sean A y B dos formulas tales que IE A V B. Entonces 
IE A o IE B.

Demostracion. Supongamos que ni A ni B son víalidas. Luego, existirían dos 
modelos M = ((P, ≤),K) y N = ((Q, ≤),L) tales que M E Ay N E By 

por lo tanto existirán p ∈ P, q ∈ Q tales que M Kp Ay N Kq B. Tomamos 
los modelos localizados Mp y Nq. Podemos suponer que [p) ∩ [q) = 0. En 
efecto, si no fuera así, podemos tomar modelos isomorfos a Mp y a Nq que 

cumplan esa condicion; por ejemplo, tomando Sp = {(0, u) : u ∈ [p)} en lugar 
de [p) y Sq = {(1,v) : v ∈ [q)} en lugar de [q) y definiendo adecuadamente 
las valuaciones respectivas.

Tenemos entonces que Mp K Ay Nq K B.
Definimos un nuevo modelo O = (({0} U [p) U [q), ≤), V) cuyo conjunto 

ordenado es tal como se ve en el diagrama siguiente:
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y  c u y a  f u n cií o n V  s e d efi n e  e n  c a d a  fí or m ul a C  p or:

V( C)  =  K p ( C) U  L q ( C).

Est o  si g nifi c a q u e  O  F t C  si y  s ol o si M p  F t C o  N P  F t C.  L u e g o:

O  ≠ p  A y  O  ≠ q B.

A d e mí as,

O  K o A y  O  K o B,  p u es  el f or z a mi e nt o e n 0  i m pli c arí a el f or z a mi e nt o e n  

p  y  e n  q  r es p e cti v a m e nt e.

P er o  e nt o n c es

O  K o A  V  B,  p or  l o q u e  O  K  A  V  B.  □

C o m pl et u d  p o r  m o d el os  d e  K ri p k e

V e a m os  q u e  u n a  f or m ul a es u n  t e or e m a d el  C PI  si y  s ol o si es v ali d a  e n  

t o d o m o d el o  d e  Kri p k e.

L e m a  5. 6. 1 1.  Si  M  =  (( P, ≤ ), K) es u n  m o d el o  d e  Kri p k e  d efi ni m os  K  : 

A c pi  →  P +  p or  K( |A |) =  K( A) . L a  f u n ci ó n K  est a bi e n  d efi ni d a  y es u n  

h o m o m orfis m o.

D e m ostr a ci á n.  S e  a pli c a  el L e m a  5. 3. 7 . □

C o r ol a ri o  5. 6. 1 2.  S e a n  h  : L c pi  — →  A C PI  l a a pli c a ci á n  c a n ó ni c a y e =  

e A c pi : A c pi  — → (A C pi )+ el h o m o m orfis m o  i n y e cti v o d a d o e n el T e or e -

m a  4. 5. 4  d el  C a pít ul o  4. S e a  v l a c o m p ositi o n, c o m o m u estr a  el si g ui e nt e  

di a gr a m a:

L c pi

a c pi  — (A c pi )+

L u e g o  v es u n a  v al u a ci ó n y  M c =  ((A ^ pj , ⊆ ), v) es u n  m o d el o  d e  Kri p k e,  

ll a m a d o m o d el o  c a ñ oí ni c o.

D e m ostr a ci ó n.  C o m o  m e n ci o n a m os  l u e g o d e  l a D efi ni cií n  5. 3. 1 , l a a pli c a cií n  

c a ní ni c a h  es u n a  A c pi - v al u ati o n. C o m o  e es u n  h o m o m orfis m o  e nt o n c es,  

p or  5. 3. 6 , v  =  e o  h  es u n a  (A∕ 7 pi )+ - v al u a ci o n, d e  d o n d e  M c es u n  m o d el o  

d e  Kri p k e.  □

O bs e r v a ci o n  5. 6. 1 3.  P or  a b us o  d e  l e n g u aj e s u el e c o nsi d er ars e  t a m bií n q u e  

M c =  ((A C pi , ⊆ ), e) es  u n  m o d el o  d e  Kri p k e.  N ot e m os  q u e  e =  v.

T e o r e m a  5. 6. 1 4  ( T e or e m a d e  c o m pl et u d) . D a d a  u n a  f ór m ul a A,
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I A si y solo si M IE A para todo modelo de Kripke M.

Demostracion. La correccion fue probada en el Corolario 5.6.6.
Veamos que si A es víalida en todo modelo de Kripke entonces A es un 

teorema. Sea A víalida en todo modelo de Kripke y consideremos el modelo 
de Kripke Mc. Luego v(A) = e(|A|) = 1. Como e es inyectiva concluimos 
que |A| = 1. Por lo tanto, A es un teorema. □

En el siguiente corolario se muestra que la validez y la validez por modelos 
de Kripke coinciden.

Corolario 5.6.15. Dada una formula A,

E A si y solo si M IE A para todo modelo de Kripke M.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 5.6.14 y del Corolario 5.4.7. □

Propiedad sintactica de la disyuncion
Una vez demostradas la propiedad semaíntica de la disyunciíon y la com- 

pletud por modelos de Kripke, la propiedad sintíactica de la disyunciíon sale 
como corolario, seguín veremos en seguida.

Teorema 5.6.16. Sean A y B dos formulas tales que I A VB. Entonces I A 
o I B.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 5.6.10 y del Teorema 5.6.14. □

Modelos de Kripke “enriquecidos”
Daremos ahora algunos ejemplos de modelos de Kripke a los que se agre-

gan algunas funciones que no cumplen la condiciíon (C), o sea, que no definen 
conectivos intuicionistas.

La necesidad de definir estos modelos provino de la creaciíon de ciertos 
caílculos proposicionales que extienden el CPI con conectivos y sus corres-
pondientes axiomas y reglas.

g-modelos

El Cílculo Proposicional Modal Simítrico definido por G. Moisil, breve-
mente CPMS, (ver [79, Ch. II, 2]) puede describirse abreviadamente por:

Lenguaje
Estí dado por las variables p1,..., pn,... y los conectivos —, →, V, Λ del 

CPI mas un conectivo ( )', sujetos a las reglas de construcciín habituales.
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Axiomas
Los del CPI mías los dos siguientes:

(DM) A → A'', A'' → A.

Reglas
Regla Modus Ponens mís la de contraposiciín (CR):

A → B
B' → A'.

El aílgebra de Lindenbaum de este cíalculo es un algebra de Heyting simetri- 
ca (ver [79]) tambiín llamada algebra de De Morgan-Heyting, esto es, un 
ílgebra (A, V, Λ, →, ( )', 0,1) donde (A, V, Λ, →, 0,1) es un ílgebra de Hey-
ting y (A, V, Λ, ( )', 0,1) es un ílgebra de De Morgan (ver Capítulo 2, 2.2.7).

Se definen valuaciones del CPMS en aílgebras de Heyting simíetricas y se 
prueba el siguiente teorema de completud:

Teorema 5.6.17. Una formula es un teorema en el CPMS si y solo si es 
valida en toda algebra de Heyting simetrica.

Definicion 5.6.18. Un g-modelo es un par (M,g) donde M = ((P, ≤),K) 
es un modelo de Kripke y g : P —→ P es un isomorfismo de orden de (P, ≤) 
sobre (P, ≤o).

Para el nuevo conectivo, se define:

(M,g) IEp A' si y solo si (M,g) Eg(p) A.

En un g-modelo, se prueba (ver [45]) que P+ puede ser dotado de una 
estructura de ílgebra de De Morgan, definiendo la negacion N de la siguiente 
manera N(X) = g(Xc), para X ∈ P+. Luego, P+ puede ser dotado de una 
estructura de íalgebra de Heyting simíetrica.

La validez con respecto a un g-modelo se define de manera aníaloga a la 
validez en modelos de Kripke.

Observemos que el operador N es el que consideramos en 5.6.

Puede demostrarse entonces la completud del CPMS con respecto a los 
g-modelos.

Teorema 5.6.19 ([45]). Una formula del CPMS es valida en g-modelos si y 
solo si es valida en toda algebra de Heyting simetrica.

Como corolario de 5.6.17 y 5.6.19 se obtiene:

Teorema 5.6.20. Una formula del CPMS es un teorema si y solo si es valida 
en g-modelos.
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3L-modelos

Las ílgebras de Lukasiewicz trivalentes son, como se suele decir, la “con-
traparte algebraica” del Cílculo Proposicional trivalente de Lukasiewicz, 
abreviadamente CP3L, en el sentido de que dichas ílgebras proveen la semín- 
tica con respecto a la cual este caílculo es completo. Trataremos brevemente 
CP3L en el Capítulo 9.

Definicion 5.6.21 ([78]). Un algebra de Lukasiewicz trivalente o 3L-ílgebra 
es un sistema (A, V, Λ, ()', V, 1) tal que:

- (A, V, Λ, ()', 1,1') es un ílgebra de De Morgan,
- x' V Vx = 1,
- x Λ x' = x' Λ Vx,
- V(x Λ y) = Vx Λ Vy.

Las algebras de Lukasiewicz n-valentes (ver [12]), para n un numero na-
tural n ≥ 2, fueron llamadas posteriormente algebras de Lukasiewicz-Moisil, 
porque fue G. Moisil quien las definio, en 1940.

Sigamos analizando el caso n = 3. En estas aílgebras, el operador V y 
su dual, el operador ∆ dado por ∆x = (Vx')' tienen las propiedades de un 
operador posibilidad y necesidad respectivamente , en el sentido que vimos 
en la uíltima secciíon del Capítulo 3.

Se prueba el siguiente teorema de completud:

Teorema 5.6.22. Una fórmula es un teorema en el CP3L si y solo si es 
valida en toda 3L-algebra.

Un ílgebra de Lukasiewicz trivalente puede ser caracterizada como un 
sistema (A, V, Λ, →, ()', ∆, V, 0,1) tal que

- (A, V, Λ, →, ()', 0,1) es un ílgebra de Heyting simítrica,

- ∆(x V y) = ∆x V ∆y, V(x V y) = Vx V Vy,

- ∆(Vx) = V(Vx) = Vx, V(∆x) = ∆(∆x) = ∆x,

- ∆x' = (Vx)',

- ∆x V (∆x)' = 1,

- ∆x V x = x,

- ∆(x → y) = (∆x → ∆y) Λ (Vx → Vy).
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Esta caracterizaciín (que se generaliza a las ílgebras de Lukasiewicz n- 
valentes, ver [64]) nos permite definir el Cílculo Proposicional trivalente de 
Lukasiewicz extendiendo el CPI de modo anílogo al que usamos para exten-
der el CPMS: se agregan los conectivos ( )', ∆ y V, los axiomas correspon-
dientes y la regla de deducciín llamada “de Godel”:

<g >∆j .

Definicion 5.6.23. Un 3L-modelo es un g-modelo (M,g) con M = (P, ≤) 
que cumple la siguiente propiedad:

- Para todo p ∈ P, q ≤ p o q ≥ p (q comparable con p) implica q = p o 
q = g(p).

Para los nuevos conectivos ∆ y V se define:

(M,g) IEp ∆A si y solo si (M,g) IEp Ay(M,g) IEs(p) A,
(M,g) IEp VA si y solo si (M,g) IEp Ao(M,g) IEs(p) A.

En un 3L-modelo se prueba que P+ puede ser dotado de una estructura 
de 3L-ílgebra, definiendo:

∆(X) = X ∩ g(X), como en 5.6
V(X) = X U g(X).

Se define validez en 3L-modelos de la manera usual.

Puede demostrarse entonces la completud del CP3L con respecto a los 
3L-modelos:

Teorema 5.6.24 ([44]). Una formula del CP3L es valida en 3L-modelos si 
y solo si es valida en toda 3L-algebra.

De donde, en base al teorema de completud del CP3L que veremos mís 
adelante, se deduce el siguiente resultado.

Teorema 5.6.25. Una formula del CP3L es un teorema si y solo si es valida 
en 3L-modelos.

Una generalizacioín de este resultado para n = 4, 5 puede verse en [46] y 
para un n cualquiera en [39].



5.7. EJERCICIOS 171

5.7. Ejercicios
1. Probar que todo teorema de LI es teorema de L4. Encontrar contra-

ejemplo de la recíproca.

2. ¿Cuíles de los ejercicios 6, 7, ..., 13 del Capítulo 3 pueden probarse 
para LI?

En los siguientes ejercicios nos referiremos al sistema formal LI.

3. Sea Γ un conjunto de formulas de L. Se dice que Γ es inconsistente si 
existe una formula A tal que A ∈ Γl^ y tambiín —A ∈ Γl^ y se dice 
que es trivial o que trivializa el sistema si Γl^ = L. Probar que Γ es 
inconsistente si y solo si es trivial. ¿Vale lo mismo en L4?

4. Sea Γ un conjunto de formulas de L. Probar que Γ es inconsistente si 
y solo si |Γ|, el conjunto de clases de equivalencia de las fírmulas de Γ, 
no tiene la pif (ver Ejercicio 4 del Capítulo 4).

5. ¿Es valido el analogo del Lema 3.3.2 del Capítulo 3 para el CPI? ¿Puede 
demostrarse de la misma manera que allí el TD?

6. Con referencia a las definiciones dadas en el Ejercicio 12 del Capítulo 3, 
demostrar que si una teoría Σ del CPI es completa, entonces es prima.

7. Probar que la aplicaciín cañonica LCPI —→ Acpi  = Lcpi / ≡ es una 
Acpi -valuaciín.

8. Probar que: si son v una A-valuaciín, h : A —→ B un homomorfismo, 
entonces, v' = hov es una B-valuaciín (ver Ejercicio 14 del Capítulo 3).

9. Sea Γ un conjunto de fírmulas del CPI. Probar que existen modelos de 
Γ si y solo si existen modelos de Γ a valores en 2 (ver Secciín 3 de este 
capítulo y Definiciín 3.6.1 en el Capítulo 3).

10. Con referencia al modelo M1 dado en la Secciín 6, Ejemplo 5.6.4, 
probar que tambiíen es contramodelo de la fíormula C = ——A → A.

11. Probar el Teorema 5.6.11 y el Corolario 5.6.12.
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Capítulo 6

Dualidades en la teoría de 
ret ículos

Vamos a introducir algunas nociones bíasicas de teoría de categorías y de 
topología con el objeto de hacer autocontenido a este capítulo. Nuestra meta 
principal consiste en establecer, entre otras propiedades, una conexiíon entre 
los retículos distributivos acotados y ciertos espacios topolíogicos ordenados. 
Estudiaremos ademías los casos particulares de íalgebras de Heyting y de 
íalgebras de Boole.

6.1. Categorías
Los conceptos de categorías que utilizamos en este capítulo se reducen 

bísicamente a las definiciones clísicas para definir el concepto de categorías 
equivalentes ([73]).

Una categoría C consiste de los siguientes datos:

1. Una colecciín de objetos.

2. Una coleccion de morfismos.

3. Para cada morfismo f, un objeto dominio de f y un objeto codominio de
f. Usaremos la notacion f : A → B para abreviar la informaciín: f es 
un morfismo que tiene dominio A y codominio B.

4. Para cada objeto A un morfismo distinguido idA : A → A, al cual llama-
remos la identidad (de A).

5. Para cualquier par de morfismos f : A → B y g : B → C un morfismo
g o f : A → C que llamaremos la composiciín de g con f, sujeta a las 
siguientes restricciones:

173
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a) si f : A → B entonces idB o f = f = f o idA,

b) si f : A → B, g : B → C y h : C → D entonces (hog)of = ho(gof).

En una categoría C, diremos que un morfismo h : B → C es un monomorfismo 
si para todo par f, g : A → B, h o f = h o g implica f = g. Diremos que h 
es un epimorfismo si para todo par f, g : B → C, f o h = g o h implica que 
f = g. Diremos que h es un isomorfismo si existe un morfismo j : B → A tal 
que j o h = idA y h o j = idB.

Ejemplo 6.1.1. Si V es una clase de ílgebras entonces definimos la categoría 
CV, en donde los objetos son las algebras de V y los morfismos son homomor- 
fismos entre algebras de V. La nocion de isomorfismo en CV es equivalente 
a la definicion de isomorfismo en V. Sea f un morfismo en CV: si f es una 
funcion inyectiva entonces f es un monomorfismo en CV (la recíproca vale si 
V es una variedad). Si f es una funciín suryectiva entonces f es un epimor- 
fismo en CV, aunque la recíproca podría no valer. Por ejemplo consideremos 
la categoría de anillos. Tenemos que la funcion i : Z → Q dada por i(z) = z 
es un epimorfismo. Sin embargo i no es una funcion suryectiva.

Para mas detalles ver la secciín de Categorías en [2].

Para cualquier categoría C, definimos Cop como la categoría cuyos objetos 
son los mismos de C pero invierte los morfismos de C, es decir que, si es 
f : A → B en C, entonces f : B → A en Cop.

Dadas dos categorías C y D, un funtor F de C en D (notacion: F : C → D) 
es una asignaciín que envía objetos de C en objetos de D y morfismos de C 
en morfismos de D, y que satisface las siguientes condiciones:

1. Si f : A → B es un morfismo de C entonces F(f) : F(A) → F(B) es un
morfismo de D.

2. F(idA) = idF(A), para cada objeto A de C.

3. F(f o g) = F(f) o F(g) para todo para par de morfismos en C tal que el
dominio de f coincide con el codominio de g.

Los funtores suelen llamarse funtores covariantes. A un funtor F : Cop → D 
se lo llama contravariante de C en D.

Dada una categoría C notaremos con 1c : C → C al funtor identidad, es 
decir al funtor tal que 1C(A) = A para cada A objeto de C y 1C(f) = f para 
cada morfismo f de C.

Dados dos funtores F, G : C → D, una transformación natural ξ de F en 
G (notacion ξ : F → G) es una asignacion que a cada objeto A de C le asigna 
un morfismo ξA : F(A) → G(A) en D, cumpliendo que, para cada morfismo



6.2. DUALIDAD DE BIRKHOFF 175

f : A → B en C, ξB o F(f) = G(f) o ξA. Es decir que el siguiente diagrama 
conmuta:

FG(A)

F (f) G(f)

F(B)-→ G(B)

Si cada morfismo ξA : F(A) → G(A) es un isomorfismo entonces diremos 
que ξ es un isomorfismo natural entre F y G.

Dos categorías C y D son equivalentes si existen funtores F : C → D, 
G : D → C y dos isomorfismos naturales ξ : 1D → F o G y σ : 1c → G o F. 
Dos categorías C y D son dualmente equivalentes si y solo si C y Dop son 
equivalentes.

6.2. Dualidad de Birkhoff

En esta secciíon probaremos que la categoría de retículos distributivos 
finitos y la categoría de conjuntos ordenados finitos son dualmente equiva-
lentes. En adelante, nos referiremos frecuentemente a los conjuntos ordenados 
(finitos o no) como posets.1

1La palabra ‘poset’ viene del inglés partially ordered set.

Sea FBDL la categoría que tiene como objetos retículos distributivos fini-
tos y como morfismos los homomorfismos de retículos acotados. Llamaremos 
FPos a la categoría que tiene como objetos posets finitos y como morfismos 
funciones entre posets finitos tales que preservan el orden.

Sean L un retículo distributivo acotado y X(L) el conjunto de sus filtros 
primos. La prueba del siguiente lema se deja como ejercicio.

Lema 6.2.1. Si f : L → M es un homomorfismo de retículos acotados y 
P ∈ X(M) entonces f-1(P) ∈ X(L).

Sean L un retículo distributivo finito y ≤ el orden subyacente a dicho 
retículo. Escribiremos (Lpr, ≤o) para indicar el poset en donde Lpr es el con-
junto de elementos primos de L y ≤o es el orden dual de ≤ (ver notacion 
usada en el Teorema 2.5.2 del Capítulo 2). Notemos que (Lpr, ≤o) es un poset 
finito.

Observacion 6.2.2. Sea L un retículo distributivo finito y P un filtro de L. 
Recordemos que P es un filtro primo si y solo si P = [p) para cierto p ∈ Lpr. 
En particular, la funcion α : Lpr → X(L) dada por α(p) = [p) es una 
biyecciíon.
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Si  L  es u n  r etí c ul o distri b uti v o  fi nit o d efi ni m os  F( L)  =  ( Lpr , ≤ o ).

E n  el si g ui e nt e l e m a utili z ar e m os  l a O bs er v a ci o n  6. 2. 2.

L e m a  6. 2. 3.  S e a  f : L  →  M  u n  m orfis m o  e n F B D L . L u e g o  l a f u n ci ó n 

F(f ) : F( M ) →  F( L)  d a d a  p or  F(f  )( q) =  ∕∖  f- 1([ q)) es u n  m orfis m o  e n  

F P os .

D e m ostr a ci ó n.  Pr o b ar e m os  s ol o l a b u e n a  d efi ni ci o n  d e  F(f ). S e a  q  ∈  M pr . 

C o m o  [ q) ∈  X( M ), p or  el L e m a  6. 2. 1  t e n e m os q u e  f- 1([ q)) ∈  X( L).  L u e g o  

e xist e p  ∈  L p r t al q u e [ p) =  f- 1([ q)). P or  e n d e, p  =  ∕∖ [ p) =  ∕∖  f- 1([ q)), 

c o n l o c u al ∕∖  f- 1([ q)) ∈  L pr . El  h e c h o  d e  q u e  F(f ) pr es er v a  el or d e n  es 

c o ns e c u e n ci a  dir e ct a  d e  l a d efi ni ci o n  d e  F(f ). □

T e n e m os  q u e  e xist e  u n  f u nt or c o ntr a v ari e nt e F  : F B D L  →  F P os.

Si  ( X, ≤ ) es u n  p os et  fi nit o e nt o n c es G( X,  ≤ ) =  X +  es u n  r etí c ul o dis -

tri b uti v o fi nit o. A d e mís,  es s e n cill o pr o b ar  q u e  si g : ( X, ≤ ) →  ( Y, ≤ ) es 

u n  m orfis m o  e n F P os  e nt o n c es  l a f u n cií n G( g)  : G( Y,  ≤ ) →  G( X,  ≤ ) d a d a  

p or  G( g)( U ) =  g - 1( U) es u n  m orfis m o  e n F B D L.  L u e g o  t e n e m os u n  f u nt or 

c o ntr a v ari a nt e  G  : F P os  →  F B D L.

P or  el T e or e m a  2. 5. 2 t e n e m os q u e  si L  ∈  F B D L  e nt o n c es l a f u n cií n 

: L  →  G( F ( L)) d a d a  p or  c L ( a) =  {p  ∈  L pr  : p  ≤  a } es u n  is o m orfis m o e n  

F B D L.  P or  otr o  l a d o, e n  virt u d  d el  T e or e m a  2. 5. 5  t e n e m os q u e  si ( X, ≤ ) ∈  

F P os  e nt o n c es l a f u n ci o n ρ x  : ( X, ≤ ) →  F ( G( X, ≤ )) d a d a  p or  ρ x ( x) =  [ x) 

es u n  is o m orfis m o e n  F P os.

S e a n  f : L  →  M  u n  m orfis m o  e n F B D L  y  g : ( X, ≤ ) →  ( Y, ≤ ) u n  

m orfis m o  e n  F P os.  Pr o b ar e m os  q u e  l os si g ui e nt es di a gr a m as  c o n m ut a n:

L -----G( F ( L))

f G (F (f))

M  / ( M))

( X, ' - F ( G( X, ≤ ))

g  F (G (g ))

( Y, . - F ( G( Y, ≤ ))

Pri m er o  v e a m os  q u e  p ar a  c a d a  a  ∈  L  v al e  l a i g u al d a d

⅛  o  f  )( a) =  ( G( F(f)) o  T L )( a) .

E n  ef e ct o, p  ∈  ( σ⅛  o  f  )( a) si y  s ol o si p  ≤  f ( a) si y  s ol o si f ( a) ∈  [ p) 

si y  s ol o si a  ∈  f- 1([ p)). P er o  l a afir m a cií n  a  ∈  f- 1([ p)) es e q ui v al e nt e a  

q u e  ∕∖ f- 1([ p)) ≤  a. P or  otr o  l a d o, p  ∈  (( G o  F )(f) o  σ p )( a) si y  s ol o si 

p  ∈  F(f) _ 1 ( aL ( a)), es d e cir,  F(f  )( p) ∈  a L ( a), l o c u al es e q ui v al e nt e a  q u e  

Λ  f- 1([ p)) ≤  a. P or  l o t a nt o, ( σw  o  f  )( a) =  ( G( F(f)) o  a L )( a).
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Finalmente veremos que (pY o g)(x) = (F(G(g)) o pX)(x). En efecto,

(f  (G(g))o px  )(χ) = ∩ G(g)-1(ÍPX (χ))

= ∩{V ∈ Y+ : G(g)(V) ∈ [pχ(x))}

= ∩{V ∈ Y+ : [x) ⊆ f-1(V)}

= ∩<v  ∈ Y+ : f (x) ∈ V}

= [f (x))
= (Py  o f )(x).

Los resultados anteriores nos permiten enunciar el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. Los funtores F y G establecen una equivalencia dual entre 
las categorías FBDL y FPos.

Este teorema es conocido con el nombre de dualidad de Birkhoff.

6.3. Topología

Las nociones de topología general que usaremos se restringen a las defi-
niciones bíasicas, ver por ejemplo [83]. Mías precisamente, las definiciones y 
propiedades utilizadas en este capítulo sobre espacios topolíogicos son las que 
necesitamos para estudiar la categoría de espacios de Priestley, que sería in-
troducida mías adelante.

Recordemos primero algunas definiciones y propiedades que menciona-
mos en capítulos anteriores (ver 2.1.5, 2.5, 3.9, 4.1 y 4.5.9) ya que las mismas 
serín de fundamental importancia para este capítulo. Una topología sobre 
un conjunto X es una familia σ de subconjuntos de X cerrada bajo intersec-
ciones finitas, uniones arbitrarias y tal que 0, X ∈ σ. Un espacio topologico 
es un par (X,σ), donde X es un conjunto y σ una topología sobre X. A 
menudo omitiremos hacer menciíon específica de σ si no existe confusiíon. Los 
elementos U ∈ σ son llamados abiertos del espacio topolígico (X,σ). Un 
conjunto F se diría cerrado si su complemento Fc es abierto. Un conjunto 
abierto y cerrado se llamara clopen. Si x ∈ X, diremos que Ux es un entorno 
de x si es un conjunto abierto que contiene al elemento x.

Si X es un conjunto, una base para una topología sobre X es una coleccioín 
B de subconjuntos de X (llamados elementos basicos) tales que:

1. Para cada x ∈ X, hay al menos un elemento bíasico B que contiene a x.
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2. Si x pertenece a la intersecciín de dos elementos bísicos B1 y B2, entonces 
existe un elemento basico B3 que contiene a x y tal que B3 ⊆ B1 ∩ B2.

Si B satisface estas dos condiciones, se define la topología σ generada por 
B como sigue: un subconjunto U de X se dice abierto en X, si para cada 
x ∈ U existe un elemento bísico B de B tal que x ∈ B y B ⊆ U .Se puede 
probar que σ es igual a la coleccioín de todas las uniones de elementos de B 
(Lema 13.1 de [83]).

Una subbase S para una topología sobre X es una colecciín de subcon-
juntos de X cuya uniín es X. La topología generada por la subbase S se 
define como la colecciíon σ de todas las uniones de intersecciones finitas de 
elementos de S (para probar que σ es una topología ver píg. 93 de [83]).

Dados dos espacios topologicos (X, σ) y (Y, υ), una funciín f : X → Y se 
dira continua si f-1(U) ∈ σ para cada U ∈ υ. Si f es una funciín biyectiva, 
continua y su funciíon inversa tambiíen es continua, entonces diremos que f 
es un homeomorfismo.

Un espacio topolígico X se dice compacto si para cada familia A de 
abiertos tal que ∣JUeA U = X, existe una subfamilia finita B ⊆ A tal que 
Uu ∈b  U = X. Un espacio topolígico X es Hausdorff si para x, y ∈ X 
distintos existen abiertos disjuntos U y V tales que x ∈ U e y ∈ V.

Sea X un espacio topolíogico con topología σ. Si Y es un subconjunto de 
X, la coleccion σγ = {Y ∩ U : U ∈ σ} es una topología sobre Y, denominada 
topología de subespacio. En ese caso, (Y,σγ) se dice un subespacio de (X,σ). 
Si Y es un subespacio de X, una colecciíon A se dice que cubre Y (o que es 
un cubrimiento de Y) si la uniíon de sus elementos contiene a Y.

Para una demostraciíon del siguiente lema consultar el Capítulo 3 de [83]

Lema 6.3.1. 1. Sea Y un subespacio de un espacio topologico X. Enton-
ces Y es compacto si y solo si cada cubrimiento de Y por abiertos de 
X contiene una subcoleccion finita que cubre Y.

2. Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.

3. Cada subespacio compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

4. La imagen de un espacio compacto bajo una aplicacion continua es un 
espacio compacto.

5. X es compacto si y solo si para cada coleccion C de conjuntos cerrados 
en X con la propiedad de interseccion finita (es decir, tal que cualquier 
intersection finita de conjuntos de C es no vacía), la interseccion de 
todos los elementos de la coleccion de C es no vacía.
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6. Sea f : X → Y una función continua y biyectiva. Si X es compacto e 
Y Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

6.4. Algunas consideraciones generales

En la dícada del '30, M. H. Stone demostrí que existe una equivalencia 
entre la categoría de algebras de Boole y una categoría de espacios topolígi- 
cos cuyos objetos se denominan espacios de Stone [102]. Tiempo despuís, a 
comienzos de la dícada del '70, H. A. Priestley establecio una equivalencia 
entre la categoría de retículos distributivos acotados y cierta categoría de es-
pacios topolígicos ordenados, los cuales se denominan espacios de Priestley 
[88, 89]. Los objetos de esta categoría son espacios de Stone junto con un 
orden parcial que satisface una propiedad adicional. Algunos años despuís 
L. Esakia, basíandose en la equivalencia categorial desarrollada por H. A. 
Priestley, establecioí una equivalencia entre la categoría de íalgebras de Hey- 
ting y una categoría de espacios topolíogicos ordenados, cuyos objetos son 
ciertos espacios de Priestley [38].

En lo que sigue de este capítulo vamos a probar las tres equivalencias 
categoriales antes mencionadas pero siguiendo un camino diferente al que 
histíoricamente fue utilizado para desarrollar las mismas. Vamos a comen-
zar estableciendo la equivalencia para la categoría de retículos distributivos 
acotados. Recordemos que toda algebra de Heyting puede pensarse como un 
retículo distributivo acotado junto con una operacioín binaria adicional → 
que satisface la propiedad a Λ b ≤ c si y solo si a ≤ b → c para todo a, b, c. 
Por este motivo nuestro siguiente paso sería estudiar la equivalencia para la 
categoría de íalgebras de Heyting. Asimismo, toda íalgebra de Boole puede 
pensarse como un caso particular de íalgebra de Heyting. Esto nos va a llevar 
naturalmente a determinar la equivalencia para la categoría de íalgebras de 
Boole. En este caso, en los espacios topolíogicos ordenados (asociados a las 
aílgebras de Boole) el orden parcial ≤ es el orden dado por la igualdad, es 
decir, para cada x, y se tiene que x ≤ y si y solo si x = y.

6.5. Dualidad de Priestley

Un espacio topolágico totalmente disconexo en el orden es una terna 
(X, ≤, σ) tal que (X, ≤) es un conjunto ordenado o poset, y dados x, y ∈ X 
tal que x y existe un clopen creciente U tal que x ∈ U e y ∈ U. En tal 
caso diremos que (X, ≤,σ) satisface el axioma de separación de Priestley. 
Un espacio de Priestley es un espacio topolíogico compacto que satisface el
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axioma de separacion de Priestley. En lo que sigue escribiremos (X, ≤) en

funcioín. Recordemos que f se llama monotona si para cada x, y ∈ X tales 
que x ≤ y se tiene que f (x) ≤ f (y). Denotaremos como PS a la categoría 
que tiene como objetos espacios de Priestley y como morfismos funciones 
moníotonas y continuas entre espacios de Priestley.

Es frecuente encontrar en la literatura que para la definiciíon de espacio 
de Priesley se pide ademís que el espacio considerado sea Hausdorff y cero- 
dimensional (es decir, si x ∈ X y U es un abierto tal que x ∈ U entonces existe 
un conjunto clopen C tal que x ∈ C ⊆ U). Sin embargo estas condiciones 
no son necesarias pedirlas ya que se satisfacen en todo espacio de Priestley, 
como muestran los siguientes dos lemas.

Lema 6.5.1. Todo espacio de Priestley es un espacio Hausdorff. Mas aun, 
si x,y ∈ X son tales que x = y entonces existe un clopen U tal que x ∈ U e 
y /U.

Demostracion. Sean x e y elementos distintos de un espacio de Priestley 
dado. Sin pírdida de generalidad, podemos asumir que x y. Luego, por el 
axioma de separaciíon de Priestley existe un clopen creciente U tal que x ∈ U 
e y ∈U. □

Lema 6.5.2. Todo espacio de Priestley (X, ≤) es cero-dimensional.

Demostracion. Sean U un conjunto abierto y x ∈ U. Para cada y ∈ Uc 

tenemos que x y í y x. Por el lema anterior existe un clopen creciente 
o decreciente Vy tal que x ∈ Vy e y ∈ Vy. Sea V = ∩yEUc Vy. Veamos que 
V ∩ Uc = 0, o lo que es lo mismo, que Uc ⊆ Vc. Sea z ∈ Uc, con lo cual 
z ∈ Vz, es decir, z ∈ Vc. De esta manera queda probado que V ∩ Uc = 0, 
es decir, ∩yEUc(Uc ∩ Vy) = 0. Como X es un espacio compacto, utilizando 
la propiedad de intersecciíon finita tenemos que existen y1, . . . , yn ∈ Uc tales 
que Uc ∩ Vyι ∩ ∙ ∙ ∙ ∩ Vyn = 0. Definiendo C = Vyι ∩ ∙ ∙ ∙ ∩ Vyn, tenemos que C 
es un clopen tal que x ∈ C ⊆ U. □

Denotamos como BDL a la categoría que tiene como objetos retículos 
distributivos acotados y como morfismos los homomorfismos de retículos aco-
tados.

Sea L un retículo distributivo acotado. Para cada a ∈ L definimos

φ(a) = {P ∈ X(L) : a ∈ P}.

Es sencillo probar que para cada a,b ∈ L tenemos que φ(a V b) = φ(a) U 
φ(b), φ(a Λ b) = φ(a) ∩ φ(b), ^(0) = 0 y ^(1) = X (ver demostraciín del
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T e or e m a  2. 5. 1 0  d el  C a pít ul o  2).  C o nsi d er e m os  a h or a

S  =  {+( a)  : a  ∈  L } U  {+( a) c : a  ∈  L } .

Ll a m ar e m os  σ  a  l a t o p ol o gí a s o br e X( L)  g e n er a d a  p or  l a s u b b as e S . D e  

est a  m a n er a  h e m os  c o nstr ui d o  u n  es p a ci o  t o p olí gi c o ( X( L), σ).

C o nsi d er e m os  a h or a  l a si g ui e nt e c ol e c cií o n  d e  el e m e nt os:

B  =  {+( a)  ∩  +( b) c : a,  b  ∈  L } .

N ot e m os  q u e  B  es u n a  b as e  ( d e c o nj u nt os cl o p e ns) s o br e el c o nj u nt o  X( L).  

P ar a  pr o b arl o,  s e a P  ∈  X( L).  C o m o  1 ∈  P  y  ̂ ( 1)  =  ̂ ( 1)  ∩  +( 0) c , t e n e m os 

q u e  P  ∈  ^( 1) ∩ ^( 0) c . S e a n  P  ∈  X( L)  y  a,  b,  c,  d  ∈  L  t al es q u e  P  ∈  ^( a) ∩ ^( b) c  

y  P  ∈  +( c)  ∩  +( d) c . C o m o  ̂ ( a)  ∩  ^( c)  ∩  +( b) c ∩  +( d) c =  ̂ ( a  Λ  b)  ∩  ^( b  V d) c  

y  P  ∈  X( L),  t e n e m os q u e  P  ∈  ^( a  Λ b)  ∩  ^( b  V  d) c . D e  est a  m a n er a  t e n e m os 

q u e  B  es u n a  b as e  s o br e el c o nj u nt o X( L).  Ll a m ar e m os  τ a l a t o p ol o gí a 

s o br e X( L)  g e n er a d a  p or  l a b as e  B.  L u e g o  h e m os c o nstr ui d o u n  es p a ci o  

t o p olí gi c o ( X( L),τ). Mís  a u n,  t e n e m os q u e  σ  =  τ  . E n l o q u e  si g u e, si e m pr e 

q u e  h a bl e m os  d el  es p a ci o  t o p olí gi c o ( X( L), σ),  v a m os  a  es cri bir  dir e ct a m e nt e  

X( L).

O bs er v e m os  q u e  S  ⊆  B , p u es  p ar a  t o d o a  ∈  L,  ̂ ( a) =  ̂ ( a)  ∩  +( 0) c y 

^( a) c =  +( a) c ∩  +( 1).  E n  p arti c ul ar,  c a d a  ̂ ( a)  es cl o p e n.

L e m a  6. 5. 3.  X( L)  es u n  es p a ci o c o m p a ct o.

D e m ostr a ci á n.  B ast a  pr o b ar  q u e  si X( L)  =  ∣J i∈ 1  +( a i) U {J j∙ ∈j +( b j-)c e nt o n c es  

e xist e n  ní m er os  n at ur al es  n  y  m  t al es q u e  X( L)  =  U n = 1 +( a i) U  ∣J "= 1  +( b j∙)c . 

P or  est a  r a z o n, s u p o n g a m os q u e  X( L)  =  ∣J i∈ 1  +( a i) U  ∣J j∙ ∈j +( b j∙)c , es d e cir,  

∩ j∙∈ j +( b j∙) ⊆  IJi∈ 1  +( a i). S e a  K  el i d e al g e n er a d o  p or  {a i : i ∈  I} y  F  el  
filtr o g e n er a d o  p or  {b j∙ : j ∈  J}. S u p o n g a m os  q u e  F  ∩  K  =  0 . L u e g o,  p or  

el t e or e m a d el  filtr o pri m o  e xist e P  ∈  X( L)  t al q u e  F  ⊆  P  y  P  ∩  K  =  0 . 

E n  p arti c ul ar,  P  ∈  ∩ j.∈ j ̂ ( b j∙) ⊆  (Ji∈ 1  +( a i), p or  l o c u al e xist e i ∈  I t al 

q u e P  ∈  +( a i). P er o  e nt o n c es t e n e m os q u e P  ∩  K  =  0 , l o c u al es u n a  

c o ntr a di c ci oí n. D e  est a  m a n er a  q u e d a  pr o b a d o  q u e  F  ∩  K  =  0 . L u e g o,  e xist e  

x  ∈  F  ∩  K.  P or  e n d e ( v er L e m a  2. 4. 5  y  O bs er v a ci oí n  2. 4. 6  d el  C a pít ul o  2)  

e xist e n a 1 ,..., a n , b 1 ,..., b m  t al es q u e  b 1 Λ  ∙ ∙ ∙ Λ  b m  ≤  x ≤  a 1 V  ∙ ∙ ∙ V  a n . 

P or  est a  r a zí n, ∩ "= 1  +( b j∙) ⊆  U ∕= 1 +( a i). P or  l o t a nt o, d e  est o  s e d e d u c e  q u e  

X( L)  =  U Γ = 1  < X a J U  lj = 1 γ b ∙i)C . D

E n  X( L)  p o d e m os  d efi nir  l a r el a ci o n d e  or d e n  d a d a  p or  l a i n cl usi o n, es  

d e cir,  P  es m e n or  o  i g u al q u e  Q  si y  s ol o si P  ⊆  Q.  Es  s e n cill o m ostr ar  

q u e  ( X( L), ⊆ ) s atisf a c e el a xi o m a  d e  s e p ar a cií n d e  Pri estl e y.  E n  ef e ct o,  s e a n  

P,  Q  ∈  X( L)  t al es q u e  P  C¡  Q.  L u e g o,  e xist e a  ∈  L  t al q u e  a  ∈  P , a ∈  Q.  

L u e g o:  P  ∈  +( a),  Q  ∈  +( a).  P or  est a  r a zí n t e n e m os el si g ui e nt e r es ult a d o:
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Teorema 6.5.4. (X(L), ⊆) es un espacio de Priestley.

Sea f : L → M un morfismo en BDL. Vamos a definir la funciín X(f) : 
(X(M), ⊆) → (X(L), ⊆) como X(f )(P) = f-1(P). Por el Lema 6.2.1 tenemos 
que X(f)(P) esta en X(L) y que X(f) es una funciín monítona. Ademís, 
para cada a ∈ L tenemos que X(f)~1(φ(a)) = φ(f (a)). En efecto,

Q ∈ X(f)-‰(a)) si y solo si
si y solo si
si y solo si
si y solo si
si y solo si

X(f)(Q) ∈ T(a) 
a ∈ X(f)(Q) 
a ∈ f-1(Q) 

f (a) ∈ Q 
q  ∈ AJ(a)).

La igualdad X(f)~1(φ(a)) = φ(f (a)) para cada a ∈ L prueba la continui-
dad de X(f).

De esta manera obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.5.5. Si f es un morfismo en BDL entonces X(f) es un morfismo 
en PS.

Por lo tanto podemos definir un funtor, al cual llamaremos X, que va de 
la categoría BDL hacia la categoría PS: si L es un objeto de BDL entonces 
(X(L), ⊆) es un objeto de PS, y si f es un morfismo en BDL entonces X(f) 
es un morfismo en PS.

Teorema 6.5.6. Existe un funtor contravariante X : BDL → PS.

Sea (X, ≤) un espacio de Priestley. Llamaremos D(X) al conjunto de 
clopens crecientes de X. Es inmediato que D(X) forma un retículo distri-
butivo acotado si consideramos a la intersecciíon como el ínfimo, a la uniíon 
como el supremo, a 0 como primer elemento y a X como uíltimo elemen-
to. Ademís, si f : (X, ≤) → (Y, ≤) es un morfismo en PS, la aplicacion 
D(f) : D(Y) → D(X) dada por D(f)(U) = f-1(U) es un morfismo en BDL. 
Luego obtenemos el siguiente

Teorema 6.5.7. Existe un funtor contravariante D : PS → BDL.

En lo que sigue abusaremos de notacioín, y para cada L ∈ BDL llamaremos 
ψL (o directamente φ, si no hay ambiguedad) a la funcion que va de L a 
D(X(L)) dada por φ(a) = {P ∈ X(L) : a ∈ P}. Nuestro siguiente objetivo 
es ver que esta funciíon es un isomorfismo en BDL. Para ello comenzaremos 
dando algunos resultados previos.

Lema 6.5.8. Sean a,b ∈ L. Luego a = b si y solo si φ(a) = φ(b).
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Demostracián. Sean a,b ∈ L tales que ^(a) = +(b). Supongamos que a = b. 
Sin pírdida de generalidad podemos suponer que a b. Una de las conse-
cuencias del Teorema del filtro primo nos asegura que existe P ∈ X(L) tal 
que a ∈ P y b ∈ P. Luego ^(a) = +(b), lo cual es una contradiction. En 
consecuencia, concluimos que a = b. □

Sabemos que para cada a ∈ L, ^(a) es un clopen en X(L). Es fícil ver 
que tambiíen es creciente. El siguiente resultado nos muestra que todo clopen 
creciente de X(L) es de esta forma:

Lema 6.5.9. Si U es un clopen creciente en X(L) entonces existe a ∈ L tal 
que U = +(a).

Demostracián. Sea U un clopen creciente en X(L). Como U y Uc son conjun-
tos cerrados en un conjunto compacto, tenemos que U y Uc son compactos.

Para cada P ∈ U y para cada Q ∈ Uc tenemos que P Q porque U es 
un conjunto creciente. De esta manera tenemos que existe aPQ ∈ L tal que 
apQ ∈ P y apQ ∈ Q, es decir, P ∈ +(ap<5) y Q ∈ +(apQ). Fijemos P ∈ U, 
con lo cual Uc ⊆ ∣Jq ∈u c ^(ap^i)c. Como Uc es compacto tenemos que existe 
un numero natural n tal que Uc ⊆ Un=1 +(apqi)c, es decir, Uc ⊆ ^(ap^1 Λ 
∙ ∙ ∙ΛaPQn)c. Sea aP = apQ1 Λ∙ ∙ ∙ΛaPQn. Tenemos que P ∈ +(aP) ⊆ U. Luego 
U = (J+(aP). La compacidad de U implica que existe un numero natural 
m tal que U = +(aP1) U ∙ ∙ ∙ U +(aPm). Por lo tanto, si a = aP1 V ∙ ∙ ∙ V aPm 

entonces U = +(a). □

Teorema 6.5.10. La función φ : L → D(X(L)) es un isomorfismo en BDL.

Demostracián. Sabemos que φ es un morfismo en BDL. Por el Lema 6.5.8 
tenemos que φ es una funciín inyectiva, y por el Lema 6.5.9 resulta que φ es 
una funciín suryectiva. Por lo tanto φ es un isomorfismo en BDL. □

Consideremos ahora un espacio de Priestley (X, ≤). Definamos la funciín 
εx : (X, ≤) → (X(D(X)), ⊆) como εx(x) = {U ∈ D(X) : x ∈ U}. Si no 
hay ambiguedad, escribiremos ε en lugar de εx. Es sencillo mostrar que esta 
funciín estí bien definida, es decir que εx(x) es un filtro primo de D(X).

Lema 6.5.11. Sea (X, ≤) un espacio de Priestley. Si x,y ∈ X entonces 
x ≤ y si y solo si ε(x) ⊆ ε(y). Más aún, ε es un morfismo en PS.

Demostracioón. Sean x, y ∈ X tales que x ≤ y. Sea U ∈ ε(x), con lo cual 
x ∈ U. Como U es un conjunto creciente tenemos que y ∈ U, es decir, 
U ∈ ε(y). Por esta razon ε(x) ⊆ ε(y). Recíprocamente, supongamos que 
ε(x) ⊆ ε(y) y que x y. Por esto existe U ∈ D(X) tal que x ∈ U e y ∈ U, 
con lo cual U ∈ ε(x) y U ∈ ε(y) (una contradicciín). Luego x ≤ y.
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Para ver que ε es una funcion continua, sea U ∈ D(X). Como φ(U) = 
{P ∈ X(D(X)) : U ∈ P} y φ(U)c son elementos subbísicos de X(D(X)), 
para probar que ε es continua basta probar que ε~1(φ(U)) es un clopen en 
X. Veamos que ε~1(φ(U)) = U. En efecto:

ε~1(φ(U)) = {x ∈ X
= {x ∈ X
= {x ∈ X 

Ax) ∈ p(U)}
U ∈ ε(x)}
x ∈ U}

= U.

Luego, ε 1(φ(U)) es un clopen creciente en X. □

Nuestro príoximo objetivo es probar que ε es un isomorfismo en PS. Co-
menzaremos, como usualmente hacemos, con algunos resultados previos que 
nos conducirían a concretar nuestra meta.

Lema 6.5.12. Sea f : (X, ≤) → (Y, ≤) un morfismo biyectivo de PS. Sea g 
la funcion inversa de f. Luego g es una funcion continua.

Demostracion. La prueba es consecuencia del ultimo ítem del Lema 6.3.1. □

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente

Teorema 6.5.13. Sea (X, ≤) un espacio de Priestley. Entonces, ε es un 
isomorfismo en PS.

Demostracion. Vamos a comenzar mostrando que ε es una funciíon inyectiva. 
Sean x, y ∈ X tales que ε(x) = ε(y). Supongamos que x = y. Sin píerdida de 
generalidad podemos suponer que x y. Luego, por el axioma de separaciín 
de Priestley tenemos que existe U ∈ D(X) tal que x ∈ U e y ∈ U. Pero este 
hecho implica que ε(x) = ε(y), lo cual es una contradicciíon. Luego x = y y 
así resulta que ε es una funciíon inyectiva.

En lo que sigue probaremos que ε es una funciíon suryectiva. Primero 
notemos que por el Lema 6.5.11 tenemos que ε es una funcion continua. Como 
X es un conjunto compacto se tiene que ε(X) es un conjunto compacto, y por 
ende tambiíen es un conjunto cerrado. Ahora supongamos, para ver que ε es 
una funcion suryectiva, que ε(X) = X(D(X)). Luego existe P ∈ X(D(X)) tal 
que P ∈ ε(X). Como ε(X)c es abierto y P ∈ ε(X)c tenemos por el Lema 6.5.2 
que existe un clopen V de X(D(X)) tal que P ∈ V y V ⊆ ε(X)c, con lo cual 
en particular tenemos que V∩ε(X) = 0, de donde ε-1(V) = 0. En particular, 
podemos suponer sin píerdida de generalidad que V es un elemento bíasico. 
Luego, existen U,W ∈ D(X) tales que V = φ(U) ∩ φ(W)c. Por esta razon 
llegamos a que 0 = ε-1(V) = ε~1(φ(U)) ∩ ε-1(^(W)c) = U ∩ Wc. Esto a su 
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vez implica que U ⊆ W, con lo cual φ(U) ⊆ φ(W). Como P ∈ φ(U) tenemos 
que P ∈ φ(W), pero P ∈ V y por esto P ∈ φ(W). Esto es una contradicciín, 
con lo cual ε es una funciíon suryectiva.

Teniendo en cuenta el Lema 6.5.11 y el Lema 6.5.12 concluimos que ε es 
un isomorfismo en PS. □

Sean f : L → M un morfismo en BDL y g : (X, ≤) → (Y, ≤) un morfismo 
en PS. Es sencillo probar que los siguientes diagramas conmutan: 

L----ψ-l  D(X(L))

f D(X(f))

^-^mD(X(M ))

X—- X(D(X))

g χ(D(g))

Y→γ X(D(Y))

es decir, que para cada a ∈ L y para cada x ∈ X tenemos que (<pM o f )(a) = 
(D(X(f)) o φp)(a) y (εγ o g)(x) = (X(D(g)) o εx)(x). Por lo tanto, teniendo 
en cuenta los resultados de esta seccioín tenemos el siguiente

Teorema 6.5.14. Los funtores X y D establecen una equivalencia dual entre 
las categorías BDL y PS.

Este teorema es conocido como dualidad de Priestley.

6.6. Dualidad de Esakia o de Heyting

Denotaremos como HA a la categoría cuyos objetos son íalgebras de Hey- 
ting y cuyos morfismos son homomorfismos de íalgebras de Heyting. Diremos 
que (X, ≤) es un espacio de Esakia (o de Heyting) si es un espacio de Priestley 
tal que para cada U ∈ D(X), (U] es clopen. Sea f : (X, ≤) → (Y, ≤) una 
funciíon moníotona. Esta funciíon se diría que es un p-morfismo si para cada 
para x ∈ X y z ∈ Y tales que f (x) ≤ z, existe y ∈ X tal que x ≤ y y 
f (y) = z. Denotaremos como HS la categoría que tiene como objetos espa-
cios de Esakia y como morfismos funciones entre espacios de Esakia tales que 
son moníotonas, continuas y p-morfismos.

Veremos que restringiendo la dualidad de Priestley se obtiene que los 
funtores X y D establecen una equivalencia dual entre las categorías HA y 
HS. El resultado previo es conocido con el nombre de dualidad de Esakia (o 
dualidad de Heyting). Comenzaremos con el siguiente

Lema 6.6.1. Sean H ∈ HA y a,b ∈ H. Entonces, (φ(a)∩φ(b)c] = φ(a → b)c.
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D e m ostr a ci ó n.  S e a n  a,  b ∈  H . C o m o  a  Λ  ( a →  b) ≤  b  t e n e m os q u e  ̂ ( a)  ∩  

^( a  →  b)  ⊆  +( b),  p or  l o c u al  ̂ ( a) ∩ ^( b) c ⊆  ^( a  →  b) c . Us a n d o  q u e  ̂ ( a  →  b) c  

es u n  c o nj u nt o  d e cr e ci e nt e  ll e g a m os a  q u e  ( +( a) ∩  +( b) c ] ⊆  ^( a  →  b) c . P ar a  

pr o b ar  l a otr a  i n cl usií n c o nsi d er e m os  P  ∈  ^( a  →  b) c , c o n  l o c u al  a  →  b  ∈  P . 

S e a  F  el  filtr o g e n er a d o  p or  P U  {a }. S u p o n g a m os  q u e  a  →  b  ∈  F , c o n  l o c u al  

e xist e  x  ∈  P  t al q u e  a  Λ  x  ≤  a  →  b  y  d e  est e  m o d o  a  Λ  x  ≤  b.  L u e g o  s e ti e n e 

q u e  x  ≤  a  →  b, l o c u al es u n a  c o ntr a di c cií n p or q u e  x  ∈  P  y  a  →  b ∈ P . 

L u e g o  a  →  b  ∈  F , c o n  l o c u al  e n  virt u d  d el  T e or e m a  d el  filtr o pri m o  t e n e m os 

q u e  e xist e u n  filtr o pri m o  Q  t al q u e  F  ⊆  Q  y  a  →  b ∈ Q.  E n  p arti c ul ar  

t e n e m os q u e  P  ⊆  Q,  a  ∈  Q  y  b ∈ Q  (si b  est u vi er a e n Q,  c o m o b  ≤  a  →  b  

t e n drí a m os q u e  a  →  b est arí a  e n Q,  l o c u al es u n a  c o ntr a di cti o n). L u e g o  

P  ∈  ( +( a) ∩  +( b) c ]. P or  l o t a nt o ( +( a) ∩  +( b) c ] =  ̂ ( a  →  b) c . □

L e m a  6. 6. 2.  Si  H  ∈  H A  e nt o n c es ( X( H), ⊆ ) ∈  H S .

D e m ostr a ci á n.  S e a  U  u n  cl o p e n  e n  X( H ). C o m o  X( H ) es u n  c o nj u nt o  c o m -

p a ct o  e xist e n  a 1 , b1 ,..., a n , bn ∈  H  t al es q u e  U  =  ∣J∕= 1 +( a i) ∩  +( b i)c . P or  

el L e m a  6. 6. 1  t e n e m os q u e  ( U] =  U n = 1 ( ^( ° ⅛) ∩  +( b i)c ] =  U Γ = 1 +( a i →  b i)c . 

C o m o  l a u nií o n  fi nit a d e  c o nj u nt os cl o p e ns es cl o p e n, t e n e m os q u e ( U] es 

cl o p e n.  □

El  si g ui e nt e r es ult a d o s erí a d e  utili d a d  p ar a  el  prí o xi m o  l e m a.

L e m a  6. 6. 3.  D a d o  u n  es p a ci o d e  Pri estl e y  ( X, ≤ ), si x  ∈  X  e nt o n c es l a 

i nt ers e c ci ó o n d e  t o d os l os cl o p e ns  U  q u e  c o nti e n e n  a  x  es el c o nj u nt o  u nit ari o  

{x } .

D e m ostr a ci ó o n.  S e a  y  u n  el e m e nt o  q u e  p ert e n e c e  a  t o d o cl o p e n  U  q u e  c o nti e n e  

a  x.  Q u er e m os  v er  q u e  y  =  x.  P ar a  ell o s u p o n g a m os q u e  y  =  x.  Us a n d o  q u e  

el es p a ci o  es H a us d orff  ( v er L e m a  6. 5. 1)  t e n e m os q u e  e xist e U  ∈  D( X ) t al 

q u e  x  ∈  U  e y  ∈  U . P er o  c o m o x  ∈  U , p or  hi p ot esis  r es ult a q u e  y  ∈  U , l o 

c u al  es u n a  c o ntr a di c cií n.  □

L e m a  6. 6. 4.  S e a  f : H  →  G  u n  m orfis m o  e n H A ; e nt o n c es X(f ) es u n  

m orfis m o  e n  H S .

D e m ostr a ci á n.  Es cri bir e m os  g  p ar a  r ef erir n os a X(f ). S e a n  P  ∈  X( H ) y 

Q  ∈  X( G)  t al es q u e  g( Q)  ⊆  P .

S e a  C  u n  c o nj u nt o  cl o p e n  e n  X( H ) t al q u e  P  ∈  C . L u e g o  C  es  u n a  u nií n
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fi nit a d e  c o nj u nt os d e  l a f or m a φ( a)  ∩  φ( b) c . T e n e m os  q u e

g ~ í(((A a)  ∩  v ( b) c)]) =  g ~ 1 (A a  → b) c )

=  (g ~ 1 (A a  → b))) c

=  ( φ(f ( a →  b))) c

=  φ(f  ( a) →  f ( b))c

=  (A f ( a)) ∩  tA f ( b))c ]

=  ( g~ 1 ( φ( a)) ∩  ( g~ 1 ( φ( b)))c ]

=  (g ~ 1 (T ( a) ∩  A b) c) ].

L u e g o  g - 1(( C]) =  ( g- 1( C)]. C o m o  g( Q)  ⊆  P , t e n e m os q u e  Q  ∈  g - 1(( C]) =  

( g- 1( C)]. D e  est e  m o d o  e xist e  Z  ∈  X( G)  t al q u e  Z  ∈  g - 1( C) y  Q  ⊆  Z . L u e g o  

Z  ∈  [ Q) ∩  g - 1( C). D e  est e  m o d o  o bt e n e m os  q u e  [ Q) ∩  g - 1( C) =  0 . Es  d e cir:  

Si  C  u n  c o nj u nt o  cl o p e n  e n  X( H ) t al q u e  P  ∈  C  e nt o n c es [ Q) ∩  g - 1 ( C) =  0 .

( 6. 1) 

C o nsi d er e m os  l a si g ui e nt e f a mili a d e  s u b c o nj u nt os d e  X( G):

Σ  =  {[ Q) ∩  g - 1( C) : C  es cl o p e n  e n  X( H ) y  P  ∈  C } .

L os  el e m e nt os d e Σ  s o n c o nj u nt os c err a d os e n X( G).  E n  ef e ct o, e n t o d o 

es p a ci o d e Pri estl e y  (X,  ≤ ) s e ti e n e q u e [x ) es u n  c o nj u nt o c err a d o ( v er 

l os ej er ci ci os al fi n al d e  est e c a pít ul o). L u e g o  l os el e m e nt os d e  Σ  r es ult a n 

c err a d os. N ot e m os  a d e mí as q u e  t o d a i nt ers e c cií o n fi nit a d e  el e m e nt os d e  Σ  

p ert e n e c e  a  Σ  p or q u e  i nt ers e c cií o n fi nit a d e  cl o p e ns es cl o p e n. D e  est e  m o d o,  

p or  ( 6. 1) t o d a i nt ers e c cií n fi nit a d e  el e m e nt os d e  Σ  es n o  v a cí a. L u e g o  l a 

c o m p a ci d a d  d e  X( G)  i m pli c a q u e  ∩([ Q)  ∩  g - 1( C)) =  0 , d o n d e  l a i nt ers e c ci o n 

es  s o br e t o d os l os cl o p e ns  C  q u e  c o nti e n e n  a  P . L u e g o  [ Q) ∩  ( ∩ g - 1( C)) =  0 . 

P er o  p or  el L e m a  6. 6. 3  t e n e m os q u e  l a i nt ers e c cií n d e  t o d os l os c o nj u nt os  

g - 1( C) p ar a  C  cl o p e n  q u e  c o nti e n e  a  P  es  i g u al a  g - 1({P }). P or  e n d e, [ Q) ∩  
g - 1({P }) =  0 . P or  l o t a nt o e xist e W  ∈  X( G)  t al q u e  Q  ⊆  W  y  g( W ) =  P . 

Es  d e cir,  g  es u n  p- m orfis m o.  □

L os  l e m as pr e vi os  pr u e b a n  q u e  e xist e  u n  f u nt or c o ntr a v ari a nt e  X  : H A  →  

H S.  E n  l o q u e  si g u e v er e m os  q u e  t a m bií e n p o d e m os  d efi nir  u n  f u nt or D  : 

H S  →  H A.

R e c or d e m os  q u e  si ( X, ≤ ) es u n  p os et  e nt o n c es X +  es u n  íl g e br a d e  

H e yti n g,  e n  d o n d e  l a i m pli c a cií n estí  d a d a  p or  U  ⇒  V  =  ( U ∩  V c ]c .

L e m a  6. 6. 5.  Si  ( X, ≤ ) ∈  H S  e nt o n c es  D( X ) es u n  al g e br a  d e  H e yti n g.

D e m ostr a ci o n.  S e a n  U,  V  ∈  D( X ). C o m o  est a m os  e n  u n  es p a ci o  d e  Es a ki a,  

t e n e m os q u e  ( U ∩  V c ] es u n  cl o p e n  d e cr e ci e nt e,  p or  l o c u al  U  ⇒  V  ∈  D( X ). 

Es  d e cir,  D( X ) es c err a d o  p or  l a o p er a ci o n  ⇒ . □
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Lema 6.6.6. Sea g : (X, ≤) → (Y, ≤) un morfismo en HS. Entonces D(g) 
es un morfismo en HA.

Demostracióon. Solo necesitamos probar que D(g) preserva la implicaciíon. 
Sean U, V ∈ D(Y). Como U ∩ (U ⇒ V) C V tenemos que g-1(U) ∩ g-1(U ⇒ 
V) C g-1(V), es decir, g-1(U ⇒ V) C g-1(U) ⇒ g-1(V). Para probar la 
otra inclusion, sea x ∈ g-1(U ⇒ V), con lo cual g(x) ∈ (U ∩ Vc]. Luego 
existe y ∈ U ∩ Vc tal que g(x) ≤ y. Como g es un p-morfismo existe z tal 
que x ≤ z y g(z) = y. Luego z ∈ g-1(U ∩ Vc) = g-1(U) ∩ g-1(Vc). Por esta 
razon x ∈ (g-1 (U) ∩ g-1(Vc)]. Es decir, x ∈ g-1(U) ⇒ g-1(V). □

Los dos lemas previos nos aseguran que existe un funtor contravariante 
D : HS → HA.

El Lema 6.6.1 nos dice que si H ∈ HA entonces para cada a, b ∈ H vale 
que ^(a → b) = ^(a) ⇒ +(b). Luego, si H ∈ HA entonces φ : H → D(X(H)) 
es un isomorfismo en HA. Si (X, ≤) ∈ HS, sabemos que ε es un isomorfismo en 
la categoría de espacios de Priestley. En particular, ε es una funciíon biyectiva 
que preserva el orden y tal que su funcioín inversa tambiíen preserva el orden: 
esto implica que ε y ε-1 son p-morfismos. Luego, si (X, ≤) ∈ HS entonces 
ε : X → X(D(X)) es un isomorfismo en HS.

Teniendo en cuenta los resultados de esta seccioín y la dualidad de Priestley, 
estamos en condiciones de enunciar el siguiente

Teorema 6.6.7. Los funtores X y D establecen una equivalencia dual entre 
las categorías HA y HS.

Este teorema es conocido como dualidad de Esakia o dualidad de Heyting.

6.7. Dualidad de Stone

En esta secciíon vamos a presentar una equivalencia categorial dual entre 
la categoría de algebras de Boole, a la que denotaremos como A, y cierta 
categoría de espacios topoloígicos. Sabemos que en todo retículo distributivo 
acotado los filtros maximales son primos, pero que en general la recíproca de 
esta propiedad no es cierta. Sin embargo, si un retículo distributivo acotado 
es un íalgebra de Boole, entonces tenemos que un filtro es primo si y solo si 
es maximal.

Lema 6.7.1. Sean B ∈ A. En el espacio de Esakia (X(B), C) vale que si 
P, Q ∈ X(B) entonces P C Q si y solo si P = Q.
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Consideremos ahora un espacio de Esakia (X, ≤), en donde la relaciín 
de orden ≤ coincide con la relacioín de igualdad, es decir, x ≤ y si y solo 
si x = y. Sea U ∈ D(X), que en nuestro caso es equivalente a decir que 
U es sencillamente un conjunto clopen. Sabemos que D(X) es un algebra 
de Heyting. Mas aun, es inmediato probar que U ⇒ 0 = Uc, por lo cual 
U U (U ⇒ 0) = X .De este modo D(X) es mís que un algebra de Heyting: 
D(X) es un ílgebra de Boole.

Lema 6.7.2. Sea (X, ≤) un espacio de Esakia que satisface la propiedad 
x ≤ y si y solo si x = y. Entonces D(X) es un algebra de Boole.

Si (X, ≤) e (Y, ≤) espacios de Esakia que satisfacen la hipítesis del Le-
ma 6.7.2 y g : (X, ≤) → (Y, ≤) es una funciín, entonces g es un morfismo 
en HS si y solo si g es continua. Utilizando el Teorema 6.6.7 concluimos que 
existe una equivalencia categorial dual entre la categoría de íalgebras de Boole 
y la categoría cuyos objetos son espacios de Esakia (X, ≤) que satisfacen la 
condicioín x ≤ y si y solo si x = y, y cuyos morfismos son funciones continuas.

Un espacio de Stone es un espacio topologico compacto, Hausdorff y cero- 
dimensional. Esta definiciíon estía íntimamente ligada con las ideas que veni-
mos presentando, ya que todo espacio de Priestley (X, ≤) satisface que X 
es un espacio de Stone como consecuencia del Lema 6.5.1 y del Lema 6.5.2. 
Mías auín, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.7.3. X es un espacio de Stone si y solo si (X, =) es un espacio 
de Esakia (siendo = la relacián de igualdad).

Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Stone. Para probar que 
(X, =) es un espacio de Esakia basta probar que satisface el axioma de se- 
paracioín de Priestley. Sean x, y ∈ X tales que x = y. Como X es un espacio 
Hausdorff existen conjuntos abiertos disjuntos U y V tales que x ∈ U e 
y ∈ V. Como X es ademías un espacio cero-dimensional, tenemos que existe 
un clopen C tal que x ∈ C C U .En particular, y ∈ C. Luego (X, =) satisface 
el axioma de separaciín de Priestley. Por lo tanto (X, =) es un espacio de 
Esakia.

La prueba de la recíproca es inmediata. □

Sea St la categoría cuyos objetos son espacios de Stone y cuyos morfismos 
son funciones continuas. Si B es un algebra de Boole entonces X(B) es un 
espacio de Stone, y si f es un morfismo de ílgebras de Boole entonces X(f) es 
una funcion continua. Recíprocamente, si X es un espacio de Stone entonces 
D(X) es un ílgebra de Boole, y si g es una funciín continua entre espacios de 
Stone entonces D(g) es un morfismo de ílgebras de Boole. Ahora podemos 
enunciar un resultado conocido en la literatura como dualidad de Stone:
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Teorema 6.7.4. Existe una equivalencia categorial dual entre A y St.

6.8. Algunas conexiones entre las categorías
En esta uíltima parte del capítulo nos basaremos principalmente en [2, 

35]. Consideremos un retículo distributivo acotado L (o un morfismo f en 
BDL). A veces es posible encontrar una relaciíon entre cierta informaciíon que 
nos proporciona L (o el morfismo f) con respecto a cierta informacioín que 
nos proporciona el espacio topologico X(L) (o el morfismo X(f)). La misma 
situaciíon puede ser planteada para el caso de las categorías HS y St. Por 
ejemplo, existe una biyeccioín entre las congruencias de L y los subconjuntos 
cerrados de X(L). Tambiíen muchas propiedades de L pueden ser traducidas 
en propiedades de X(L). Es decir, frecuentemente es posible probar que una 
cierta propiedad P vale en L si y solo si otra cierta propiedad P vale en X(L). 
Supongamos que no sabemos si la propiedad P es cierta porque no logramos 
encontrar una demostraciíon o una refutaciíon de la misma. Sin embargo puede 
suceder que resulte posible demostrar la propiedad P o hallar una refutacion 
de la misma en PS, con lo cual estaríamos resolviendo nuestro problema 
original.

En resumen: a veces es maís sencillo trabajar con espacios de Priestley 
que con retículos distributivos acotados. Mís aun, si estamos considerando 
la categoría de retículos distributivos finitos entonces los mismos se corres-
ponden con la categoría de posets finitos y funciones monoítonas entre posets 
finitos (en el caso finito los espacios de Priestley poseen la topología dis-
creta, esto requiere una prueba que se deja como ejercicio para el lector). 
En este caso particular ni siquiera debemos preocuparnos por la topología, 
solo nos interesan propiedades de los posets finitos. Estas ideas pueden ser 
extrapoladas para cualesquiera dos categorías que sean equivalentes.

En lo que sigue listaremos con un poco mías de detalle algunos ejemplos 
para ilustrar los feníomenos antes expuestos.

1. Sea L un retículo distributivo acotado. Existe un isomorfismo de retículos
entre las congruencias de L y los subconjuntos cerrados de X(L). Si Y 
es un conjunto cerrado de X(L) entonces definimos

Θ(Y) := {(a, b) ∈ L × L : φ(a) ∩ Y = φ(b) ∩ Y}.

La aplicacion Θ es un isomorfismo de retículos entre el retículo de 
cerrados de X(L) y el retículo de congruencias de L.

2. Sea f : L → M un morfismo en BDL. Entonces f es inyectiva si y solo
si f es un monomorfismo si y solo si X(f) es un epimorfismo si y solo
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si X(f) es suryectiva. Ademís f es un epimorfismo si y solo si X(f) 
es inyectiva si y solo si X(f) es un monomorfismo. Finalmente f es 
suryectiva si y solo si X(f) (con el codominio restringido a X(L)) es un 
homeomorfismo.

3. Un espacio topolíogico X es extremadamente disconexo si y solo si la clau-
sura de todo conjunto abierto es abierto. Un íalgebra de Boole B es 
completa si y solo si el espacio de Stone X(B) es extremadamente dis-
conexo.

4. Sea K una clase de ílgebras del mismo tipo. Se define V(K) como la
menor variedad que contiene a K. Las algebras de Heyting prelineales 
fueron consideradas por Horn en [62] como un paso intermedio entre la 
líogica clíasica y la intuicionista, y fueron estudiadas tambiíen por Mon-
teiro [79], G. Martínez [74] y otros. Esta es la subvariedad de ílgebras 
de Heyting generada por la clase de todas las cadenas, y puede ser axio- 
matizada con un conjunto de ecuaciones que caractericen a las aílgebras 
de Heyting mías la ecuaciíon de prelinealidad (x → y) V (y → x) = 1. 
En [2, Ch. IX] y en [79] se dan caracterizaciones para las ílgebras de 
Heyting prelineales. Un poset (X, ≤) se llama root system si para cada 
x ∈ X el conjunto [x) forma una cadena. Tenemos la siguiente propie-
dad para un aílgebra de Heyting H, cuya demostraciíon detallaremos a 
continuaciíon:

H es prelineal si y solo si (X(H), C) es un root system.

Para probar esta propiedad, supongamos primero que H es prelineal. 
Sean P, Q, Z ∈ X(H) tales que P C Q y P C Z. Debemos probar que 
Q C Z o bien que Z C Q. Supongamos que esto no ocurre, con lo 
cual existen x,y ∈ H tales que x ∈ Q,y ∈ Z, y ∈ Q y x∈Z. Como 
(x → y) V (y → x) = 1 y 1 ∈ P, sin píerdida de generalidad podemos 
suponer que x → y ∈ P. En particular x → y ∈ Q. Pero x ∈ Q y 
x Λ (x → y) ≤ y, con lo cual y ∈ Q. Esto resulta una contradicciín. 
Luego (X(H), C) es un root system. Recíprocamente, supongamos que 
(X(H), C) es un root system y supongamos que existen x,y ∈ H tales 
que (x → y) V (y → x) = 1. Luego por el TFP existe P ∈ X(H) tal
que (x → y) V (y → x) ∈ P. Consideremos los filtros F = (P U {x})
y G = (P U {y}). Supongamos que y ∈ F. Luego existe p ∈ P tal que 
y ≥ p Λ x, es decir, p ≤ x → y. De esto se deduce que x → y ∈ P, lo 
que es una contradiction. Luego tenemos que y ∈ F. Del mismo modo 
se prueba que x ∈ G. Luego existen Q, Z ∈ X(H) tales que F C Q, 
G C Z, y∈Q y x∈Z. Ahora usaremos que (X(H), C) es un root 
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system. Como P C Q y P C Z, sin pírdida de generalidad podemos 
asumir que Q C Z. Como x ∈ Q tenemos que x ∈ Z, lo cual es una 
contradiccioín. Por lo tanto H es prelineal.

¿Quí consecuencias tiene este ultimo ejemplo? Supongamos que quere-
mos saber si un íalgebra de Heyting H es o no prelineal. Basta considerar 
el poset (X(H), C) y analizar si el mismo resulta o no un root system. 

Sean (X, ≤) e (Y, ≤) posets, siendo el primero un root system. Si ambos 
posets son isomorfos entonces (Y, ≤) es un root system. En consecuencia 
tenemos el siguiente corolario: si (X, ≤) es un espacio de Esakia que 
resulta ser un root system entonces D(X) es un ílgebra de Heyting 
prelineal. En efecto, sabemos que X = X(D(X)). Como X es un root 
system resulta que X(D(X)) es un root system, lo cual es equivalente a 
afirmar que D(X) es prelineal (notar que aquí hemos usado la dualidad 
de Esakia). ¿Quí nos aporta este resultado? Nos aporta, entre otras 
cosas, un mecanismo para construir aílgebras de Heyting prelineales 
finitas: basta considerar el conjunto de crecientes de un root system 
finito dado.

Cabe destacar que una de las ventajas de trabajar con posets (o mas gene-
ralmente, con ciertos espacios topoloígicos ordenados) radica en que muchas 
veces podemos intuir propiedades basaíndonos en la naturaleza geomíetrica (y 
topoloígica, si corresponde) del espacio considerado. Aunque intuir propieda-
des no significa haberlas demostrado. Pero sí nos ayuda a conocer el tipo de 
estructuras consideradas y los posibles problemas que podríamos abordar.
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6.9. Ejercicios

1. Probar que si L es un retículo distributivo acotado entonces L es una 
cadena si y solo si X(L) es una cadena.

2. Sea (X, ≤) un espacio topolíogico ordenado que satisface el axioma de 
separacioín de Priestley. Probar que para cada x ∈ X se tiene que {x}, 
[x) y (x] son conjuntos cerrados.

3. Sea (X, ≤,σ) un espacio de Priestley. Probar las siguientes afirmacio-
nes:

a) Sea A un conjunto abierto creciente. Luego existe una familia de 
clopens crecientes {Ai}i∈1 tales que A = |JÍEI Ai.

b) Si A es un abierto creciente y x ∈ A entonces existe un clopen 
creciente B tal que x ∈ B C A.

c) Si U es un cerrado decreciente y x ∈ U entonces existe un clopen 
decreciente V tal que U C V y x ∈ V.

d) Si U es un cerrado creciente y x ∈ U entonces existe un clopen 
creciente V tal que U C V y x ∈ V.

Sugerencia:

Para probar a) bastaría probar primero la siguiente propiedad: Sea 
x ∈ A. Luego existe un clopen creciente V tal que x ∈ V y V ∩ Ac = 0.

Probemos la propiedad mencionada en el pírrafo anterior. Sea x ∈ 
A. Supongamos que para todo clopen creciente V vale que si x ∈ V 
entonces V∩ Ac = 0. Definamos F = {V∩ Ac : V ∈ D(X) y x ∈ V}. La 
familia F es una coleccion de conjuntos cerrados que tiene la propiedad 
de intersecciín finita (probarlo). Como (X,σ) es un espacio compacto 
deducimos que

∩ (V ∩ Ac) = 0.
V ∈F

Luego existe y ∈ ∩ve f (V ∩ Ac). De este modo, y ∈ Ac e y ∈ V para 
todo V clopen creciente tal que x ∈ V .En particular, x ≤ y (probarlo). 
Como x ∈ A y A es creciente se concluye que y ∈ A, lo cual es una 
contradicciíon.

Finalmente notar que a) ⇒ b) ⇒ c) ⇒ d).

4. Sea L un retículo distributivo acotado. Probar las siguientes afirmacio-
nes:
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a) Si F es un filtro de L entonces ∩o€F ^(a) es un cerrado creciente de
X(L). ∈

b) Si U es un cerrado creciente de X(L) entonces {a ∈ L : U C +(a)} 
es un filtro de L.

c) Sea Fil(L) el conjunto de filtros de L y sea Cu(X(L)) el conjunto 
de cerrados crecientes de X(L). Probar que la funciín h : Fil(L) → 
Cu(X(L)) dada por h(F) = ∩ F ^(a) es una biyecciín.

Sugerencia: para ver la suryectividad de h usar el ítem d) del Ejercicio 3.

5. Sea B un algebra de Boole B. Probar las siguientes afirmaciones:

a) Para cada ítomo a vale que ^(a) es un conjunto unitario, cuyo 
unico elemento sera denotado como Pa. Mas aun, probar que {Pα} es 
un clopen en X(B).

b) Sea P ∈ X(B). Probar que {P} es un clopen en X(B) si y solo si 
{P} es un punto aislado en X(B). ¿Sigue valiendo esta propiedad para 
X(L) con L un retículo distributivo acotado?

c) La aplicacioín que a cada aítomo a de B le hace corresponder el filtro 
primo Pa es una biyeccion entre los atomos de B y los puntos aislados 
de X(B).

6. Si f : (X, ≤) → (Y, ≤) una funciín monítona entonces se dice que f es 
un p-morfismo si para cada x ∈ X e y ∈ Y tales que f (x) ≤ y se tiene 
que existe z ∈ X tal que x ≤ z y f (z) = y.

Sea f : (X, ≤) → (Y, ≤) una funciín monítona. Probar que las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

a) f es un p-morfismo.

b) f-1((Z]) = (f-1(Z)] para cada Z C Y.

c) f-1((y]) = (f-1({y})] para cada y ∈ Y.

7. Sea Y un subconjunto cerrado de un espacio de Priestley. Probar que 
[Y) y (Y] son conjuntos cerrados. Concluir que (X, ≤) es un espacio de 
Heyting si y solo si (U] es un conjunto abierto para cada abierto U.
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Capítulo 7

Más sobre álgebra universal

Expondremos en este capítulo algunos resultados del ¿Álgebra Universal, 
especialmente los teoremas de Birkhoff, que serín necesarios para desarrollar 
algunos temas en capítulos posteriores.

Basíndonos en lo mostrado en el Capítulo 1, Seccion 3, avanzaremos 
en el estudio de las clases de íalgebras, en particular de las variedades (ver 
Definicion 1.3.15). Para eso es importante poder obtener informaciín de una 
clase de aílgebras a partir de algunos miembros distinguidos mías simples. 
Sin embargo, esto no siempre es posible. Los candidatos a representar una 
clase son, generalmente, las aílgebras subdirectamente irreducibles y tambiíen 
las íalgebras libres. ¿Por quíe son estos dos casos importantes? Porque las 
ecuaciones (ver Secciín 4) que se cumplen en las ílgebras subdirectamente 
irreducibles de una variedad se cumplen en todas las íalgebras de la variedad. 
Lo mismo podemos decir de las íalgebras libres, que ademaís, existen en toda 
variedad, aunque son generalmente complicadas de describir. Hablaremos de 
las ecuaciones en la Secciíon 4.

7.1. Productos subdirectos

Vamos a definir ahora los conceptos de producto subdirecto y de íalge- 
bra subdirectamente irreducible. Las aílgebras subdirectamente irreducibles 
son aquellas que no se pueden descomponer como productos subdirectos, son 
como los íatomos de una clase de aílgebras. Seguín uno de los teoremas de 
Birkhoff, en las variedades toda íalgebra es producto subdirecto de aílgebras 
subdirectamente irreducibles que pertenecen a la variedad. Como veremos, 
en algunas clases de íalgebras esto es muy uítil porque las subdirectamen-
te irreducibles son íalgebras fíaciles de describir y en cierto modo en ellas 
estía toda la informacioín de la clase de íalgebras considerada. Por ejemplo, 
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t a nt o e n l os r etí c ul os distri b uti v os  c o m o e n l as í al g e br as d e  B o ol e  l a uí ni c a  

í al g e br a s u b dir e ct a m e nt e irr e d u ci bl e es 2 .

D ar e m os  asi mis m o  u n a  c ar a ct eri z a ci oí n  d e  í al g e br a s u b dir e ct a m e nt e irr e-

d u ci bl e  e n  f u n cií o n d e  s us c o n gr u e n ci as, q u e  e n  l a pr aí cti c a,  es mí as  a pli c a bl e  

q u e  l a d efi ni cií o n.

H e m os  est u di a d o  e n  l os C a pít ul os  2  y  4  l as c o n gr u e n ci as d e  íl g e br as d e  

B o ol e  y  d e  í al g e br as d e  H e yti n g.  Es o  n os  di o  u n a  b as e  i nt uit v a p ar a  d e m ostr ar  

e n  g e n er al  l as pr o pi e d a d es  d e  l as c o n gr u e n ci as  d e  u n  í al g e br a.

C o m o  h e m os  o bs er v a d o  e n  el  C a pít ul o  1 ( v er 1. 3. 3)  a  m e n u d o  d e n ot ar e m os  

u n  í al g e br a s ol o p or  s u c o nj u nt o  s u b y a c e nt e, p or  a b us o  d e  n ot a cií o n.

O bs e r v a ci o n  7. 1. 1.  L as  si g ui e nt es pr o pi e d a d es  s e d es pr e n d e n  d e  l a d efi ni-  

cií o n d e  c o n gr u e n ci a  e n  u n  aíl g e br a.

( 1) E n  t o d a al g e br a (A,  F ) n o  tri vi al, es d e cir,  d o n d e  A  ti e n e mís  d e  u n  

el e m e nt o, h a y  al m e n os  d os  c o n gr u e n ci as, q u e  ll a m ar e m os ∆  y  V . L a  

pri m er a  es  l a r el a cií n d e  i d e nti d a d, es d e cir  q u e:  a ∆ b  si y  s ol o si a  =  b.  

L a  s e g u n d a es  l a q u e  i d e ntifi c a t o d os l os el e m e nt os  d e  A,  o  s e a q u e  p ar a  

t o d o p ar  a, b  d e  el e m e nt os  d e  A,  a V b.

E n  l as í al g e br as d e  B o ol e  y  d e  H e yti n g,  s o n l as q u e  c orr es p o n d e n  r es-

p e cti v a m e nt e  a  l os filtr os {1 } y  A.

( 2) S e a  (A,  F ) u n  íl g e br a, {R i}i∈ ∕ u n a  f a mili a d e  c o n gr u e n ci as  d e  A.  E nt o n -

c es l a r el a ci o n R  =  ∩ R < es u n a  c o n gr u e n ci a  e n  A,  d o n d e  a R b  e q ui v al e  

a  q u e  a R ib  p ar a  t o d o i ∈  I  . E n p arti c ul ar,  si x R y  i m pli c a x  =  y,  es o  

si g nifi c a q u e  R  =  ∆.

( 3) S e a  {g i}i∈ 1  u n a  f a mili a d e  h o m o m orfis m os  c o n  el  mis m o  d o mi ni o  A.  P a -

r a c a d a  i ∈  I c o nsi d er e m os  l a c o n gr u e n ci a R i as o ci a d a d a  a  g i, es  d e cir,  

l a c o n gr u e n ci a  d efi ni d a  p or:  a R ib  si y  s ol o si g i( a) =  g i( b). E nt o n c es,  

l as si g ui e nt es c o n di ci o n es (I) y  (II) s o n e q ui v al e nt es:

(I) P ar a  c a d a a, b  ∈  A,  si a  =  b  e nt o n c es  e xist e i ∈  I t al q u e  g i( a) =  

g i( b).

(II) ∩∩   R i =  ∆.

E n  est e  c as o  dir e m os  q u e  l a f a mili a {g i}i∈ 1 s e p ar a p u nt os.

D efi ni ci o n  7. 1. 2.  S e a  {A s}s ∈ s u n a  f a mili a d e  al g e br as  d el  mis m o  ti p o F . S e  

di c e  q u e  u n  al g e br a  A  d e  ti p o F  es  pr o d u ct o  s u b dir e ct o d e  l a f a mili a {A s}s ∈ s si 

e xist e  u n  h o m o m orfis m o  i n y e cti v o f : A  — →  ∩  A s t al q u e,  si p t : ∏  A s — →  A t 

es l a pr o y e c cií n  d e  í n di c e t, s e v erifi c a  q u e  p t o  f es s ur y e cti v a.
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Un algebra no trivial (A, F) se llamara subdirectamente irreducible si se 
cumple que cada vez que A es producto subdirecto de la familia {As}s∈s 

entonces existe t ∈ S tal que pt o f es un isomorfismo.

Ejemplo 7.1.3. Veamos un ejemplo simple de un retículo acotado que no 
es subdirectamente irreducible.

Sean M = {0, x, 1} una cadena de tres elementos y L = {0,1} una cadena 
de dos elementos. Definimos f : M —→ L × L por f (x) = (0,1), ya que los 
demís elementos estín determinados: f (0) = (0,0) y f (1) = (1,1).

• 1

•x

0

•(0,1)

•(1,1)

•(0.0)

(1.0)

M
LL

Entonces, f es un homomorfismo, es inyectiva y ademaís al proyectar su 
imagen obtenemos L. Es decir: (p1 o f )(M) = L y (p2 o f )(M) = L. Luego, 
M es producto subdirecto de la familia {L1,L2}, siendo L1 = L2 = L. Sin 
embargo, M no es isomorfo a L. Eso indica que existe una descomposicioín 
de M como producto subdirecto con factores no isomorfos a M, es decir, M 
no es subdirectamente irreducible.

Teorema 7.1.4. Un algebra A es producto subdirecto de una familia {Ai}i∈1 

si y solo si existe una familia {gi}i∈1 de homomorfismos suryectivos gi : 
A —→ Ai que separa puntos.

Demostracion. Dada la familia {gi}i∈1 definimos f : A —→ ∩ Ai por sus pro-
yecciones: pi(f (a)) = gi(a) para cada i ∈ I. Entonces, f es un homomorfismo 
por serlo todas las gi, es inyectiva porque la familia {gi}i∈1 separa puntos 
y tambiíen se cumple que pi o f = gi es suryectiva. Luego, A es producto 
subdirecto de la familia {Ai}i∈1.

Recíprocamente, si A es producto subdirecto de la familia {Ai}i∈1 se 
define para cada i ∈ I: gi = pi o f. Con esto {gi}i∈I verifica las condiciones 
que pedimos. □

Teorema 7.1.5. Un algebra A es subdirectamente irreducible si y solo si 
existe una congruencia R0 = ∆ tal que si D = {R : R congruencia, R = ∆} 
entonces R0 = ∩ReV R.
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D e m ostr a ci á n.  S u p o n g a m os  q u e  n o  e xist e  R 0 . E nt o n c es  ∩ R e D  R  =  ∆.  T o m e -

m os  l a f a mili a { A∕ R } r ∈ d  y  v e a m os  q u e  A  es  pr o d u ct o  s u b dir e ct o d e  al g u n os  

d e  s us mi e m br os.  E n  ef e ct o,  p or  el  T e or e m a  7. 1. 4  y  l a O bs er v a cií n  7. 1. 1  ít e m 

( 3), l a f a mili a {g ⅛ }κ ∈ D  d e  l as a pli c a ci o n es  c a ñ o ni c as  g R  : A  — →  A/ R  c u m pl e  

l as c o n di ci o n es. Si n  e m b ar g o, R  ∈  D  i m pli c a q u e  R  =  ∆,  c o n  l o c u al A  n o  

p u e d e  s er is o m orf a a  A/ R  p ar a  ni n g u n  R  ∈  D , p u es  d e  s erl o c a d a  cl as e d e  

A/ R  s erí a u nit ari a,  es d e cir,  s erí a R  =  ∆.  L u e g o,  A  n o  es s u b dir e ct a m e nt e  

irr e d u ci bl e.

R e cí pr o c a m e nt e,  s e a R 0 =  ∩ R € D , R 0 =  ∆.  E nt o n c es  e xist e n a  y b  t al es 

q u e  a =  b  y  a R 0 b. Ll a m ar e m os  ( P) a est a  pr o pi e d a d.  Pr o b e m os  q u e  A  es 

s u b dir e ct a m e nt e irr e d u ci bl e, p ar a  l o c u al  s u p o n e m os q u e  A  es  pr o d u ct o  s u b -

dir e ct o  d e  u n a  f a mili a {A i}i∈ 1  y  t o m a m os l a f a mili a {g i}i∈ 1 c orr es p o n di e nt e.  

C o m o  a  =  b  y  l os g i s e p ar a n p u nt os,  e xistirí  u n  j ∈  I t al q u e  g j∙( a) =  g j∙( b). 

Est o  si g nifi c a q u e,  si ll a m a m os R j∙ a  l a c o n gr u e n ci a  as o ci a d a  a  g j∙, a  n o  estí  r e-

l a ci o n a d o c o n b p or  R j. P or  ( P), a R 0 b, l u e g o: R 0 C¡ R j. L u e g o,  d e b e  s er 

R j =  ∆  y  p or  l o t a nt o, e n  virt u d  d el  T e or e m a  1. 3. 2 0  d el  C a pít ul o  1,  s e ti e n e 

q u e  e xist e  u n  is o m orfis m o g j q u e  h a c e  c o n m ut ar  el  si g ui e nt e di a gr a m a:

A∕ ∆

P er o  A∕ ∆  =  A.  L u e g o  A  =  A j y,  p or  l o t a nt o, A  es u n  al g e br a  s u b dir e ct a-

m e nt e  irr e d u ci bl e. □

Ej e m pl os  7. 1. 6.

1.  U n  í al g e br a A  es  ll a m a d a si m pl e si l as uí ni c as  c o n gr u e n ci as  q u e  ti e n e s o n  

l as tri vi al es ∆  y  V . T o d a  al g e br a  si m pl e es  s u b dir e ct a m e nt e irr e d u ci bl e 

( ej er ci ci o).

2.  El  r etí c ul o 2  es s u b dir e ct a m e nt e irr e d u ci bl e, y a  q u e  si e n d o l as uí ni c as  

c o n gr u e n ci as  ∆  y  V , s e c u m pl e  l a c o n di cií n  d el  T e or e m a  7. 1. 5 .

V a m os  a  pr o b ar  q u e  2  es  el  u ni c o  r etí c ul o distri b uti v o  s u b dir e ct a m e nt e  

irr e d u ci bl e.

Si  es  x  u n  el e m e nt o  d e  u n  r etí c ul o distri b uti v o  L,  l as si g ui e nt es r el a ci o-

n es  R x y  R x s o n c o n gr u e n ci as  e n  L  ( pr o b arl o c o m o  ej er ci ci o).

u R x v  si y  s ol o si u  Λ  x  =  v  Λ  x,

u R x v  si y  s ol o si u  V  x  =  v  V  x.
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Supongamos ahora que L es subdirectamente irreducible y que L = 2. 
Entonces existirín a,b,x ∈ L tales que a < x < b. Consideremos las 
congruencias Rx y Rx y probemos que Rx ∩ Rx = ∆. En efecto, si uRxv 
y uRxv entonces, aplicando el Lema 2.1.4 del Capítulo 2 tenemos que 
u = v. Como L es subdirectamente irreducible, en virtud del Teore-
ma 7.1.5 existe una congruencia Ro = ∆ que es la interseccion de todas 
las congruencias distintas de ∆. Luego, Ro C Rx ∩ Rx = ∆, lo que 
implicaría que Ro = ∆, lo cual es un absurdo.

3. El aílgebra de Boole 2 es subdirectamente irreducible por la misma 
razon que en el ítem 2. Veamos que es la unica. Sea (A, Λ, V,~, 0,1) un 
íalgebra de Boole subdirectamente irreducible y consideremos el retículo 
(A, Λ, V), reducto de aquella. Toda congruencia de (A, Λ, V,~, 0,1) es 
congruencia de (A, Λ, V) y tambiín vale la recíproca, como vimos en el 
corolario del Lema 2.3.11 del Capítulo 2. Por lo tanto, el razonamiento 
que se hizo en 2 puede aplicarse aquí tambiíen. Por ende, 2 es la uínica 
íalgebra de Boole subdirectamente irreducible.

4. La situaciín es distinta para las algebras de Heyting. Hay “demasiadas” 
aílgebras subdirectamente irreducibles, con lo cual una descomposiciíon 
en subdirectamente irreducibles no es uítil para simplificar el estudio de 
dichas íalgebras.

En efecto, un íalgebra de Heyting H es subdirectamente irreducible si 
y solo si el conjunto

{x ∈ H : x = 1}

tiene un elemento maximal z =1. Para probarlo, usando el Teore-
ma 7.1.5, basta con ver que la congruencia asociada al filtro [z) es la 
que describe ese teorema.

Vamos ahora a enunciar y delinear la demostraciíon de uno de los impor-
tantes teoremas de Birkhoff. Recordemos que hemos definido variedad como 
una clase de algebras K cerrada por subílgebras, imígenes homomorfas y 
productos (ver Capítulo 1, 1.3.15).

Teorema 7.1.7 (ver [6], [2] I, 9, Teorema 4). Si A es un algebra de una 
variedad K entonces A es producto subdirecto de una familia de algebras 
subdirectamente irreducibles de K.

Demostracion. Si A fuera trivial, o sea, si tuviera solo un elemento, enton-
ces podemos considerar que es producto subdirecto de una familia vacía de 
aílgebras subdirectamente irreducibles.
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S u p o n g a m os  a h or a q u e  A  n o  es tri vi al, p or  l o c u al e xistirí n a,  a z ∈  A 

t al es q u e  a  =  a '. C o nsi d er e m os  el c o nj u nt o

C o n (0 ,0 ') =  {R  : R  c o n gr u e n ci a, ( a, a ') ∈  R } .

P u e d e  d e m ostr ars e  q u e  el  c o nj u nt o  q u e  a c a b a m os  d e  d efi nir  ti e n e u n  el e m e n -

t o m a xi m al,  el c u al ll a m ar e m os R m ( a, a'). R e c or d e m os  q u e  a  y a ' n o  est a n  

r el a ci o n a d os p or  R m ( a, a'). T o m e m os  a h or a  A∕ R m ( a, a'), q u e  est a  e n  K  p or  

s er i m a g e n h o m o m orf a  d e  A.  E nt o n c es  A∕ R m ( a, a ') ti e n e al m e n os  d os  el e -

m e nt os,  p u es  |a | =  |a '| , l u e g o ti e n e al g u n a  c o n gr u e n ci a disti nt a  d e  ∆.  S e a  S  

u n a  d e  ell as  y  d efi n a m os  u n a  r el a cií n S ' p or:

x S 'y  e n  A  si y  s ol o si |x |S |y | e n  A∕ R m ( a, a ').

S e  p u e d e  pr o b ar  q u e  S ' es u n a  c o n gr u e n ci a  y  q u e,  a d e mís, R m ( a, a ') C  S '. 

P or  l a m a xi m ali d a d  d e  R m ( a, a'), n o  p u e d e  c u m plirs e q u e  S ' ∈  C o n (a ,a∕), es 

d e cir  q u e  d e b e  s er a S 'a '. P er o  est o  i m pli c a |a |S |a '| , y  est o  v al e  p ar a  t o d a S  

n o  tri vi al e n  A∕ R m ( a, a'). L u e g o,  si d efi ni m os

D (a, a') =  {S  : S  c o n gr u e n ci a  e n  A∕ R m ( a, a'), S  =  ∆ },

e nt o n c es (|a | , |a '|) ∈ ∩ 5 ∈ p S , p or  l o q u e  e xist e u n a  c o n gr u e n ci a mi ni -

m al  n o tri vi al e n A∕ R m ( a, a '). Est o  si g nifi c a, p or  el T e or e m a  7. 1. 5 , q u e  

A∕ R m ( a, a ') es s u b dir e ct a m e nt e irr e d u ci bl e.

P o d e m os  h a c er  est a  c o nstr u cti o n  p ar a  c a d a  p ar  d e  el e m e nt os  d e  a,  a ' ∈  A 

c o n  a  =  a ', p or  l o q u e  s e p u e d e  d e m ostr ar  q u e  A  es  pr o d u ct o  s u b  dir e ct o  d e  l a 

f a mili a d e  al g e br as  d e  K  s u b dir e ct a m e nt e irr e d u ci bl es {A∕ R m ( a, a ')}nιtt'∈ A ιtt≠ n'.
’ ’ □

O bs e r v a ci o n  7. 1. 8.  H e m os  vist o  q u e  l a u ni c a  íl g e br a d e  B o ol e  s u b dir e c-

t a m e nt e irr e d u ci bl e es 2 . E nt o n c es  p o d e m os  mir ar  el T e or e m a  d e  St o n e  d e  

r e pr es e nt a ci o n d e  l as íl g e br as d e  B o ol e  ( v er 2. 5. 1 0 , 4. 5. 5  y  4. 5. 8)  c o m o  a pli -

c a cií n  d el  T e or e m a  7. 1. 7 . V ol v er e m os  s o br e est e  t e m a e n 7. 4. 1 5.

7. 2.  T é r mi n os

C o n o c e m os  d es d e  n u estr a  í e p o c a es c ol ar  l as f u n ci o n es li n e al es y  l as f u n-

ci o n es c u a drí ati c as c o n s us c orr es p o n di e nt es gr aífi c as  e n el pl a ñ o r e al. S o n  

f u n ci o n es e ntr e n u m er os  r e al es q u e  c o m bi n a n l as tr es o p er a ci o n es  +,  • y  — . 

P or  ej e m pl o,  l a a pli c a cií n f : R  →  R  d efi ni d a  c o m o f  ( x) =  x 2 —  3 x  es u n a  

f u n ci oí n, l a c u al t o m a u n  n uí m er o  r e al x  l o el e v a al c u a dr a d o  y  l e r est a tr es 

v e c es  x.  S o n  o p er a ci o n es  q u e  p u e d e n  ll e v ars e a c a b o e n el c o nj u nt o d e  l os 
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numeros reales R munido de las operaciones + , •, —, es decir, en el anillo 
(R, +, •, —, 0). La expresiín “x2 — 3x” es lo que llamaremos un termino en 
la variable x y tiene sentido en cualquier íalgebra que tenga las operaciones 
mencionadas. Se obtiene a partir de las variables y las constantes aplicando 
sucesivamente las operaciones del ílgebra. Al tomar la funciín f (x) lo que 
hacemos es evaluar el tíermino en un aílgebra determinada, en este caso el 
anillo de los nuímeros reales. Es lo que llamaremos funcion termino. Esto 
constituye una generalizaciíon de la situaciíon que vimos en el Capítulo 1 con 
respecto a los símbolos de operaciones y a las operaciones en cada aílgebra.

Las congruencias de un íalgebra se caracterizan por “pasar bien” a travíes 
de las operaciones. Por ejemplo, si R es una congruencia y xRy, uRv, entonces 
para toda operacion binaria o se tiene que (x o u)R(y o v). Esa propiedad 
se extiende a los tíerminos (ver Teorema 7.2.5) : si se tiene que aiRbi para 
i = 1,... ,k entonces evaluando un tírmino en a1,... ,ak obtendremos una 
expresiín relacionada por R con el mismo tírmino evaluado en b1,... ,bk.

Definiciín 7.2.1. Sea X un conjunto no vacío de objetos, que llamaremos 
variables. Sea F un tipo de algebra, y llamemos Fn al conjunto de símbolos 
de operaciones n-arias, para n = 0,1,...,k. El conjunto T(X)F, abrevia-
damente T(X), de los términos de tipo F sobre X se define de la siguiente 
manera:

(i) XUF0 C T(X), o sea: todas las variables y las constantes son tírminos.

(ii) Si t1, t2,... ,tn son tírminos y f ∈ Fn, entonces la cadena de símbolos 
f (t1,t2,... ,tn) es un termino.

(iii) Una cadena de símbolos es un tíermino si y solo si se obtiene de (i) y 
de (ii) en un nuímero finito de pasos.

Diremos que un tírmino es m-ario si aparecen en el mismo a lo sumo m 
variables.

Ejemplos 7.2.2.

1. Consideremos el tipo de los grupos y X = {x,y,z}. Los siguientes son 
tíerminos:

x, y, 0, x — 0, x + y, x — (y + x) ((z + y) — y) — z.

Observemos que cualquiera de ellos puede considerarse un tíermino 
3-ario o ternario, o sea, tíermino en tres variables, pues tiene a lo sumo 
a las tres variables x, y, z.
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2. Consideremos el tipo de las algebras de Boole y X = {x,y}. Los si-
guientes son tíerminos:

1, y, x λ  (y v  x) y V y.

Observemos que los tírminos 1 e y V y son distintos, aunque evaluados 
en cada aílgebra de Boole dan lo mismo. Eso se aclararaí con la siguiente 
definiciíon.

Definicion 7.2.3. Dado un tírmino t(x1,... ,xn) de tipo F sobre X y un 
ílgebra A de tipo F definimos la funcion termino tA : An —→ A como sigue:

(i) Si t es la variable xi, entonces

t (a1, . . . , an) = ai,

es decir, tA es la proyecciíon i-íesima,

(ii) Si t es de la forma

f (t1(x1,.. .,xn), . . .,tk (x1, . . .,xn)), con f ∈ Fk,

entonces

tA(a1, ...,an) = fA(tA(a1,. . . , an), . . . ,tk (a1, . . . , an)) .

En particular, si t = f ∈ F entonces tA = fA.

Ejemplos 7.2.4.

1. La siguiente tabla muestra la relaciíon entre los tíerminos y las funciones 
tíermino correspondientes al Ejemplo 1 de 7.2.2:

Tíermino Funciín tírmino de 3 variables

x f (x, y, z) = x (primera proyecciín)

y g(x, y, z) = y (segunda proyecciín)

0 h(x,y,z) = 0

x+y k(x,y,z) = x + y

((z + y) — y) — z l(x,y,z) = 0

Observemos que la funciíon tíermino de una variable correspondiente al 
tíermino x es la identidad, mientras que la de dos variables correspon-
diente a x + y es la operacioín suma.
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2. Aníalogamente, veamos en la siguiente tabla lo que corresponde al Ejem-
plo 2 de 7.2.2:

Tíermino Funciín termino

1 u(x,y) =1

x Λ (y V x) v(x, y) = x Λ y

y V y w(x,y) = 1

Teorema 7.2.5 ([13, II, Teorema 10.3]). Sean A y B algebras de tipo F, sea t 
un termino n-ario de tipo F, tA y tB las funciones termino correspondientes.

(a) Sea R una congruencia en A y supongamos que aiRa' para i = 1,..., n. 
Entonces

tA(a1,..., an) R tA(a'1,..., a/).

(b) Sea h : A —→ B un homomorfismo. Entonces:

h(tA(a1,... ,ara)) = tB(h(a1),..., h(ara)).

(c) Sea Z un subconjunto de A. El subuniverso de A generado por Z (ver 
Definición 1.3.8 del Capítulo 1) esta dado por:

Sg(Z) = {tA(a1,..., an) : t n-ario de tipo F, n ∈ N, a1,..., an ∈ Z}.

Demostracion. Omitiremos los detalles de la demostraciíon, dando solo una 
idea.

En (a) y (b), la demostraciíon se hace por inducciíon de la siguiente manera: 
se supone, en el caso base, que tA es una operaciín del algebra. En ese caso 
las condiciones se cumplen por definiciíon de congruencia y de homomorfismo 
respectivamente. Luego se supone que todo vale para n = k y se prueba para 
n = k + 1, componiendo tA con cada una de las operaciones y aplicando las 
definiciones.

El punto (c) tambiín se demuestra por inducciín. Consideramos los con-
juntos

Ej(Z) = {tA(a1,... ,an), tA obtenido en j pasos, a1,... ,an ∈ Z},

donde “obtenido en j pasos” significa lo siguiente:

■ en 0 pasos, si tA(a1,..., an) ∈ F0 U Z (no se aplicí ninguna operation), 
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■ en 1 paso, si tA(a1,..., an) se obtiene aplicando una sola operacion, etc. 

Se prueba entonces que

Sg(Z)= J Ej(Z),
j∈N

de donde se deduce lo pedido. □

Definicion 7.2.6. Se llama funcion polinomial a una aplicaciín de n varia-
bles f : An —→ A obtenida de una funcion tírmino reemplazando algunas de 
las variables por elementos del aílgebra A. Dicho de otro modo, si es compo- 
siciíon de funciones constantes con una funcioín tíermino.

En el Teorema 7.2.5, parte (a), vemos que las funciones tírmino “pasan 
bien” a travíes de las congruencias. Tambiíen todas las funciones constantes 
lo hacen. Luego, una funciíon polinomial tambiíen cumple la condiciíon de la 
parte (a) del Teorema 7.2.5.

Vamos a generalizar esta condiciíon definiendo las funciones compatibles, 
que son aquellas que se comportan, podríamos decir, “como si fueran opera-
ciones del íalgebra” con respecto a las congruencias.

Definicion 7.2.7. Una funciín de n variables f : An —→ A se dice compati-
ble con una congruencia R si cumple, para cada par de n-uplas (a1,..., an), 
(a'1,..., a'n) de elementos de A, la siguiente condiciín:

Si aiRa!i para i = 1,... ,n, entonces f (a1,..., an)Rf (a'1,..., a'n).

La funciíon f se dice compatible si es compatible con toda congruencia R del 
íalgebra.

Esto equivale a decir que, si agregamos f como una nueva operaciíon al 
íalgebra, las congruencias del íalgebra “enriquecida” por f son las mismas que 
las del íalgebra original.

Corolario 7.2.8. Toda funcion polinomial es compatible.

La pregunta que surge inmediatamente es:

¿Toda funciín compatible es polinomial?

Cuando en un íalgebra la respuesta es positiva, es decir, si toda funciíon com-
patible es polinomial, se dice que el algebra es afínmente completa o afín 
completa. Si eso ocurre solo para subconjuntos finitos del íalgebra, el íalgebra 
es localmente afín completa (ver [66]).

Mostraremos luego que las aílgebras de Boole son afín completas y que las 
de Heyting son solo localmente afín completas.

Veamos ahora ejemplos de aplicacion de la parte (c) del Teorema 7.2.5.
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Ejemplos 7.2.9.

1. Tomemos un ejemplo dado en el Capítulo 1, Definiciín 1.3.8.

Sea (Z, +, —, 0) el grupo de los enteros. Si Z = {1} se tiene que 
Sg(Z) = Z. En efecto,

Eo = {0,1} (constante y generador),

E1 = Eo U{1 + 1, —1},

E2 = E1 U{ —2, 2 + 1},...

En cada paso aplicamos una operaciíon (tomar suma u opuesto) a los 
del paso anterior y así se llega a obtener todos los enteros.

2. Sea B3 el algebra de Boole con tres ítomos a, b, c, como se muestra en 
la figura.

1

•c ∙b ∙a

•a ∙b ∙c

0

Tomemos en primer lugar Z = {a}. Luego:

Eo = {0,1,a} (constantes y generador),

E1 = Eo U {a},

E2 = E1 y por lo tanto: Sg(Z) = {0,1,a,a}.

Sea ahora Z = {a, b} y calculemos Sg(Z). Se tiene

E0 = {0, 1, a, b},

E1 = Eo U {a, b, a Λ b, a V b} = {0,1, a, b, a, b, c}, pues a Λ b = 0 y 
a V b = c,

E2 = B3, pues E2 contiene el elemento a Λ b, que es c.

Es decir, {a, b} genera B3.

Este ejemplo se puede generalizar: si Bn es el ílgebra de Boole con n 
atomos a1, a2,..., an, entonces basta tomar el conjunto {a1, a2,..., an-1} 
para generar Bn.
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Algebra de terminos

Una vez construido el conjunto de tírminos podemos dotarlo de operacio-
nes y convertirlo en un algebra. Ya que los tírminos son cadenas de símbolos, 
expresiones bien formadas de un cierto lenguaje formal, las operaciones entre 
ellos serán las mismas utilizadas para construir los tírminos. Por ejemplo: y, 
x Λ (y Vx) son tírminos del tipo de las algebras de Boole. Si efectuamos, por 
ejemplo, la operation Λ entre ellos nos queda el tírmino y Λ (x Λ (y V x)).

Definicion 7.2.10. Sea T(X) = 0. El algebra de los terminos sobre X tiene 
como universo a T(X) y como operaciones las correspondientes al tipo F.

Ejemplos 7.2.11.

1. (T(X)(2,2,0,0), Λ, V, 0,1): el algebra de tírminos sobre X del tipo de los 
retículos acotados.

2. (T(X)(2,2,1,0,0), Λ, V,“, 0,1): es el algebra de tírminos sobre X del tipo 
de las íalgebras de Boole.

3. (T(X)(2,0), *, Y): es el algebra de tírminos sobre X del tipo de los 
monoides.

4. (T(X)(2,1,0), *,-1,0): es el algebra de tírminos sobre X del tipo de los 
grupos.

Observacion 7.2.12. El aílgebra de tíerminos de tipo F sobre X tiene a 
X como conjunto de generadores: T(X) = Sg(X). Veremos a continuation 
que X es un conjunto de generadores libres de T(X), por lo que T(X) suele 
llamarse el íalgebra absolutamente libre sobre X en la clase de las aílgebras de 
tipo F.

Teorema 7.2.13. El algebra de terminos de tipo F sobre un conjunto X = 0 
cumple la propiedad universal de extensión de homomorfismos (ver Capítu-
lo 1, Definición 1.3.12) con respecto a la clase de las algebras de tipo F.

Demostracián. Sea k : X —→ A, A de tipo F. Extendemos k recursivamente 
a una aplicacion h : T(X) —→ A de la siguiente manera:

h(f Ct1,...,tn)) = f^hM...,hO,

siendo f ∈ F n-aria. Es un ejercicio de rutina ver que h es un homomorfismo.
□
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¿Algebras libremente generadas

Hemos visto en el Capítulo 1, Seccion 3.3, Definicion 1.3.12 la definiciín 
de conjunto de generadores libres X de un íalgebra A en una clase K en base 
a la propiedad universal de extensiíon de homomorfismos. Podemos ver las 
cosas desde otro punto de vista. Si un conjunto X genera A, se llamaraí libre si 
no hay ninguna forma de vincular entre sí los elementos de X. En el ejemplo 
de B3, los elementos a y b cumplen la condiciín de que aΛ b = 0. Por lo tanto, 
{a, b} no es libre. De hecho, se puede probar que B3 no tiene un conjunto 
de generadores libres.

Consideremos T(2,2,0,0)(X) los tírminos en X de la clase de los retículos 
distributivos acotados, donde X = {x}. Entre los infinitos tíerminos en la 
variable x y las constantes 0, 1 podemos introducir una identificacioín muy 
natural: la que considera iguales a tíerminos que lo son en todo retículo. 
Identificamos entonces, por ejemplo, xΛx con x, 0Λ(xV(1Λx)) con 0, etc. Solo 
nos quedan como representantes los tírminos bísicos: 0,1, x. Luego, el ílgebra 
libremente generada por un elemento en la clase de los retículos distributivos 
acotados es la que tiene esos tres elementos. Pero . . . ¿quíe vínculos puede 
haber si hay un solo generador? Sin embargo, hay íalgebras generadas por un 
solo generador y ese generador no es libre. Un ejemplo es el grupo Zp que es 
generado por 1 pero no libremente, pues hay un vínculo: sumando p veces 1 
obtenemos 0. Vimos el caso de p = 3 en el Capítulo 1.

Volveremos sobre esto príoximamente.

7.3. Términos en álgebras de Boole
y de Heyting

Hemos visto en el Capítulo 3, donde dimos como ejemplo el caso n = 2, 
que a cada tabla de verdad de una fíormula con n variables le corresponde una 
disyunciíon de conjunciones elementales. Esto implica que una fíormula de n 
variables es logicamente equivalente a una que contiene los conectivos —, Λ, V; 
esta uíltima fíormula se dice que estía dada en la forma normal disyuntiva. Por 
otra parte, una foírmula del CPC induce un tíermino (pues los conectivos se 
corresponden con las operaciones del íalgebra) y a su vez, este induce una 
funcioín tíermino en cada íalgebra de Boole.

Veamos algunos ejemplos de fíormulas y sus correspondientes funciones 
tíerminos.
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Fí or m ul a Tír mi n o F u n cií n  tír mi n o

p  V  — p x  V  x w( x, y ) =  1

p  Λ  ( q V  — p) x  Λ  ( y V  x) v( x,  y)  =  x  Λ  y

L as  r efl e xi o n es a nt eri or es  n os  i n d u c e n a  p e ns ar  e nt o n c es  q u e  l as f u n ci o n es 

c o m p ati bl es  e n  l as í al g e br as d e  B o ol e  s o n e x a ct a m e nt e  l as f u n ci o n es tí er mi n o. 

Est o  n o  es así, y a  q u e  si c o nsi d er a m os el í al g e br a d e  B o ol e  B  d e c u atr o  

el e m e nt os (si e n d o a  y b  l os at o m os) e nt o n c es  l a f u n ci o n f : B  →  B  d a d a  

p or  f ( x) =  a  V  x es c o m p ati bl e y  n o  es u n a  f u n ci o n tír mi n o ( y a q u e  l as 

f u n ci o n es tír mi n os t e n íl g e br as d e  B o ol e  s atisf a c e n q u e  t( 0) ∈  {0, 1 }, est a  

afir m a ci o n  s e d ej a  c o m o  ej er ci ci o  p ar a  el l e ct or). Si n  e m b ar g o,  l o q u e  sí v al e  

es q u e  l as f u n ci o n es c o m p ati bl es e n  l as í al g e br as d e  B o ol e  s o n e x a ct a m e nt e  

l as p oli n o mi al es.  A nt es  d e  pr o b ar  est o, v er e m os  u n a  e q ui v al e n ci a  m u y  uítil  

p ar a  a pli c ar  el  c o n c e pt o  d e  f u n cií o n c o m p ati bl e  e n  aíl g e br as d e  H e yti n g.

C o m e n z ar e m os  c o n u n a  o bs er v a ci oí n,  q u e  s e utili z arí a  p ar a  si m plifi c ar l a 

pr u e b a  d el  l e m a q u e  l e si g u e.

O bs e r v a ci á n  7. 3. 1. S e a n  H  u n  al g e br a d e  H e yti n g,  f : H n →  H  u n a  

f u n cií n y  a =  ( a1  ,..., an ) ∈  H n . P ar a  i =  1,..., k,  d efi ni m os  f u n ci o n es 

u n ari as fi : H  →  H  p or  f iα ( x) : = f ( a1 ,..., ai- 1  , x, a i + 1,..., a n ). L u e g o  

t e n e m os l a si g ui e nt e c ar a ct eri z a cií o n  p ar a  f u n ci o n es c o m p ati bl es  u n ari as:  f es 

c o m p ati bl e  si y  s ol o si p ar a  c a d a  a  ∈  H n  y  c a d a i =  1 , . . . , k , l as f u n ci o n es 

ff s o n c o m p ati bl es.

L os  r es ult a d os q u e  v er e m os  a  c o nti n u a ci o n  f u er o n e xtr aí d os  d e  [ 1 7].

L e m a  7. 3. 2.  S e a n  H  u n  al g e br a  d e  H e yti n g  y  f : H n  →  H  u n a  f u n ci o n. L as  

si g ui e nt es c o n di ci o n es s o n e q ui v al e nt es:

a)  f ( x1 ,... , xn ) Λ  y  =  f ( x1  Λ  y, ... , xn  Λ  y)  Λ  y,  p ar a  c a d a  x γ  ..., x,n , y ∈  H .

b)  ∕ Jli= 1 ( xi θ  y i) ≤  f( x1 ,..., xn ) θ  f( y1 ,..., yn ) p ar a  c a d a  x i, yi ∈  H  

c o n  i =  1  , . . . , n.

c) f es c o m p ati bl e.

D e m ostr a ci o n.  B ast a  d e m ostr ar  el L e m a  p ar a  el c as o  e n  q u e  n  =  1. El  c as o  

g e n er al  s e d e d u c e  d el  c as o  u n ari o  y  d e  l a O bs er v a cií o n  7. 3. 1 .

( a) = ⇒  ( b). S u p o n g a m os  q u e  f ( x) Λ  y  =  f ( x Λ  y)  Λ  y  p ar a  c a d a  x, y  ∈  H . 

T e ni e n d o  e n c u e nt a q u e  x  Λ  ( x θ  y) =  y  Λ  ( x θ  y) ( v er Ej er ci ci o  1 0  d el  

C a pít ul o  4)  t e n e m os q u e:

f ( x) Λ  ( x θ  y)  =  f ( x Λ  ( x θ  y))  Λ  ( x θ  y)

=  f (y  λ  (x  θ  y )) λ  (x  θ  y )

=  f (y ) λ  ( x θ  y ) .
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Luego, como x Λ z = y Λ z si y solo si z ≤ x θ y (ver ejercicio citado), se 
tiene que

x θ y ≤ f (x) θ f (y).

(b) =⇒ (c). Sean R una congruencia en H y F su filtro asociado. Sabemos 
que xRy si y solo si x θ y ∈ F (ver Lema 4.2.2 del Capítulo 4). Por 
hipítesis, x θ y ≤ f(x) θ f(y). Luego, f(x) θ f(y) ∈ F, de donde 
f (x) R f (y). Es decir, f es una funciín compatible.

(c) =⇒ (a). En vista del Ejercicio 10 del Capítulo 4, basta probar que 
y ≤ f (x Λ y) θ f (x). Sea R la congruencia principal generada por el par 
(x,x Λ y). Como f es una funcion compatible, f (x) R f (x Λ y). Ademís, por 
el Lema 4.2.8 del Capítulo 4, a R le corresponde el filtro principal generado 
por el elemento x θ (y Λ x). Notemos que x θ (y Λ x) = x → y. Por ende 
f (x) Λ (x → y) = f (x Λ y) Λ (x → y), de donde deducimos que

x → y ≤ f (x λ  y) θ f (x).

Por lo tanto, como y ≤ x → y obtenemos que

y ≤ f (x λ  y) θ f (x). □

A continuaciíon veremos que toda íalgebra de Boole es afín completa. Re-
cordemos que esto significa que si B es un ílgebra de Boole y f : Bn → B 
es una funciíon compatible entonces f es una funcioín polinoímica.

Teorema 7.3.3. Toda algebra de Boole es afín completa.

Demostracion. Vamos a probar que toda funcioín compatible f de n variables 
en un aílgebra de Boole coincide con una funcioín polinomial, probando la 
siguiente igualdad:

f (x1,...,xra)= y f (S1,...,Sn) Λ x11 Λ∙∙∙Λ x/n,
(si,...,Sn )∈{0,1 '

donde x1 = xi y x0 = xi. Probaremos esta afirmaciín solo para n = 2 (el 
caso general se prueba anaílogamente). Es decir, veremos que

f (x> y) = (f (0, 0) λ  x λ  y) V (f (0,1) λ  x λ  y)
V (f (1, 0) Λ x Λ y) V (f (1,1) Λ x Λ y).

Teniendo en cuenta que x = x θ 1, x = x θ 0ylo visto en el Ejercicio 10 
del Capítulo 4, tenemos que para a, b ∈ {0, 1} vale

f (a, b) Λ (x θ a) Λ (y θ b) = f (x, y) Λ (x θ a) Λ (y θ b). (7.1)
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Luego se tiene que

V (f(a,b) λ  xa λ  yb) = V (f(x,y) λ  (xa λ  yb))
(a,b)∈{0,1}2 (a,b)∈{0,1}2

=f(x,y) λ V (xa λ  yb).
(a,b)∈{0,1}2

Por lo visto en el Ejercicio 1 del Capítulo 2 (correspondiente a ílgebras de 
Boole) se tiene que V(ab)∈{0 1}2 (xa Λ yb) = 1, por ende

f (x,y)= V f (a,b) λ  xa λ  yb. D
(a,b)∈{0,1}2

A continuaciíon veremos que toda íalgebra de Heyting es localmente afín 
completa. Recordemos que esto significa que si H es un ílgebra de Heyting 
y f : Hn → H es una funciín compatible entonces f restringida a todo 
subconjunto finito resulta ser una funciíon polinoímica.

Teorema 7.3.4. Toda algebra de Heyting es localmente afín completa.

Demostracion. Sean H un ílgebra de Heyting, S un subconjunto finito de 
H y f : H2 → H una funciín compatible (consideraremos solamente este 
caso; el caso general es similar). Veamos que f restringida a S coincide con 
la siguiente funciíon poliníomica:

f (x y)= V f (a, b) λ  (x θa) λ  (y θb) (7.2)
(a,b)∈S2

donde (x,y) ∈ S2.
Por la misma razíon que en (7.1) del Teorema 7.3.3 tenemos que vale la 

igualdad

f (a, b) Λ (x θ a) Λ (y θ b) = f (x, y) Λ (x θ a) Λ (y θ b).

Luego se tiene que

f (a,, b) λ  (x θ a) λ  (y → b) ≤ f (x, y).

Sea T(x,y) = {f (a, b) Λ (x θ a) Λ (y θ b) : (a, b) ∈ S2}. Luego f (x, y) es una 
cota superior de T(x,y), y como f (x,y) ∈ T(x,y) se concluye que f (x,y) es el 
maximo de T(x,y). Por lo tanto vale (7.2). □
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Las funciones compatibles en íalgebras de Heyting se vinculan con los 
conectivos intuicionistas, cuya definiciíon semaíntica vimos en el Capítulo 5. 
En efecto, en el artículo [17] Caicedo y Cignoli dan una definiciíon algebraica 
de conectivo intuicionista a travíes de la nocioín de funciíon compatible en 
íalgebras de Heyting. En el mencionado artículo se prueba en el Lema 2.1 (ver 
Lema 7.3.2) que la siguiente condiciíon es equivalente a la compatibilidad de 
la funciíon f:

f (x) Λ y = f (x Λ y) Λ y para cada x, y.

Notemos que esta condiciín aplicada a una funcion Φc : P+ —→ P+, es 
la dada en el Capítulo 5 (Definicion 5.6.8) para definir semínticamente un 
conectivo intuicionista unario:

(o) Φc(T) ∩ U = Φc(T ∩ U) ∩ U.

Luego, las funciones Φc que dan lugar a conectivos implícitos definidos 
semanticamente (por modelos de Kripke) no son otra cosa que funciones 
compatibles de íalgebras de Heyting pg (ver Capítulo 4, Definiciíon 4.5.2). 
Se exhiben en el artículo [17] ejemplos de funciones compatibles que no son 
polinomiales, lo que demuestra que existen íalgebras de Heyting que no son 
afín completas.

7.4. Ecuaciones
Entendemos elementalmente una ecuacion como un problema: calcular 

para quíe valores numíericos de las variables se cumple la igualdad que se 
propone simboílicamente por medio de letras, que son las incíognitas. La re- 
soluciíon de ecuaciones data de los primeros siglos de la era cristiana y es la 
que da inicio al ¿Algebra. Fue Mohamed ibn Musa, apodado Al-Khwarizimi, 
en el siglo IX, el primero en estudiar mas o menos científicamente la teoría 
de ecuaciones. De su nombre proviene la palabra “algoritmo” y del nombre 
de su obra surgií la misma palabra “algebra”, que significa pasaje de un 
tíermino de un miembro a otro de una ecuaciíon.

Mucho se ha extendido el alcance del ¿Álgebra y mucho ha cambiado la 
forma de plantear los problemas desde entonces. Sin embargo, las soluciones 
dadas por los griegos, los hinduíes y los íarabes para las ecuaciones algebraicas 
todavía se estudian.

Veremos en esta secciíon la definiciíon de ecuaciíon o identidad en gene-
ral, desde el punto de vista del ¿Álgebra Universal, y algunas importantes 
consecuencias. En particular, veremos el Teorema de Birkhoff que muestra 
que las variedades no son otra cosa que clases de íalgebras caracterizadas por 
ecuaciones.
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Definicion 7.4.1. Una ecuación o identidad de tipo F sobre X es una 
expresioín de la forma

t ≈ u,

siendo t, u ∈ T(X).
Diremos que un íalgebra A de tipo F satisface tal ecuaciíon para t, u tíermi- 

nos n-arios y denotaremos A F t ≈ u si para toda n-upla (a1,... ,an) de 
elementos de A se verifica tA(a1,..., an) = uA(a1,..., an).

Diremos que una clase K de ílgebras satisface t ≈ u si cada ílgebra de K 
la satisface. En ese caso escribiremos: K F t ≈ u.

Denotaremos Idκ (X) al conjunto de identidades que satisface la clase K.
En lo sucesivo usaremos a menudo el signo = en lugar de ≈.

Definicion 7.4.2. Una cuasiidentidad es una identidad o bien es una afir- 
macion de la forma: “si t1 ≈ u1,..., tn ≈ un entonces t ≈ u.”

Ejemplos 7.4.3.

1. Sea G la clase de los grupos (ver Capítulo 1, Secciín 3). Las ecuaciones 
que la caracterizan son:

x * (y * z) = (x * y) * z,
x * T = T * x = x,

x * x-1 = x-1 * x = T.

El conjunto Idg(X) con X = {x,y,z,t} esta formado por todas las 
identidades obtenidas a partir de estas sustituyendo las variables x, y, z 
por tírminos en X. Por ejemplo, (z * t) * (t-1 * z-1) = T.

2. Consideremos la clase de los retículos distributivos (ver Capítulo 2, 
Secciíon 2). Las ecuaciones que la caracterizan son:

R0 x V x = x, x Λ x = x (idempotencia),

R1 x V y = y V x, x Λ y = y Λ x (conmutatividad),

R2 x V (y V z) = (x V y) V z, x Λ (y Λ z) = (x Λ y) Λ z (asociatividad),

R3 (x V y) Λ y = y, (x Λ y) V y = y (absorciíon),

D x Λ (y V z) = (x Λ y) V (x Λ z) (distributividad).

El siguiente resultado afirma que las identidades se preservan por las tres 
operaciones que caracterizan una variedad: tomar productos, subíalgebras e 
imígenes homomorfas. La demostraciín puede verse en [13, Ch. II, Sec. 11].
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Teorema 7.4.4 (ver [2, I, 11, Lemma 6 y Corollary 7]). Sea K una clase de 
algebras del mismo tipo F. Sea t ≈ u una ecuacion de tipo F donde t,u son 
terminos n-arios.

(i) Sea (As)s∈s una familia de algebras de K tal que As E t ≈ u para todo 
s ∈ S. Entonces Πs∈S As e  t u.

(ii) Sea A algebra de K que satisface t ≈ u, B subalgebra de A. Entonces 
B E t ≈ u.

(iii) Sea h : A —→ B un homomorfismo y supongamos que A E t ≈ u.
Entonces h(A) E t u.

Corolario 7.4.5. Si las algebras subdirectamente irreducibles de una varie-
dad K satisfacen una identidad t ≈ u entonces toda algebra de la clase la 
satisface.

Demostracion. Por el Teorema 7.1.7, toda ílgebra A de una variedad es 
producto subdirecto de subdirectamente irreducibles. Por lo tanto existe una 
familia (As )s ∈s  de algebras subdirectamente irreducibles y un homomorfismo 
inyectivo f : A —→ ∩sES As. Por (i) del Teorema 7.4.4, ∏sES As E t ≈ u. 
Por ser f (A) subalgebra de ∩sES As tambiín (por (ii)) se tiene f (A) E t ≈ u. 
Pero f : A —→ f (A) es un isomorfismo, por lo que A es imagen de f (A) por 
la funcion inversa de f, luego por (iii) se tiene que A satisface t ≈ u. □

Corolario 7.4.6. Sea K una clase de algebras del mismo tipo F. Sea t ≈ u 
una ecuacion de tipo F. Sea (As)s∈s una familia de algebras de K, A producto 
subdirecto de esa familia. Entonces: A E t ≈ u si y solo si para cada s ∈ S, 
As E t ≈ u.

Como vimos en 7.1.6, el ílgebra 2 es la unica ílgebra de Boole subdi-
rectamente irreducible. Aplicando el Teorema 7.1.7 a la clase de aílgebras de 
Boole se puede concluir que toda íalgebra de esta clase es producto subdirecto 
de copias de 2. Se tiene, entonces, la siguiente conclusiíon:

Corolario 7.4.7. Una ecuacion se satisface en toda algebra de Boole si y 
solo si se satisface en 2.

Ecuaciones y álgebras libres
Hemos dicho que, intuitivamente, un conjunto de generadores de un íalge- 

bra es libre si no existe “vínculo” entre sus elementos. ¿Quí clase de vínculo 
es ese? Un vínculo entre tíerminos es, seguín acabamos de ver, una ecuaciíon.
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El ejemplo del retículo acotado distributivo libremente generado por un 
elemento que vimos en la secciíon anterior nos indicaría que una manera de 
obtener el aílgebra libre en una clase K con un conjunto X de generadores es 
calcular todos los tírminos y “depurar” el conjunto T(X) identificando los 
que coinciden en todas las íalgebras de la clase, o sea, viendo que las funciones 
tíermino coinciden. Pero identificar elementos es lo que hacen las congruencias 
y de eso se trata efectivamente.

Dada una clase K de íalgebras de tipo F que verifica un conjunto de 
ecuaciones Ω y dado X un conjunto de generadores, generamos libremente 
un ílgebra construyendo el ílgebra de tírminos T(X) y luego haciendo el 
cociente de T(X) por la intersecciín de todas las congruencias que se obtienen 
identificando tírminos de acuerdo a las identidades de Ω. Este proceso es 
posible hacerlo en cualquier clase K que sea una variedad.

No veremos los detalles de las demostraciones pero senalaremos los resul-
tados.

Ejemplos 7.4.8.

1. Sea X = {x, y} y consideremos la clase de las íalgebras de Boole, que 
son de tipo (2, 2, 1, 0, 0).

Se puede probar que solo hay 16 tírminos en X no equivalentes entre 
sí:

{0, 1, x, y, x, y, x λ  y, x λ  y, x λ  y, x λ  y, (x λ  y) V (x λ  yb
(x Λ y) V (x Λ y), x V y, x V y, x V y, x V y}.

Esta es el aílgebra de Boole libre con dos generadores, que habíamos 
calculado ya en el Capítulo 2, Figura 2.5.

2. Tomando el mismo X = {x, y} y la clase de los retículos distributi-
vos, que son de tipo (2, 2), los tíerminos son solamente x, y y supremos 
e ínfimos entre las dos variables (no hay constantes). Pero todos los 
tíerminos se reducen a cuatro no equivalentes, como puede verse en el 
diagrama siguiente, que muestra el retículo libre con dos generadores.

x

•x V y

•x Λ y

•y
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Teorema 7.4.9 ([2, Theorem 4, I, 12 y resultados relacionados]). Sea K una 
variedad que contiene al menos un algebra no trivial. Entonces, para todo 
conjunto X = 0 existe el algebra libremente generada por X sobre K.

Teorema 7.4.10 ([13, Theorem 11.4, II, 11 y resultados relacionados]). Sea 
K una variedad de tipo F que contiene al menos un algebra no trivial. Sea 
FK(X) el algebra libremente generada por X y sea t ≈ u una identidad. 
Entonces K F t ≈ u si y solo si Fk (X) F t ≈ u.

Clases ecuacionales
Para concluir este capítulo enunciaremos un importante teorema de Birk- 

hoff que muestra que toda variedad es una clase ecuacional y recíprocamente.

Definicion 7.4.11. Sea Ω un conjunto de ecuaciones de tipo F y sea M(Ω) 
la clase de las íalgebras que satisfacen todas las identidades de Ω.

Una clase K se llama clase ecuacional si existe un conjunto Ω de identi-
dades tal que K = M(Ω).

Ejemplos 7.4.12.

1. Todas las clases de aílgebras que hemos visto o estudiado en capítulos 
anteriores son clases ecuacionales: grupos, anillos, retículos, íalgebras de 
Boole y de Heyting.

2. Llamaremos cuerpo a todo anillo con unidad (K, + ,., —, ( )-1,0,1) , tal 
que todo elemento distinto del cero posea inverso. Es decir que

- (K, +, —, 0) es un grupo abeliaño,

- (Kz,., ( )-1,1) es un grupo, donde K1 = K — {0},

- vale la propiedad distributiva: a.(b + c) = a.b + a.c.

La clase de los cuerpos no es una variedad, porque la condicioín “todo 
elemento distinto de cero posee inverso” no puede darse por ecuaciones.

3. En la Secciín 1 del Capítulo 9 daremos la definicion de BCK-ílge- 
bra, mediante identidades y una cuasiidentidad. Fue demostrado por 
Wronski que las BCK-ílgebras no son una variedad (es decir, que no 
se pueden definir por ecuaciones).

Lema 7.4.13 (ver [13, Lemma 11.8, II, 11]). Si K es una variedad, entonces 
K = M(IdK(X)), donde X es un conjunto infinito de variables.
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El siguiente teorema de Birkhoff traslada la dificultad de demostrar que 
una clase es cerrada por productos, subaílgebras e imíagenes homomorfas a la 
de buscar un conjunto de ecuaciones que la caracterice.

Teorema 7.4.14 (ver [5], [13, II, 11, Theorem 11.9]). Una clase es ecuacional 
si y solo si es una variedad.

Demostracion. Sea Ω tal que K = M(Ω). Veamos que K es cerrada por 
productos, subíalgebras e imaígenes homomorfas.

Por el Teorema 7.4.4, si A se obtiene de aílgebras de K por cualquiera de 
esos tres operadores, entonces A satisface tambiín todas las ecuaciones de Ω. 
Luego, A ∈ K. Por lo tanto, K es cerrada bajo los tres operadores , es decir, 
es una variedad.

La recíproca sale del Lema 7.4.13. □

Observacián 7.4.15. En vista de este teorema, se habla indistintamente de 
variedades o de clases ecuacionales. Anílogamente, una cuasivariedad es una 
clase de aílgebras cerrada por ciertos operadores , lo que es equivalente a ser 
definida por cuasiidentidades (ver [13, 2.24 y 2.25]).

Podemos repensar ahora algunos resultados a la luz del Teorema 7.4.14.
En primer lugar, nos dice que las clases de los monoides, grupos, anillos, 

retículos, íalgebras de Boole, son variedades.
Recordemos ahora algunos resultados vistos en el Capítulo 4.
En el Corolario 4.5.8 se presenta el Teorema de Stone mostrando que toda 

algebra de Boole B es isomorfa a una subílgebra del producto ∏AP, 
donde para todo P ∈ B* es AP = 2, o sea ∩AP = 2B .

Llamamos f a la funciín que se define por: f (x) = (aP)p ∈ B , donde 
aP = 1 si y solo si x ∈ P, prQ : ∏^B* AP —→ Aq a la proyecciín y 
gQ = prQ ◦ f. Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo:

B^U 2b *

2

donde gQ es obviamente suryectiva. Esto significa que toda aílgebra de Boole 
es producto subdirecto de la familia (AP)p ∈ B . Lo que estamos diciendo es 
que el Teorema de Stone especifica, ademías de lo que dice el teorema de 
Birkhoff, que el conjunto de índices sobre el que hay que tomar el producto 
de copias de 2 es el conjunto B* de los ultrafiltros de B.

Podemos decir aun mís. En el Capítulo 3, Teorema 3.5.10 mostramos, 
usando el Teorema de Stone, que una foírmula es vaílida en toda íalgebra de 
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Boole si y solo si es víalida en 2. Es decir que el hecho de ser 2 la uínica 
ílgebra de Boole subdirectamente irreducible se refleja en el hecho de que en 
el cíalculo claísico podemos limitarnos a dos valores de verdad.

Esto nos lleva a ver coímo los teoremas importantes son vínculos entre 
distintos “mundos matematicos” como el ¿Álgebra y la Logica y, segun vimos 
en el Capítulo 6, tambiín la Topología.
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7.5. Ejercicios

1. Probar las afirmaciones (2) y (3) de la Observacion 7.1.1.

2. Probar que toda íalgebra simple es subdirectamente irreducible (usar 
Teorema 7.1.5).

3. Sea L un retículo distributivo. Sean Rx y Rx las relaciones dadas por: 

uRxv si y solo si u Λ x = v Λ x, uRxv si y solo si u V x = v V x. 

Probar que son congruencias (usar Corolario 2.3.10 del Capítulo 2).

4. Sea H un ílgebra de Heyting, e ∈ H un elemento tal que x =1 implica 
x ≤ e para x ∈ H. Probar que H es subdirectamente irreducible. 
(Sugerencia: usar Ejercicio 11 del Capítulo 4).

5. Sea H3 = {0,x,1} la cadena de Heyting de tres elementos.

a) Probar que si t es un tírmino unario sobre H3 entonces t(0) ∈ {0,1}.

b) Probar que la funcion S : H3 → H3 dada por S(0) = x, S(x) = 1 
y S(1) = 1 es compatible (ver la definiciín 7.2.7). ¿Puede ser S una 
funciín asociada a algun tírmino unario?

c) Probar que la funcioín A : H3 → H3 dada por A(0) = x, A(x) = 1 y 
A(1) = 0 no es compatible. ¿Puede ser A una funcion asociada a algun 
tíermino unario?

d) Listar todas las funciones compatibles unarias sobre H3.

6. Dar un ejemplo de una operaciíon binaria sobre H3 que sea no compa-
tible.

7. Verificar que el siguiente diagrama corresponde al retículo distributivo
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libre generado por {x,y,z}:

(x Λ y) V (y Λ z) (x Λ y) V (z Λ x) (y Λ z) V (z Λ x)

8. Probar que una funcion f (x1,..., xn) de n variables es compatible si y 
solo si lo son cada una de las n funciones de una variable f (x1, a2,..., an), 
f (a1, x2, a3, ... , anj,. . . , f (a1, a2, . . . , an-1, xn), siendo a1, . . . , an elemen-
tos de H.
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Capátulo 8

MV-álgebras

Las algebras de Boole son un caso particular de MV-ílgebras. Segun he-
mos visto en el Corolario 7.4.7, para verificar que una ecuaciín se cumple en 
un aílgebra de Boole cualquiera basta verificarla en 2. Mostraremos en este 
capítulo el teorema de completud algebraica (Teorema 8.5.12) demostrado 
en primer lugar por Chang —y posteriormente de otra manera por Cignoli y 
Mundici— que dice esencialmente que para verificar una ecuacion en las MV- 
algebras basta verificarla en la MV-ílgebra ([0,1], φ, —, 0) cuyas operaciones 
son las siguientes:

x φ y = mín{1,x + y}, —x =1 — x, 0 = 0.

La suma reciíen definida suele llamarse “suma truncada”, ya que da por 
resultado x + y si es menor o igual que 1 y 1 en caso contrario. La negaciín 
“refleja” a x simítricamente respecto del valor 1/2.

Trataremos la biyecciíon entre ideales y congruencias de MV-íalgebras, 
lo que nos daría herramientas para demostrar otro resultado importante y 
que se prueba con menos esfuerzo: el teorema de representaciíon de Chang 
(Teorema 8.3.6), que dice que toda MV-íalgebra es producto subdirecto de 
MV-aílgebras totalmente ordenadas. De allí se deduce que una ecuaciíon es 
vaílida en toda MV-aílgebra si y solo si es víalida en las MV-aílgebras totalmente 
ordenadas.

Veremos la representaciíon de las MV-íalgebras libres, que se aplicaría des- 
puís al ílgebra de Lindenbaum del Cílculo L.

8.1. Definiciones y ejemplos

Definiremos a continuacion las MV-algebras y las ílgebras de Wajsberg, 
las cuales serín llamadas W-algebras. Demostraremos que estas ílgebras son 
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lo que suele llamarse definicionalmente equivalentes. Diremos que dos varie-
dades V y W son definicionalmente equivalentes si para cada ílgebra A de
V pueden definirse a partir de las operaciones de A otras operaciones con 
las cuales A resulta ser un algebra de W y recíprocamente (intercambiando
V con W). Ademas se pide que en este proceso de “ida y vuelta” obtenga-
mos en cada caso el aílgebra de partida. En particular, sus correspondientes 
categorías son isomorfas. Un isomorfismo de categorías es un caso particu-
lar de equivalencia categorial (ver Seccioín 1 del Capítulo 6) en el cual los 
isomorfismos naturales ξ y σ son las respectivas identidades.

Reiterando lo dicho en 1.3.3, a veces nos referiremos a una MV-ílgebra o 
a un aílgebra de Wajsberg mencionando solo su conjunto subyacente.

Definicion 8.1.1. Una MV-ílgebra es un ílgebra A = (A, φ, —, 0) de tipo 
(2, 1, 0) tal que satisface las siguientes condiciones para cada x, y, z ∈ A:

MV1 x φ (y φ z) = (x φ y) φ z,

MV2 x φ y = y φ x,

MV3 x φ 0 = x,

MV4 ——x = x,

MV5 x φ —0 = —0,

MV6 —(—x φ y) φ y = —(—y φ x) φ x.

Definimos:

1 = —0,
x © y = —(—x φ —y),

x → y = —x φ y,
x © y = x © —y.

Vemos entonces que la clase MV de las MV-algebras es una clase ecuacio- 
nal. Luego, teniendo en cuenta el Teorema 7.4.14 que vimos en el Capítulo 7 
(teorema de Birkhoff) tenemos que MV es una variedad.

Ejemplos 8.1.2.

1. Toda íalgebra de Boole es una MV-íalgebra.

En efecto, sea (A, V, A©, 0,1) un ílgebra de Boole. Definimos: 

x φ y = x V y, —x = x, 0 = 0. 
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Es sencillo mostrar que se cumplen las propiedades MV1,. . . , MV5. 
Probaremos a continuacioín la propiedad MV6.

— (—x ® y) ® y = (x V y) V y
= (x λ  y) V y
= (x λ  y) V y
= (x v  y) λ  (y V y) 
= x V y.

Anaílogamente,
—(—y ® x) ® x = y v x.

2. Veamos que, en efecto, el algebra ([0,1], ®, —, 0) con las operaciones

x ® y = mín{1,x + y}, —x =1 — x, 0 = 0,

es una MV-aílgebra.

Probemos que valen MV1,. . . ,MV6.

Para probar MV1 analicemos dos casos: x + y + z > 1 y x + y + z ≤ 1.

En el primer caso, si y + z > 1:

x ® (y ® z) = mín{1, x + mín{1, y + z}} = mín{1, x + 1} = 1.

Si y + z ≤ 1:

x ® (y ® z) = mín{ 1,x +(y + z)} = 1.

Aníalogamente, ya sea x + y > 1 o x + y ≤ 1 es

(x ® y) ® z =1.

En caso de que sea x + y + z ≤ 1, se tiene que x + y ≤ 1 y tambiíen 
y + z ≤ 1. Por lo tanto,

x®(y ®z) = mín{1, x+min{1, y+z}} = mín{1, x+{y+z}} = x+(y+z),

y aníalogamente

(x ® y) ® z = mín{1, mín{1, x + y} + z} = (x + y) + z.

Luego x ® (y ® z) = (x ® y) ® z.

La propiedad MV2 es inmediata.



226 CAPITULO 8. MV-ÁLGEBRAS

Teniendo en cuenta que 0 ≤ x ≤ 1 vemos que mín{1,x + 0} = x, por 
lo que vale MV3.

Tambiíen MV4 y MV5 son inmediatos, pues: 1 — (1 — x) = x y 
mín{ 1 , x + 1 } = 1.

Para probar MV6, mostremos primero que

—(—x φ y) φ y = x V y.

Supongamos en primer lugar que x ≤ y. En este caso, —(—x φ y) = 
1 — ((1 — x) φ y) = 1 — mín{1,1 — x + y}. Como y — x ≥ 0, se tiene 
que mín{1, 1 — x + y} = 1, de donde —(—x φ y) = 0. Por lo tanto, 
—(—x φ y) φ y = y = x V y.

Si x > y, —(—x φ y) = 1 — mín{1,1 — x + y} = 1 — (1 — x + y) = x — y. 
Luego —(—x φ y) φ y = mín{1, x — y + y} = x = x V y.

Analogamente podríamos haber probado —(—y φ x) φ x = x V y, luego

—(—x φ y) φ y = —(—y φ x) φ x.

3. Mostremos un ejemplo finito. Sea

12 
Ln = {0,

n — 2
n— 1, n — 1 ,...,n - 1,

1}.

Definiremos una estructura de MV-ílgebra en Ln. 

La negaciíon estía dada por

k n — 1 — k
n1 n1

La suma truncada es

s
n 1 n 1

r
φ {1, si r + s ≥ n — 

r+1, si r + s < n — n-1 ’

1,
1.

Por ejemplo, sea n = 4. Las siguientes son las tablas de la negaciíon y de 
la suma, omitiendo los casos obvios de la forma x φ 0 = x y x φ 1 = 1.

x — x

0 1
1 2
3 3
2 1
3 3

1 0

x y x φ y
1 1 2
3 3 3
1 2 13 3
2 1 13 3
2 2 13 3
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4. En 1958 C. C. Chang introdujo la MV-aílgebra totalmente ordenada C 
(ver [21]) de la siguiente manera.

Sea Z®Z el conjunto ordenado (Z×Z, A), donde A (orden lexicografico) 
se define por (ver 1.2.1, Capítulo 1):

I si m < p, o bien
(m, n) A (p,q) < ,

I si m = p y n ≤ q.

Tomemos ahora el conjunto

C = {(m, n) ∈ Z × Z : (0, 0) ≤ (m, n) ≤ (1, 0)}.

Entonces C ⊆ Z × Z y podemos tomar en C el orden inducido por A.

Llamaremos ⊥ = (0, 0), T = (1,0), e = (0,1). Denotaremos tambiín 
2e = (0, 2), 3e = (0, 3),..., y definimos:

—ne = (1, —n), —± = T, —T = ⊥.

Entonces se tiene:

⊥ < e < 2e < ••• < ne < ••• < —ne < —(n—1)e < • < —2e < —e < T

Esto puede verse en la Figura 8.1.

Definimos la suma ® como sigue:

re ® se = (r + s)e
—re ® —se = T,

∫T, si s ≤ r,
re ® —se =

—(s — r)e, si s > r.

Intuitivamente, si estamos en la “rama positiva”: < e < 2e < ... la
suma es la usual. Si estamos en la “rama negativa” ... —2e < —e < T 
entonces la suma siempre da T. Veamos quí pasa si sumamos un ele-
mento de la rama positiva con otro de la rama negativa. Recordemos 
que re = (0,r) y que —se = (1, —s). Si sumamos componente a com-
ponente: (0,r) + (1, —s) = (1,r — s), que es mayor que (1, 0) = T si 
r — s ≥ 0, o sea, si s ≤ r. En caso contrario, (1, r — s) = —(r — s)e.

Definimos ahora C = (C, ®, —, ⊥), que resulta una MV-ílgebra. Si la 
visualizamos horizontalmente como en la Figura 8.2 es mís fácil ver 
que la suma es geomíetricamente como la suma truncada del intervalo 
[0,1].
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Figura 8.1: C
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Figura 8.2: C horizontal
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Definicián 8.1.3. Un ílgebra de Wajsberg, o W-ílgebra para abreviar, es 
un sistema (A, →, —, 1) tal que

W1 1 → x = x,

W2 (x → y) → ((y → z) → (x → z)) = 1,

W3 (x → y) → y = (y → x) → x,

W4 (—x → —y) → (y → x) = 1.

Lema 8.1.4. Sea (A, →, 1) un algebra en la que valen W1, W2 y W3. Sea 
≤ la relación definida por

x ≤ y si y solo si x → y = 1.

Entonces, ≤ es una relación de orden en A.

Demostración. Por W2 tenemos que (1 → 1) → ((1 → x) → (1 → x)) = 1. 
Pero, por W1, (1 → 1) = 1, (1 → x) = x.
Luego, tambiín usando W1; 1 → (x → x) = x → x = 1, de donde x ≤ x. 
Supongamos que x ≤ y, y ≤ z. Luego, por W2,

1 = (x → y) → ((y → z) → (x → z)) 
= 1 → (1 → (x → z))
= x → z,

o sea que x ≤ z.
Veamos la antisimetría.
Si x ≤ y, y ≤ x, debe ser x = y. Se tiene, usando W1 y W3:

x=1→x
= ( y → x) → x

= (x → y) → y
=1→y

= y. □

Lema 8.1.5. Sea (A, →, 1) un algebra y supongamos que estamos en las mis-
mas condiciones que en el Lema 8.I.4. Entonces, las siguientes propiedades 
valen en A:

(i) 1 es el maximo elemento de A,

(ii) x ≤ y → x,
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(iii) Si x ≤ y, entonces x → z ≥ y → z,

(iv) x → (y → z) = y → (x → z),

(v) x → y ≤ (z → x) → (z → y),

(vi) Si x ≤ y, entonces z → x ≤ z → y.

Demostracián. Para probar (i) debemos ver que, para todo x ∈ A, x ≤ 1, 
es decir que x → 1 = 1. Veamos primero que (x → 1) ≤ 1o sea que 
(x → 1) → 1 = 1.

Por W3, W1 y el lema anterior:

(x → 1) → 1 = (1 → x) → x = x → x = 1.

Usando esta igualdad y por W2:

1 = (1 → x) → ((x → 1) → (1 → 1))
= x → ((x → 1) → 1)
= x → 1.

Demostremos (ii), usando W2, el hecho de que 1 es maximo y W1:

1 = (y → 1) → ((1 → x) → (y → x))
= 1 → (x → (y → x))
= x → (y → x).

Probemos ahora (iii). Por W2 tenemos que x → y ≤ (y → z) → (x → z). 
Por esta razon, si x → y =1 entonces (y → z) → (x → z) = 1, es decir, 
y → z ≤ x → z.

Para probar (iv) usaremos (ii), W3, (iii) y W2.
Por (ii), y ≤ (z → y) → y, y por W3 obtenemos: y ≤ (y → z) → z.
Por (iii), de esta uíltima desigualdad obtenemos:

y → (x → z) ≥ ((y → z) → z) → (x → z).

Por W2, x → (y → z) ≤ ((y → z) → z) → (x → z).
De estas dos uíltimas desigualdades obtenemos:

x → (y → z) ≤ y → (x → z).

La otra desigualdad se obtiene por un cambio de variables. 
Probemos ahora (v).
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Debemos mostrar la siguiente igualdad:

(x → y) → ((z → x) → (z → y)) = 1.

Por (iv), el primer miembro es igual a (z → x) → ((x → y) → (z → y)), que 
es igual a 1 por W2.

Por uíltimo, (vi) se deduce de (v), de manera aníaloga a como (iii) se 
deduce de W2. □

Lema 8.1.6. Sea (A, →, —, 1) una W-algebra, sea 0 = —1. Valen las siguien-
tes propiedades:

(a) 0 es el mínimo elemento de A,

(b) —x = x → 0,

(c) ——x = x,

(d) —y → —x = x → y,

(e) Si x ≤ y entonces —y ≤ —x.

Ademas, (A, V, Λ, 0,1) es un retículo acotado, siendo

x v  y = (x → y) → y,
x Λ y = — (—x V —y).

Demostración. El ítem (a) se prueba usando W4, (ii) y (vi) del Lema 8.1.5.
Se tiene: 0 ≤ —x → 0. Ademías, —x → —1 ≤ 1 → x = x. Luego, 0 ≤ —x → 
0 ≤ x.

Para probar (b) mostremos primero la igualdad

—x → 0 = x.

Ya habíamos probado que

(I) —x → 0 ≤ 1 → x = x.

Ademís, por (ii) del Lema 8.1.5, es

(II) —x ≤ —0 → —x ≤ x → 0.

Aplicando (iii) del mismo lema a (II), y por W3 y W1 y usando (a):

—x → 0 ≥ (x → 0) → 0 = (0 → x) → x = 1 → x = x,
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de donde
(III) —x → 0 ≥ x.

Por (I) y (III):
(IV) —x → 0 = x.

Finalmente, usando (IV), W3 y (a) se tiene que:

x → 0 = (—x → 0) → 0 = (0 → —x) → —x = —x.

El punto (c) se prueba sencillamente a partir de (b) y W3:

——x = (x → 0) → 0 = (0 → x) → x = 1 → x = x.

Probemos (d) usando W4 y (c). En primer lugar, por W4,

—y → —x ≤ x → y.

Ademaís, por (c),

x → y = ——x → ——y ≤ —y → — x.

El ítem (e) se deduce de (d).
Por uíltimo, veamos que (x → y) → y es el supremo de x e y, ya que 

la propiedad correspondiente al ínfimo sería consecuencia de que (x → y) → 
y = x V y usando (e).

Por (ii) del Lema 8.1.5, y ≤ (x → y) → y, x ≤ (y → x) → x. Veamos que 
(x → y) → y es la mínima cota superior de x e y. Sea z ≥ x, y. Por (iii) del 
lema citado: x → y ≥ z → y. Aplicando nuevamente esta propiedad y por 
W3 y W1:

(x → y) → y ≤ (z → y) → y

= (y → z) → z
=1→z
= z. □

Lema 8.1.7. En una MV-algebra valen las siguientes igualdades:

(a) —1 = 0,

(b) —x φ x =1,

(c) x → x = 1,

(d) x ©—y = —(x → yj
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(e) (x Θ —y) ® y = (y Θ —x) ® x,

(f) (x θ  y) → z = x → (y → z

(g) x → (y → (x θ  y)) = i∙

x Θ y ≤ z si y solo si x ≤ y → z (R).

Demostración. El ítem (a) es inmediato por MV4.
El ítem (b) se prueba usando (a) y las propiedades MV3, MV2, MV4, 

MV5 y MV6:

—x ® x = —(x ® 0) ® x

= —((—1) ® x) ® x
= —(—x ® 1) ® 1
= 1.

El ítem (c) es la traduccioín de (b) en tíerminos de →. 
Usando MV4 se demuestra el ítem (d).
De las propiedades MV4 y MV6 deducimos (e):

(x Θ —y) ® y = —(—x ® ——y) ® y
= —(—x ® y) ® y
= —(—y ® x) ® x 
= (y Θ —x) ® x.

Usando MV1 (asociatividad de la suma), la definiciín de implicaciín y 
la definiciín del producto podemos probar (f):

(x Θ y) → z = (—x ® —y) ® z
= —x ® (y → z) 
= x → (y → z).

Por definicion de implicacion y de Θ y usando (b) tenemos:

x → (y → (x Θ y)) = —x ® (—y ® (x Θ y))
= (—x ® —y) ® —(—x ® —y)
= 1. □

Observacion 8.1.8. El ítem (f) del Lema 8.1.7 nos permite probar facil- 
mente la siguiente propiedad de las MV-aílgebras:
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Comparemos esta propiedad con la de la implicaciíon intuicionista.

x A y ≤ z si y solo si x ≤ y → z.

Vemos que esta se obtiene de la anterior sustituyendo © por A.
Esa propiedad (R), llamada de residuacion, merece una explicaciín mís 

profunda, que involucra teoría de categorías. Veremos esto mías adelante, en 
el Capítulo 12.

Teorema 8.1.9. Sea A = (A, φ, i, 0) una MV-algebra. Si definimos

x → y = —x φ y, 1 = —0,

entonces (A, →, —, 1) es una W-algebra.

Demostracián. Probemos W1, usando (a) del Lema 8.1.7 y MV3:

1 → x = —1 φ x
= 0 φ x
= x.

Anílogamente, W4 se deduce de MV4, MV2 y de (c) del Lema 8.1.7.

(—x → —y) → (y → x) = (——x φ —y) → (—y φ x) 
= (x φ —y) → (x φ —y) 
= 1.

Vale W3 por ser la traduccioín de MV6 en tíerminos de →.
Por ultimo, W2 se demuestra como sigue, usando MV1, MV2, MV5, 

(b), (d) y (e) del Lema 8.1.7:

(x → y) → ((y → z) → (x → z)) = —(x → y) φ (—(y → z) φ (x → z)) 
= (x © —y) φ ((y © —z) φ (—x φ z)) 
= (x © —y) φ (((z © —y) φ y) φ —x) 
= ((y © —x) φ x) φ (z © —y) φ —x 
= (y © —x) φ (z © —y) φ (x φ —x) 

= ((y © —x) φ (z © —y)) φ 1
= 1. □

Teorema 8.1.10. Sea (A, →, —, 1) una W-algebra. Si definimos

x φ y = —x → y, 0 = —1,

entonces A = (A, φ, —, 0) es una MV-algebra.
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Demostración. En primer lugar, probemos que vale MV2, usando (c) y (d) 
del Lema 8.1.6.

x ® y = —x → y
= —x → ——y
= —y → x 
= y ® x.

Para probar MV1 se usan MV2, (c) y (d) del Lema 8.1.6, y (iv) del Le-
ma 8.1.5.

(x ® y) ® z = —(—x → y) → z
= —z → (—x → y)
= —x → (—z → y).

Por otra parte:

x ® (y ® z) = —x → (y ® z)
= —x → (z ® y)
= —x → (—z → y).

Las igualdades MV3 y MV4 valen por (b) y (c) del Lema 8.1.6.
La igualdad MV5 es consecuencia de (i) del Lema 8.1.5 y la MV6 se 

deduce de W3 y (c) del Lema 8.1.5. □

A partir de los teoremas 8.1.9 y 8.1.10 es posible probar el siguiente 
resultado.

Teorema 8.1.11. Las variedades de las MV-algebras y de las W-algebras 
son definicionalmente equivalentes.

Observaciáon 8.1.12. En lo que sigue hablaremos de MV-íalgebras, recu-
rriendo cuando hiciera falta al 1, que es —0 y a las operaciones de producto, 
implicacioín y diferencia como fueron definidas al principio.

Observemos que, a partir de las igualdades demostradas (ver Lema 8.1.6) 
se tienen las siguientes expresiones para el ínfimo y el supremo, que usaremos 
a lo largo de este capítulo:

x V y = (x Θ —y) ® y,
x Λ y = x Θ (—x ® y).

Observemos tambiíen que toda MV-íalgebra tiene entonces una estructura 
subyacente de retículo acotado. Ademías, es faícil ver que

x Θ y ≤ x Λ y ≤ x V y ≤ x ® y.
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Dado que la negacioín — es una involucion (es decir que vale MV4) resulta 
que la suma φ y el producto © son interdefinibles: se pasa de una propiedad 
de la suma a una del producto usando negaciones adecuadas. Por ejemplo, si 
x A y = 0 entonces —x V —y = 1.

Veremos ahora algunas propiedades de la suma (equivalentes a sus duales 
del producto) que serían necesarias para demostrar teoremas posteriores.

Lema 8.1.13. Sea (A, —, φ, 0) una MV-algebra. La suma φ tiene las siguien-
tes propiedades: 

(M) Si x ≤ y y t ∈ A entonces x φ t ≤ y φ t (monotonía),

(D) x φ (y A z) = (x φ y) A (x φ z) (distributividad).

Demostracián. La monotonía es consecuencia del ítem (vi) del Lema 8.1.5 
tomando t = —z.

Usando la monotonía tenemos que x φ (y Λ z) es cota inferior de x φ y y 
de x φ z. Veamos que es la míaxima.

Sea t ≤ x φ y y t ≤ x φ z. Probaremos que t ≤ x φ (y A z).
Tenemos, por definicion de ≤ en W-algebras y el ítem (f) del Lema 8.1.7, 

que

t ≤ x φ y si y solo si t ≤ —x → y
si y solo si t → (—x → y) = 1 
si y solo si (t © —x) → y =1
si y solo si t © —x ≤ y. (1)

Anaílogamente, se puede probar que

t ≤ x φ z si y solo si t © —x ≤ z. (2)

Luego, de (1) y (2) resulta que t © —x ≤ y A z. Esto ultimo es equivalente a 
t ≤ x φ (y A z). □

Lema 8.1.14. Para todo par de elementos de una MV-algebra vale la si-
guiente igualdad:

(x © y) A (y © x) = 0.

Demostracion. En la demostraciíon usaremos las propiedades de asociativi- 
dad y conmutatividad de φ y ©, así como las siguientes igualdades:

(u © v) = — u φ v, u A v = u © (—u φ v) = v © (—v φ u), u © — u = 0.
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En particular tenemos que

(x θ y) Λ (y θ x) = (x θ y) Θ (—(x θ y) ® (y θ x))
= (x Θ —y) Θ (—x ® y ® (y θ x))
= x θ  (—y θ  (y ® tj,

donde hemos llamado t = —x ® (y θ x). Luego:

(x θ y) Λ (y θ x) = x Θ (t Θ (—t ® —y)).

Como

x Θ t = x Θ (—x ® (y θ x)) = x Λ (y θ x) = (y θ x) Θ (—(y θ x) ® x),

se tiene, por ser —t = x Θ —(y θ x) y llamando u = x ® —(y θ x):

(x θ y) Λ (y θ x) = ((y θ x) Θ (—(y θ x) ® x)) Θ (—t ® —y)
= ((y Θ —x) Θ (x ® —(y θ x))) Θ (—t ® —y)
= y Θ (—x Θ u) Θ (—t ® —y)
= (—x Θ u) Θ (y Θ (—y ® —t))
= (—x Θ u) Θ (—t Θ (t ® y))
= —x Θ (x Θ —(y θ x)) Θ u Θ (t ® y)
= (—x Θ x) Θ —(y θ x) Θ (u Θ (t ® y))
= 0 Θ (—(y θ x) Θ (u Θ (t ® y)))
= 0. □

Lema 8.1.15. Sean A una MV-algebra y x,y ∈ A tales que x Λ y = 0. 
Entonces:

(a) Para todo z, x Λ (y ® z) = x Λ z,

(b) nx Λ ny = 0, siendo nx = x ® x ® • • • ® x (n veces).

Demostracion. Dejamos la prueba de (a) como ejercicio. Para probar (b) 
veamos en primer lugar que nx Λ ny = 0 para n = 2k.

Se tiene que x = x® (xΛy) y distribuyendo: x = (x®x) Λ (x®y) ≥ 2xΛy, 
pues por monotonía de la suma es x ® y ≥ y. Luego: 0 = x Λ y ≥ 2x Λ y y por 
lo tanto: 0 = 2x Λ y. Ahora tenemos: y = y ® (2x Λ y) = (y ® 2x) Λ (y ® y) y 
tomando ínfimo con 2x: y Λ 2x = (y ® 2x) Λ 2y Λ 2x. Como y ® 2x ≥ 2x se 
deduce que: 0 = y Λ 2x ≥ 2y Λ 2x, de donde 0 = 2y Λ 2x. Anílogamente se 
prueba 4x Λ 4x = 0, 8x Λ 8x = 0,... Finalmente, como n ≤ 2n se tiene que 
nx Λ ny ≤ 2nx Λ 2ny = 0, o sea nx Λ ny = 0. □
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8.2. Ideales, homomorfismos y congruencias

Una vez conocidas algunas propiedades bísicas, demostraremos en esta 
secciíon que para toda MV-íalgebra A existe una biyecciíon entre los ideales 
y las congruencias de A. Mostraremos tambiíen algunas propiedades de los 
homomorfismos.

Definicion 8.2.1. Sea (A, φ, —, 0) una MV-ílgebra, I un subconjunto de A. 
Diremos que I es un ideal si se cumplen las siguientes condiciones:

(11) 0 ∈ I.

(12) Si x ≤ y, y ∈ I, entonces x ∈ I (I decreciente).

(13) Si x, y ∈ I entonces x φ y ∈ I (cerrado por suma).

En toda MV-ílgebra hay al menos dos ideales: el {0} y A. Los demas (si los 
hubiera) se llaman propios. Un ideal I se llama primo si es propio y si, para 
cada par de elementos x, y ∈ A se tiene que x © y ∈ I o bien y © x ∈ I.

Observacion 8.2.2. Observemos que, considerando que toda MV-ílgebra 
tiene estructura de retículo, la nociíon de ideal que acabamos de definir en 
general no coincide con la de ideal del correspondiente retículo. Por ejemplo, 
el subconjunto J = (|] de la MV-ílgebra [0,1] es un ideal del retículo pero 
no de la MV-algebra, porque ∣ φ 1 = ∣ ∈ J.

Pero la recíproca sí vale: todo ideal de una MV-íalgebra es un ideal del 
retículo que ella induce. En efecto, dado un ideal I de una MV-íalgebra A, el 
mismo es decreciente y cerrado por φ. De lo observado en la secciíon anterior 
(Observaciín 8.1.12), se deduce que para todo x,y ∈ I se tiene x Vy ≤ x φ y. 
Luego, I es cerrado por V.

Ejemplos 8.2.3.

1. En la MV-ílgebra [0,1] no hay ideales propios. En efecto, se puede 
probar, como en el caso de J = (|], que ningun ideal es cerrado por φ.

2. En la MV-ílgebra producto [0,1] × [0,1] los subconjuntos: {0} × [0,1] 
y [0,1] × {0} son ideales propios.

3. En el algebra C de Chang, dada en la seccion anterior, el conjunto 
I = {⊥, e, 2e,..., ne ... } de los elementos positivos es un ideal propio.
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4. Sea A un ílgebra de Boole. Hemos visto en el Capítulo 2 la biyecciín 
entre filtros y congruencias, que es equivalente a una biyeccioín entre 
ideales y congruencias (ver Observacion 2.3.15):

x ≡i y si y solo si (x A y) V (y A x) ∈ I.

Considerando en A la estructura de MV-íalgebra, podemos traducir esta 
condiciíon como:

x ≡i y si y solo si (x © —y) φ (y © —x) ∈ I.

Veremos en lo que sigue que esta condiciíon puede generalizarse a una 
MV-íalgebra cualquiera, permitiendo así establecer una biyecciíon entre 
ideales y congruencias.

Observacion 8.2.4. Sea (A, φ, —, 0) una MV-ílgebra, R una relacion de 
equivalencia en A. De acuerdo a lo visto en la Secciíon 3 del Capítulo 1, 
diremos que R es una congruencia en A si se cumple:

(C1) Si xRy entonces —xR—y,

(C2) Si xRy, uRv, entonces (x φ u)R(y φ v).

Las operaciones definidas a partir de las dos bíasicas — y φ tambiíen se 
preservarían, es decir, vale lo siguiente:

Si xRy, uRv, entonces (x u)R(y v), donde puede ser reemplazado 
por →, © o ©.

Definicion 8.2.5. Dada una MV-ílgebra A definimos la funciín distancia 
d : A × A —→ A por:

d(x, y) = (x © y) φ (y © x).

En un algebra de Boole, como vimos, d(x,y) = (x A y) V (y A x). En el 
intervalo [0,1] se tiene que (¡probarlo!): x © y es el míximo entre x — y y 0. 
Luego,

y — x, si x ≤ y,
x — y, si x > y.

Dicho de otro modo, d(x,y) = |x — y|.

Lema 8.2.6. La distancia en una MV-algebra cumple las siguientes condi-
ciones:

(a) d(x, y) = 0 si y solo si x = y,

d(x, y) =
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(b) d(x,y) = d(y,x),

(c) d(x, z) ≤ d(x, y) ® d(y, z),

(d) d(x, y) = d(—x, —y),

(e) d(x ® s,y ® t) ≤ d(x,y) ® d(s,t),

(f) d(x, 0) = x.

Demostración. Por la propiedad de monotonía de la suma, d(x,y) = 0 im-
plica x θ y = y θ x = 0. Luego: x → y = y → x =1, de donde x ≤ y, y ≤ x. 
Si x = y entonces: x Θ —y = x Θ — x = 0 = y Θ — x, por lo que d(x, y) = 0. 
Hemos probado (a).

La simetría en la definicioín de d prueba (b).
Para probar (c) demostremos — d(x,z) ≥ — d(x,y) Θ —d(y,z), es decir:

(x → z) Θ (z → x) ≥ (y → x) Θ (x → y) Θ (y → z) Θ (z → y).

Por (v) del Lema 8.1.5 y (f) del Lema 8.1.7, se tiene que:

(z → y) Θ (y → x) ≤ (z → x),

(x → y) Θ (y → z) ≤ (x → z).

Haciendo el producto miembro a miembro se obtiene lo pedido.
El punto (d) es inmediato por ser — una involuciín (es decir, satisface 

que ——x = x para todo x).
Para demostrar (e) probemos previamente las siguientes desigualdades:

(I) —(x ® y) Θ (s ® t) ≤ (—x Θ s) ® (—y Θ t),

(II) —(s ® t) Θ (x ® y) ≤ (—s Θ x) ® (—t Θ y).

Por la definiciín de ≤ se tiene que a ≤ b si y solo si —a ® b = a → b = 1.
Probemos entonces (I) de ese modo. Utilizaremos la propiedad u ® (—u Θ v) =
v ® (—v Θ u).

Comenzaremos probando (I). Primero notemos que

— (—(x ® y) Θ (s ® t)) ® (—x Θ s) ® (—y Θ t) = x ® y ® —(s ® t) ®— x Θ s ®—y Θ t.

Ademías,

x ® y ® —(s ® t) ® — x Θ s ® —y Θ t
= (x ® (—x Θ s)) ® (y ® (—y Θ t)) ® —(s ® t)
= (s ® (—s Θ x)) ® (t ® (—t Θ y)) ® —(s ® t)
= (—s Θ x) ® (—t Θ y) ® (s ® t) ® —(s ® t)
= 1.
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Luego vale (I).
Aníalogamente se prueba:

—(—(s φ t) © (x φ y)) φ (—s © x) φ (—t © y) = 1,

lo que prueba (II). Sumando miembro a miembro (I) y (II) se obtiene lo que 
queríamos demostrar.

El punto (f) se deja como ejercicio. □

Si R es una congruencia en una MV-aílgebra vamos a denotar por | 0| a la 
clase del 0.

Lema 8.2.7. Sea I un ideal en una MV-algebra A. La siguiente relacián en 
A es una congruencia:

x ≡i y si y solo si d(x, y) ∈ I.

Mas aun, el ideal I es la clase del 0 de dicha congruencia.
Recíprocamente, si R es una congruencia entonces |0| es un ideal. Mas 

aun, ≡∣0∣ coincide con R.

Demostracián. En la prueba nos referiremos a las propiedades (a),... ,(e) del 
Lema 8.2.6.

Las propiedades reflexiva, simítrica y transitiva de ≡i valen respectiva-
mente por (a), (b) y (c).

Ademís, por (d) se tiene que ≡i preserva — y por (e) que preserva φ. 
Luego, ≡i es una congruencia. El hecho de que I = |0| se deduce de (f).

Probemos la recíproca. Si R es una congruencia entonces 0 ∈ |0|. Veamos 
que |0| es decreciente. Sean x, y tales que x ≤ y, y ∈ |0|. En particular, 
x → y = —xφy = 1. Ademas, como yR0 y —xR—x vale que (yφ—x)R(0φ—x). 
Es decir, 1R—x, de donde se sigue que 0Rx. Ademaís, si y, z ∈ | 0| se tiene 
que (y φ z) ∈ |0|, es decir, |0| es cerrado por φ. Hemos probado que si R es 
una congruencia entonces | 0| es un ideal.

Veamos por ultimo que si x,y ∈ A entonces x ≡∣0∣ y si y solo si xRy, o 
sea:

d(x, y) ∈ | 0| si y solo si xRy.

Supongamos que xRy. Como R es una congruencia tenemos que preserva ©. 
Luego, (x ©—y)R(y © ∣y) — 0, o sea, (x © ∣y)R0. Esto equivale a (x © y)R0. 
Analogamente, (y © x)R0, de donde d(x,y)R0.

Sea ahora d(x,y)R0. Entonces, d(x,y) φ —(x © y)R—(x © y). Pero

d(x, y) φ —(x © y) = (y © x) φ (x © y) φ —(x © y)
= 1.



242 CAPÍTULO 8. MV-ÁLGEBRAS

Luego, —(x © y)R1 y por lo tanto (x © y)R0. De esto ultimo deducimos que 
y φ (x © y) = (y V x)Ry. Analogamente podemos probar que (x V y)Rx. Por 
ende, yRx. □

Observacion 8.2.8. Sea A una MV-ílgebra. Sean Id(A) el conjunto de los 
ideales de A y Con(A) el conjunto de las congruencias de A. El Lema 8.2.7 
establece una aplicaciín de Id(A) en Con(A) dada por: I →≡i . Ademas, se 
define en el mismo lema otra funciíon de Con(A) en Id(A) por la asignaciíon 
R → |0|. El teorema siguiente muestra que estas dos funciones son una inversa 
de la otra, estableciíendose entonces una biyeccioín entre Id(A) y Con(A).

Teorema 8.2.9. Sea A una MV-algebra. Existe una biyeccián entre Id(A) y 
Con(A).

Demostracián. En el Lema 8.2.7 se probí que, dado un ideal I, ≡i es una 
congruencia. Ademaís, si tomamos la clase del 0 por dicha congruencia, ella 
coincide con I. Recíprocamente, se muestra que, dada una congruencia R, la 
clase del 0 por R, que llamamos |0| , es un ideal. Tambiíen se prueba que la 
congruencia asociada a ese ideal es justamente R. □

Observacion 8.2.10. Segun hemos visto en los ejemplos 8.1.2, la MV-alge- 
bra [0,1] no tiene ideales propios. Luego, por el Teorema 8.2.9, es una MV- 
ílgebra simple (ver Capítulo 7, Ejemplo 7.1.6).

Observacion 8.2.11. Sean (A, ®A, —a , 0a ) y (B, φβ, — b , 0b ) MV-ílgebras, 
h : A —→ B. Teniendo en cuenta lo visto en el Capítulo 1 sobre ¿Algebra Uni-
versal, se tiene que funciín h es un homomorfismo si preserva las operaciones 
— y φ, es decir, si valen las siguientes condiciones:

(H1) h(0^) = 0b ,

(H2) h(—a x) = —b h(x),

(H3) h(x φ a  y) = h(x) φ b  h(y).

Las operaciones →, © y ©, definidas a partir de las dos operaciones 
baísicas — y φ tambiíen se preservarían. Como consecuencia, un homomorfismo 
de MV-íalgebras preserva las operaciones Λ y V del retículo subyacente a un 
MV-íalgebra (que son tambiíen composiciíon de operaciones). Es decir que 
resulta, en particular, un homomorfismo de retículos.

Llamaremos nucleo de h al conjunto

h-1({0}) = {x : h(x) = 0}.

El mismo sera denotado por Ker(h).
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Lema 8.2.12. Sea h : A —→ B un homomorfismo de MV-algebras. Entonces 
valen las siguientes propiedades:

(a) Si J es un ideal de B entonces h-1(J) = {x : h(x) ∈ J} es un ideal de 
A. En particular, Ker(h) es un ideal de A.

(b) h es inyectiva si y solo si Ker(h) = {0}.

Demostracion. La prueba de (a) es de rutina, teniendo en cuenta que h pre-
serva 0, el orden y ®.

Probemos (b). Si h es inyectiva, es claro que h(x) = 0 implica x = 0. 
Veamos la recíproca. Sean x,y tales que h(x) = h(y). Multiplicando ambos 
miembros de esta igualdad por —h(y) obtenemos: h(x) θ h(y) = 0. Luego, 
h(xθy) = 0. Por la hipítesis, esto implica xθy = 0. Anílogamente podemos 
probar que y θ x = 0, por lo que d(x,y) = 0. Luego, x = y, por (a) del 
Lema 8.2.6. □

Lema 8.2.13. Sea h : A —→ B un homomorfismo suryectivo de MV-alge- 
bras. Entonces valen las siguientes propiedades:

(a) B = A/ Ker(h),

(b) Ker(h) es primo si y solo si B es totalmente ordenada.

Demostración. Para demostrar (a), por el Teorema 1.3.20 visto en la sec-
ciín 3.5 del Capítulo 1, basta probar que la congruencia Rh determinada por 
h coincide con la determinada por el ideal Ker(h).

xRhy si y solo si hx = hy
si y solo si hx θ hy = hy θ hx = 0
si y solo si h(x θ y) = h(y θ x) = 0
si y solo si (x θ y) ∈ Ker(h), (y θ x) ∈ Ker(h)
si y solo si d(x, y) ∈ Ker(h)
si y solo si x ≡Ker(h) y.

A---------- -B

A/ Ker(h)
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V e a m os  ( b).

K er( h)  pri m o  si y  s ol o si p ar a  t o d o x,  y  ∈  A , x  ©  y  ∈  K er( h)  ó  y  ©  x  ∈  K er( h)

si y  s ol o si p ar a  t o d o x,  y ∈  A,  h (x  ©  y)  =  0  o  h (y  ©  x)  =  0

si y  s ol o si p ar a  t o d o x,  y ∈  A,  h( x)  ©  h( y)  =  0  o  h( y)  ©  h( x)  =  0

si y  s ol o si p ar a  t o d o x,  y ∈  A,  h( x)  ≤  h( y)  o  h( y)  ≤  h( x)

si y  s ol o si p ar a  t o d o u, v  ∈  B , u  ≤  v  o  v  ≤  u.

Est o  ulti m o,  p or  s er h  s ur y e cti v a.  □

Ll a m ar e m os  M V- c a d e n a  a  u n a  M V-í al g e br a  t ot al m e nt e or d e n a d a.

8. 3.  T e o r e m a  d e  r e p r es e nt a ci o n d e  C h a n g

E n  est a s e c ci oí n v a m os a d e m ostr ar  u n  i m p ort a nt e t e or e m a d e bi d o a  

C.  C.  C h a n g,  q u e  p er mit e  d es c o m p o n er  u n a  M V- aíl g e br a  e n  f u n ci oí n d e  M V-  

c a d e n as.

P ar a  ll e g ar al  t e or e m a m e n ci o n a d o  d e b e m os  d e m ostr ar  al g u n os  r es ult a d os 

pr e vi os.

T e o r e m a  8. 3. 1. U n a  M V- al g e br a  A  es pr o d u ct o  s u b dir e ct o d e  u n a  f a mili a 

d e  M V- al g e br as  {A i}i∈ ∕ si y  s ol o si e xist e  u n a  f a mili a d e  i d e al es { Ji}i∈ ι t al es 

q u e

( 1) A i =  A∕J i p ar a  t o d o i.

( 2) ∩∩ 1 ∈ , J < =  {0 }.

D e m ostr a ci ó n.  Est e  t e or e m a es l a a pli c a cií n dir e ct a  d el  T e or e m a  7. 1. 4  d el  

C a pít ul o  7, t e ni e n d o e n c u e nt a q u e  l a pr o pi e d a d  d e  s e p ar ar p u nt os  d e  l a 

f a mili a ( gi)i∈ ι es e q ui v al e nt e a q u e  ∩ i el R i =  ∆,  si e n d o R i l a c o n gr u e n ci a  

as o ci a d a  a  g i, y  t a m bi e n t e ni e n d o e n  c u e nt a  q u e  est a  ulti m a  c o n diti o n  e q ui v a -

l e ( e n virt u d  d el  L e m a  8. 2. 1 3 , p art e  ( a)) a  q u e  ∩ i el K er( g i) =  {0 }, ll a m a n d o 

a q uí  J i =  K er( g i). □

C o r ol a ri o  8. 3. 2. U n a  M V- al g e br a  A  es pr o d u ct o  s u b dir e ct o d e  u n a  f a mi-

li a d e  M V- c a d e n as  {A i}i∈ 1 si y s ol o si e xist e u n a  f a mili a d e  i d e al es pri m os  

{Ji}i∈ ι p ar a  l a c u al  s e s atisf a c e n l as c o n di ci o n es  ( 1) y ( 2) d el  T e or e m a  8. 3. 1 .

D e m ostr a ci á n.  Es  c o ns e c u e n ci a  d el  L e m a  8. 2. 1 3  d e  l a S e c cií n  2  y  d el  T e or e -

m a  8. 3. 1.  □

L e m a  8. 3. 3.  S e a  A  u n a  M V- al g e br a,  {J s}s ∈ s u n a  f a mili a d e  i d e al es d e  A.  

E nt o n c es:
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(i) L a  i nt ers e c ci ó n ∩ s es J s es u n  i d e al d e  A.

(ii) Si  p ar a  c a d a  p ar  s,t ∈  S  es J s ⊆  J t o  bi e n  J t ⊆  J s e nt o n c es  (js es J s es  

u n  i d e al.

(iii) D a d o  u n  c o nj u nt o  Y  n o  v a cí o, Y  ⊆  A,  el c o nj u nt o

[ Y  ] =  {x  ∈  A  : x  ≤  y ι ®  ∙ ∙ ∙ ®  y n , p ar a  y 1 ,..., yn  ∈  Y }

es l a i nt ers e c ci ó n ∩ j -y  J , es d e cir, el m e n or  i d e al q u e  c o nti e n e a  Y .

D e m ostr a ci ó n.  P ar a  pr o b ar  (i) o bs er v e m os q u e  0 ∈  ∩ s ∈ s J s . A d e m as,  l a 

i nt ers e c ci o n es d e cr e ci e nt e  y  c err a d a  p or  ®  p or  s erl o t o d os l os J s .

V e a m os  (ii). Es  s e n cill o v er  q u e  l a u nií n  ∣J s E S  J s es  n o  v a cí a  y  d e cr e ci e nt e.  

P ar a  v er  q u e  es  c err a d a  p or  ®  t o m e m os x,  y  ∈  Us e s J s . L u e g o,  x  ∈  J r , y  ∈  J t. 

S u p o n g a m os  si n pír di d a  d e  g e n er ali d a d  q u e  J r ⊆  J t. L u e g o,  x, y  ∈  J t y  l a 

s u m a est ar a  e n  J t y  p or  l o t a nt o e n  l a u ni o n.

O bs er v e m os,  a nt es  d e  pr o b ar  (iii), q u e  ∩ ^ y  J  es  ef e cti v a m e nt e  el  m e n or  

i d e al q u e  c o nti e n e  a  Y . P or  (i) es  u n  i d e al ( q u e cl ar a m e nt e  c o nti e n e a  Y ). Si  

K  es u n  i d e al q u e  c o nti e n e a  Y  e nt o n c es K  ⊇  ∩ j-γ γ J .

Pr o b e m os  a h or a  q u e  [Y ] c o nti e n e  a  Y , q u e  es  u n  i d e al y  q u e  es  el  mí ni m o.  

E n  ef e ct o, p ar a  c a d a  y  ∈  Y  v al e  q u e  y  ≤  y , d e  d o n d e  y  ∈  [Y ], p or  l o q u e  

[ Y] =  0 . Si  x  ∈  [ Y] e xistirí n  y 1 ,..., y n  ∈  Y  t al es q u e  x  ≤  y 1 ®  ∙ ∙ ∙ ®  y n ; si 

t o m a m os x'  ≤  x,  e nt o n c es  t a m bií n x'  ≤  y 1 ®  ∙ ∙ ∙ ®  y n , d e  d o n d e  x ' ∈  [ Y]. 

S e a n  a h or a  x,  x ' ∈  [ Y] y  v e a m os  q u e  x  ®  x ' ∈  [ Y]. S e  t e n drí x  ≤  y 1  ®  ∙ ∙ ∙ ®  y n , 

x ' ≤  y ,1 ®  ∙ ∙ ∙ ®  y 'n  y,  p or  m o n ot o ní a  d e  l a s u m a, p o d e m os  s u m ar mi e m br o  a  

mi e m br o  y  o bt e n dr e m os:  x  ®  x ' ≤  ( y1 ®  ∙ ∙ ∙ ®  y n ) ®  ( y' ®  ∙ ∙ ∙ ®  y 'n ) p or  l o c u al  

x  ®  x ' ∈  [ Y]. □

R e c or d e m os  q u e  n x  =  x  ® ... ®  x,  d o n d e  x  a p ar e c e  n  v e c es  e n  l a e x pr esií n  

d el  mi e m br o  d er e c h o  ( v er 8. 1. 1 5) .

Ll a m ar e m os  a  [Y ] el  i d e al g e n er a d o  p or  Y . E n  p arti c ul ar,  p u e d e  pr o b ars e  

q u e,  d a d os  u n  i d e al J  y  u n  el e m e nt o  z ∈  A :

[J U  {z }] =  {x  ∈  A  : x  ≤  nz  p ar a  al g u n n  ∈  N }.

T e o r e m a  8. 3. 4.  S e a  A  u n a  M V- al g e br a,  K  u n  i d e al d e  A,  z u n  el e m e nt o  

q u e  n o  p ert e n e c e  a  K . E xist e  u n  i d e al pri m o  P  q u e  c o nti e n e a  K  y t al q u e  

z ∈ P .

D e m ostr a ci ó n.  S e a  H  =  {J, J  i d e al, K  ⊆  J, z ∈  J } .

El  c o nj u nt o  H  es  n o  v a cí o,  p u es  K  ∈  H .

P or  (ii) d el  L e m a  8. 3. 3 , si s e t o m a u n a  c a d e n a  d e  i d e al es d e  H  s u u nií n  

r es ult a s er t a m bií e n u n  i d e al d e  H , l u e g o t o d a c a d e n a  ti e n e mí a xi m o.  P or  el  
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L e m a  d e  Z or n  ( v er 2. 6  e n el C a pít ul o  2) r es ult a e nt o n c es q u e  H  ti e n e u n  

el e m e nt o  m a xi m al  P . V e a m os  q u e  P  es  u n  i d e al pri m o.

S u p o n g a m os  q u e  n o  l o es. E nt o n c es  e xist e n  s, t ∈  A  t al es q u e  s ©  t ∈  P  y 

t ©  s ∈  P . C o nsi d er e m os  el i d e al J 1 g e n er a d o  p or  P  U  {s ©  t}. C o m o  vi m os:

J 1 =  {x,  x  ≤  p  φ  m(s  ©  t), p  ∈  P,  m  ∈  N }.

A n al o g a m e nt e,  s e a J 2 el i d e al g e n er a d o  p or  P  U  {t ©  s}:

J 2 =  {x,  x  ≤  q  φ  n(s  ©  t), q  ∈  P,  n  ∈  N } .

C o m o  s ©  t ∈  J 1 —  P , J 1 c o nti e n e  pr o pi a m e nt e  a  P  y  e nt o n c es  t a m bií n a

K . A níl o g a m e nt e,  J 2 c o nti e n e pr o pi a m e nt e  a  P  y a  K . P or  s er P  m a xi m al  

e n  H , J 1 y  J 2 n o  p u e d e n  est ar  e n  H . L u e g o,  d e b e  o c urrir  q u e  z  ∈  J 1 y  z  ∈  J 2 . 

L u e g o,  e xist e n  n uí m er os  n at ur al es  m  y  n,  el e m e nt os  p  y  q  d e  P  t al es q u e

z  ≤  p  φ  m(s  ©  t), z  ≤  q  φ  n(t  ©  s).

Si  ll a m a m os r =  p  φ  q,  h  =  m  +  n,  s e ti e n e q u e

z  ≤  r φ  h(s  ©  t), z  ≤  r φ  h(t  ©  s),

d e  d o n d e,  p or  l a distri b uti vi d a d  ( D) ( v er L e m a  8. 1. 1 3) , s e si g u e q u e:

z  ≤  (r φ  h(s  ©  t)) A  (r φ  h(t  ©  s)) =  r φ  ( h(t ©  s) A  h(s  ©  t).

P or  l os l e m as 8. 1. 1 4  e 8. 1. 1 5  t e n e m os q u e

h(t  ©  s) A  h(s  ©  t) =  0.

L u e g o  z  ≤  r, d e  d o n d e  z  ∈  P,  l o c u al  es a bs ur d o.

P or  l o t a nt o P  es pri m o.  □

C o r ol a ri o  8. 3. 5. T o d o  i d e al pr o pi o  d e  u n a  M V- al g e br a  es i nt ers e c ci ó n d e  

i d e al es pri m os.

D e m ostr a ci á n.  S e a  J i d e al d e  A.  S e a,  p ar a  c a d a x  ∈  J , P x el i d e al pri m o  

d a d o  p or  el T e or e m a  8. 3. 4 . Pr o b e m os:

J  =  ∩∩   P x

x ∈  J

Si  y  / J  e nt o n c es  y  / P y , p or  l a f or m a e n  q u e  s e eli gií  P y . L u e g o,  y  / ∩  P x . 

R e cí pr o c a m e nt e,  si y / ∩ P x , e nt o n c es e xist e x / J t al q u e  y / P x .

E nt o n c es  y  / J , p u es  J ⊆  P x . □

T e o r e m a  8. 3. 6  ( T e or e m a d e  r e pr es e nt a ci oí n d e  C h a n g) . T o d a  M V- al g e br a  

es pr o d u ct o  s u b dir e ct o d e  M V- c a d e n as.

D e m ostr a ci á n.  D a d a  u n  M V- al g e br a  A,  t o m e m os el i d e al {0 }. P or  el C or o -

l ari o 8. 3. 5 , {0 } =  ∩ x = 0  P x . A d e m as,  p or  el C or ol ari o  8. 3. 2 , A  es pr o d u ct o  

s u b dir e ct o d e  l a f a mili a {A/ P x }x = 0 , d o n d e  c a d a  A/ P x  es  u n a  M V- c a d e n a.  □
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8.4. MV-ecuaciones
Estudiaremos ahora los tíerminos y ecuaciones en la variedad de las MV- 

íalgebras.
Segun lo visto en la Definiciín 7.2.1 del Capítulo 7, los MV-tírminos en 

n variables {x1, . . . , xn} son los obtenidos a partir de 0, x1, . . . , xn, teniendo 
en cuenta que si t y u son terminos entonces — (t), — (u) y (t ® u) son tírminos 
y que todos los tíerminos se obtienen de esa forma en un nuímero finito de 
pasos. Se suprimirán paréntesis si eso no da lugar a ambiguedad. Por ejemplo, 
—t ® u significaría (—(t) ® u).

Las funciones término se definen aplicando anílogamente la Definicion 7.2.3 
del Capítulo 7. Llamaremos MV-ecuaciones a las ecuaciones de la forma 
t ≈ u, para t y u MV-tírminos. Diremos que una MV-ílgebra A satisface 
la ecuaciín t ≈ u si las funciones termino tA y uA coinciden. La notaciín 
que usaremos en este caso es la siguiente: A E t ≈ u. Si toda MV-ílge- 
bra satisface la ecuaciín entonces escribiremos MV E t ≈ u. Por ejemplo, 
MV E —x ® x ≈ —0 y MV E x ® y ≈ y ® x. Hemos definido los símbo-
los 1, x → y, x Θ y como abreviaturas de, respectivamente, —0, —x ® y y 
— (—x®—y). Por esta razon tambiín serán MV-ecuaciones xAL—y ≈ — (x → y) 
y (xA—y)®y (y A—x) ®x, por ejemplo. Todas las MV-ecuaciones anterio-
res valen en todas las MVrálgebras. Tambiín x Λ (y ® z) ≈ x Λ z y x ® x ≈ x 
son MV-ecuaciones, sin embargo no son víalidas en general.

Teorema 8.4.1. Sea A una MV-algebra que es producto subdirecto de la 
familia (Ai)iel de MV-algebras, sea t ≈ u una MV-ecuación. Entonces

A E t ≈ u si y solo si Ai E t ≈ u para todo i ∈ I.

Demostración. Es consecuencia del Corolario 7.4.6 del Capítulo 7. □

Corolario 8.4.2. Una MV-ecuación vale en toda MV-algebra si y solo si 
vale en toda MV-cadena.

Demostración. Se deduce del Teorema 8.3.6 de la Secciín 3 (teorema de 
Chang). □

8.5. MV-álgebras y ¿-grupos
En esta secciíon delinearemos algunos resultados que muestran la impor-

tante vinculaciín entre los grupos reticulados o ¿-grupos munidos de un ele-
mento distinguido llamado unidad fuerte con las MV-íalgebras. Esta vincula- 
ciín, que resulta ser un funtor (ver Secciín 1 del Capítulo 6) permite opti-
mizar el Corolario 8.4.2, demostrando el siguiente teorema de completud:
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Una ecuación es valida en toda MV-algebra si y solo si es valida en [0,1].

En primer lugar, en 1959 Chang asocií a una MV-cadena un Agrupo to-
talmente ordenado con unidad fuerte y recíprocamente. A partir de esa cons- 
trucciín probí un teorema de completud, que profundiza el Corolario 8.4.2. 
Posteriormente, en 1986, D. Mundici generalizoí la construcciíon de Chang a 
¿-grupos con unidad fuerte y MV-ílgebras, definiendo el funtor Γ entre las ca-
tegorías respectivas. Para los enunciados que involucran teoría de categorías 
nos basaremos en las definiciones del Capítulo 6.

En 1998 R. Cignoli y D. Mundici demostraron el mencionado teorema de 
completud.

Recorreremos, por ser maís intuitivo, el camino que llevío a Chang a de-
mostrar su teorema de completud (sin entrar en detalles) y enunciaremos los 
resultados de Cignoli y Mundici.

Definicion 8.5.1. Un grupo reticulado abeliaño o ¿-grupo es un algebra 
(G, +, —, V, A, 0) tal que:

(a) el reducto (G, +, —, 0) es un grupo abeliaño,

(b) el reducto (G, V, A) es un retículo,

(c) para x, y, z ∈ G se verifica la identidad (x V y) + z = (x + z) V (y + z).

En el caso particular en que el orden del retículo sea un orden total, se 
llamarí grupo totalmente ordenado, abreviadamente, o-grupo.

A menudo denotaremos (ver Observaciín 1.3.3) a un ¿-grupo mencionan-
do solo su conjunto subyacente.

Lema 8.5.2. En todo ¿-grupo valen:

z + (x A y) = (z + x) A (z + y), (8.1)
z — (x V y) = (z — x) A (z — y), (8.2)
z — (x A y) = (z — x) V (z — y). (8.3)

Hablaremos mís sobre ¿-grupos en el Capítulo 11.
Supondremos que los ¿-grupos de los que hablaremos son abeliaños, y en 

adelante suprimiremos la palabra “abeliaño”.
Dado que estí definida por ecuaciones, la clase de los ¿-grupos constituye 

una variedad, que llamaremos LG.
Sea x un elemento de un ¿-grupo G. Denotaremos ∣∣x∣∣ al módulo de x, 

definido por: ∣∣x∣∣ = x V —x.
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Una unidad fuerte u de un ¿-grupo G es un elemento 0 ≤ u tal que para 
cada x ∈ G existe un numero natural n ≥ 0 que verifica: ∣∣x∣∣ ≤ nu, donde 
nu = u + ∙ ∙ ∙ + u (n veces).

Un homomorfismo de ¿-grupos o ¿-homomorfismo es una aplicacion que 
preserva las operaciones: +, —, V, Λ, 0. Si se tiene un homomorfismo h : G —→ 
H entre dos grupos con unidades fuertes u y v respectivamente y h(u) = v, 
decimos que h es un ¿-homomorfismo unital.

Se puede probar que la clase de los ¿-grupos con unidad fuerte no es 
ecuacional. Intuitivamente, esto ocurre ya que la condiciíon de unidad fuerte 
no estaí dada por una ecuaciíon.

Ejemplos 8.5.3.

1. El conjunto Z de los numeros enteros con su estructura de grupo y su 
orden es el ejemplo emblematico de ¿-grupo, mís aun, de o-grupo. ¿Por 
quí “emblemítico”? Porque cualquier ¿-grupo puede ser obtenido a 
partir de Z por medio de los operadores que caracterizan una variedad: 
tomar productos, subíalgebras e imíagenes homomorfas. Dicho de otra 
manera, Z genera la variedad LG. Ademís, se prueba que todo ¿-grupo 
libre es producto subdirecto de copias de Z (ver [1, Th. 6.1]).

2. Los conjuntos Q y R de los numeros racionales y reales respectivamen-
te tienen aníalogamente una estructura de o-grupo. Cada uno de ellos 
genera tambiín la variedad LG.

3. El ¿-grupo Z × Z es libremente generado por el unico generador (—1,1).

La siguiente definiciíon fue dada inicialmente por Chang para o-grupos y 
generalizada luego por Mundici (ver [23, Capítulo 2]).

Definicion 8.5.4. Sea (G, +, —, V, Λ, 0) un ¿-grupo, u un elemento u > 0. 
Sea

[0, u] = {x ∈ G : 0 ≤ x ≤ u},

y definimos para cada x, y ∈ [0, u] las siguientes operaciones:

x ® y = u Λ (x + y), —x = u — x.

Denotaremos Γ(G,u) = ([0,u], ®, —, 0).

Lema 8.5.5. Γ(G,u) es una MV-algebra.
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D e m ostr a ci á n.  L as  pr o pi e d a d es  M V 1 ,... ,M V 6  s e d e d u c e n  d e  ( a), ( b), ( c) 

d e  l a D efi ni cií n  8. 5. 1 , y  ( 8. 1), ( 8. 2) y  ( 8. 3) d el  L e m a  8. 5. 2 . D et all ar e m os  l a 

d e d u c ci oí n  d e  M V 6 .

— (— x  φ  y)  φ  y  =  ( u —  (( u —  x  +  y)  Λ  u)  +  y)  Λ  u

=  ((( u —  ( u —  x  +  y))  V  ( u —  u))  +  y)  Λ  u

=  (((x  —  y ) v  0)  +  y ) A  u

=  ( x V  y)  Λ  u

=  x  V  y.

A ní al o g a m e nt e,

— (— y  φ  x)  φ  x  =  y  V  x.

L u e g o,  v al e  M V 6.  □

Ej e m pl os  8. 5. 6.  V a m os  a “ r e e n c o ntr ar” ej e m pl os  d e  M V-íl g e br a  d a d os  al  

pri n ci pi o,  a h or a  b aj o  l a f or m a Γ( G,  u).  E n  r e ali d a d, c o m o d es p uí es  v er e m os,  

t o d a M V-í al g e br a  es is o m orf a a  u n a  d e  es a  f or m a.

1.  S e a n  G  =  R,  u  = 1.  E nt o n c es  Γ( R,  1) n o  es otr a  c os a q u e  [ 0, 1] c o n  l a 

estr u ct ur a  d e  M V- aíl g e br a  q u e  y a  c o n o c e m os.

2.  D a d a  u n a  fr a c cií o n 1  / n, p ar a  n  ∈  N,  n  =  0,  p o d e m os  d ot ar  al c o nj u nt o  

Z 1∕n =  {z/ n, z ∈  Z } d e  u n a  estr u ct ur a d e  gr u p o  a diti v o c o n l as 

o p er a ci o n es  h er e d a d as  d e  l os r a ci o n al es. E nt o n c es  Γ( Z 1∕n , 1) =  L n + 1 , 

c o m o  es fí a cil c o m pr o b ar.

3.  U n  c as o  p arti c ul ar  d el  a nt eri or  s e o bti e n e  p ar a  n  =  1.  S e  ti e n e Z 1∕1 =  Z  

y  r( Zb  1)  =  L 2 =  2 .

T e o r e m a  8. 5. 7.  S e a  C L G u  l a c at e g orí a c u y os o bj et os  s o n l os p ar es  ( G, u), 

d o n d e  G  es u n  ¿- gr u p o,  u  u n a  u ni d a d  f u ert e d e  G  y c u y os m orfis m os  s o n  

l os ¿- h o m o m orfis m os u nit al es. S e a l a c at e g orí a c u y os o bj et os  s o n l as 

M V- al g e br as  y  c u y os  m orfis m os  s o n l os h o m o m orfis m os  d e  M V- al g e br as.  E n -

t o n c es, si d efi ni m os,  p ar a  u n  ¿- h o m o m orfis m o u nit al  h,  Γ( h)  =  h | [0  , u] (h  

r estri n gi d o a  [ 0, u]), Γ  es u n  f u nt or d e  C L G u  e n .

D e m ostr a ci o n.  L as  tr es c o n di ci o n es  q u e  d e b e  c u m plir  Γ  ( v er C a pít ul o  6,  S e c-  

cií n  1)  p u e d e n  v erifi c ars e  si n difi c ult a d  p or  s er Γ( h)  r estri c cií n d e  h.  □

El  f u nt or Γ  d et er mi n a,  e n  r e ali d a d, u n a  e q ui v al e n ci a  e ntr e  l as c at e g orí as  

C L G u  y  . P ar a  v er  es o, s e n e c esit a  u n  f u nt or “ d e  v u elt a ” d e e n  C L G u

c o n  l os c orr es p o n di e nt es  is o m orfis m os n at ur al es.
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En los ejemplos que hemos visto, el grupo que consideramos para tomar Γ 
es un o-grupo. Ese caso fue el que considerío inicialmente Chang para mostrar 
que es posible recuperar el grupo mediante una construcciíon que consiste en 
“pegar bien” sucesivas copias de una MV-cadena dada A. Llamaremos GA 

al grupo así obtenido, que es un o-grupo con unidad fuerte. De esta manera 
dado un grupo G con unidad fuerte u obtenemos Γ(G, u) y a partir de esta 
el grupo Gγ (g ,u ) que resulta ser isomorfo a G preservando las unidades. Por 
otra parte, dada una MV-cadena A podemos tomar GA con su unidad u. Si 
calculamos Γ(GA, u) obtenemos una MV-cadena isomorfa a A.

Definicián 8.5.8. Sea A una MV-cadena. Definimos Ga  por:

GA = {(n, x) : n ∈ Z, x ∈ A — {1}},

con el orden lexicograífico y las siguientes operaciones:

(m,x) + (n,y) =
(n + m,x ® y), 
(n + m + 1,x Θ y),

si x ® y < 1,
si x ® y = 1

— (n, x) =
(—n, 0),

(—(n + U —x),

si x = 0,
si 0 < x < 1.

Supongamos que A es [0,1]. Entonces GA 

Figura 8.3.
es de la forma mostrada en la

-x
• I-------- *

0 y z y+z-1 x•—ii • i-------- •-------- 1 •-----------------

(-3,0) (-2,0) (-1,0) (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Figura 8.3: G[0,1]

Dado x ∈ GA, —x es el simíetrico de x respecto de (0, 0). Entre (0, 0) 
y (1, 0) estía la primera copia de [0, 1]. Si sumamos elementos de la forma 
(0, x) + (0, y) obtendremos (0, x + y), mientras x + y < 1. Si x + y = 1 
obtendremos (1, 0) y pasamos a la segunda copia. Si x + y > 1 obtendremos 
(1, (x + y — 1)), dentro de la segunda copia. Por ejemplo:

1 1 5
(°, p + (°, p = (°, 6),

12
(0,3) + (0,3) = (1,0),

151
(0,3) + (0,6) = (1,6).
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Teorema 8.5.9. Sea A una MV-cadena. Entonces, (Ga , +, —, A, V, (0,0)) es 
un o-grupo con unidad fuerte (1, 0) y Γ(Ga , (1,0)) es isomorfa a A.

Teorema 8.5.10. Sea G un o-grupo con unidad fuerte u, sea H = Gγ (g ,u ). 
Entonces, (1, 0) es una unidad fuerte de H y existe un isomorfismo unital de 
G en H.

A fin de generalizar estos resultados, como primer paso se construye el 
grupo Ga  en el caso en que A es una MV-algebra cualquiera (ver [23, Capítulo 
2]). Esa construcciíon se extiende a los morfismos, quedando así definido un 
funtor de la categoría en la categoría CLGu (ver [23, Capítulo 7]), que 
es el funtor “de vuelta” que habíamos mencionado. Se prueba que ambos 
funtores determinan una equivalencia categorial.

Teorema 8.5.11. Las categorías y CLGu son equivalentes.

Parte de este teorema se usa para vincular MV-ecuaciones con ecuaciones 
en los ¿-grupos y de esa manera se llega a demostrar el importante Teorema 
de Completud algebraica siguiente.

Teorema 8.5.12 (Chang, Cignoli, Mundici, [22]). Una ecuación vale en [0,1] 
si y solo si vale en toda MV-algebra.

8.6. MV-algebras libres

En base al Teorema de Completud 8.5.12, vamos a mostrar en esta sec- 
cion una description de la MV-ílgebra libre Fn con n generadores, como 
subílgebra de la MV-algebra de funciones: [0,1]i0>1F. Los elementos de Fn 

son las llamadas funciones de McNaughton, que son funciones continuas y 
lineales a trozos, y cada una de las lineales tiene coeficientes enteros. Los 
resultados pueden generalizarse extendiendo el dominio de las funciones al 
producto infinito numerable del intervalo [0,1] por sí mismo [0,1]N (cubo de 
Hilbert) y considerando funciones de McNaughton con dominio en este pro-
ducto; en efecto, en el Capítulo 9 probaremos que el ílgebra de Lindenbaum 
del Cílculo Proposicional L de Lukasiewicz es isomorfa a la MV-algebra de 
las funciones de McNaughton sobre el cubo de Hilbert .

Hemos hablado en la Seccioín 4 de los MV-tíerminos sobre un conjunto 
de variables X = {x1,... ,xn} y de sus correspondientes funciones tírmino 
en cada MV-íalgebra. Observemos que al tíermino constante 0 corresponde 
la funcion tírmino constante igual a 0 y a cada variable xi la proyecciín i- 
ísima πi. Las demas funciones tírmino se obtienen a partir de las proyecciones 



8.6. MV-Al GEBRAS LIBRES 253

aplicando sucesivamente las operaciones — y ®. Es decir que el conjunto de 
proyecciones genera el conjunto de funciones tíermino.

Consideremos ahora las funciones tíermino de n variables en [0, 1]. Sea

Proy n0,1] = {n1,...,nn}

el conjunto de las proyecciones y sea

T∣10,1∣(x)

el conjunto de las funciones tíermino de n variables definidas en [0, 1]. En 
dicho conjunto podemos definir las operaciones — y ® de manera de obtener 
una MV-íalgebra.

Teorema 8.6.1. El álgebra T°,1(X) es la MV-álgebra libremente generada 
por Proy[°,d.

Demostraciáon. Debemos probar que para toda MV-aílgebra B y toda apli- 
cacion f : Proyn’,1] —→ B existe un homomorfismo f : Ter (X) —→ B que 
extiende f.

T[0,1
n (X)

B

Sean: f (π1) = b1,... ,f (πn) = bn. Para cada t ∈ Ter (X) definimos

T(ÍM) = tB (b1,...,bn).

Esta funcioín estía bien definida porque, usando el Teorema de Completud 
8.5.12, si t y s son tírminos tales que sus funciones t[0,1] y s[0,1] coinciden, 
entonces t y s coinciden en toda MV-algebra B. Es de rutina probar que f 
es un homomorfismo. □

Veamos ahora que entre los elementos de [0,1][0,1]", las que son funciones 
tíermino son exactamente las que tienen una forma determinada y “bonita”: 
son las funciones de McNaughton.

Definicián 8.6.2. Sea f : [0,1]n —→ [0,1]. Diremos que f es una funcián de 
McNaughton si satisface las siguientes condiciones:

(i) f es continua con respecto a la topología natural de [0,1],
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(ii) existen polinomios de grado 1, pi, i = 1,...,k,

pi(χ0, . . . ,xn-1) bi + mi0x0 + ’ ’ ’ + mi(n-1)xn-1,

bi, mi0,..., mi(n-1) ∈ Z, tales que para cada elemento (y0,..., yn-1) ∈ 
[0,1]n existe i para el cual vale que f (y0,..., yra-1) = pi(y0,..., yra-1).

Definicion 8.6.3. El cubo de Hilbert es el producto infinito numerable del 
intervalo [0,1] por sí mismo: [0,1]N, es decir, es el conjunto de las sucesiones 
de nuímeros del intervalo [0, 1].

Denotaremos [0,1]ω al cubo de Hilbert.
Una funcion g : [0,1]ω —→ [0,1] es una función de McNaughton sobre 

el cubo de Hilbert si existe un n ∈ N y una funcion de McNaughton f : 
[0,1]n —→ [0,1] tal que g(x) = f (x1,... xn) para todo x ∈ [0,1]ω.

Observacion 8.6.4. Se tiene que Tn)’1](X) es libremente generada por las n 
proyecciones. Como ya hemos visto (Capítulo 1), Fn es entonces isomorfa a 
Tn0,1](X), podemos decir que “es” T^JX).

Teorema 8.6.5. La MV-algebra libre con n generadores esta contenida en 
el conjunto de funciones de McNaughton de n variables.

Demostracián. Bastaría probar que las proyecciones y la constante 0 son 
funciones de McNaughton (lo que es evidente) y que el conjunto de tales 
funciones es cerrado por — y por φ, lo cual no es difícil de verificar. Pero 
entonces la subílgebra de [0,1][0,1]" generada por las proyecciones, que es 
Tn0,1](X), esta contenida en el conjunto de funciones de McNaughton. □

La recíproca de este teorema requiere mucho trabajo tíecnico y solo vere-
mos algunos detalles de la prueba para el caso n = 1.

El siguiente lema vale para un n cualquiera. Veremos una idea de la 
demostraciíon para n = 1.

Lema 8.6.6 (McNaughton). Sea g una función lineal con coeficientes ente-
ros, o sea:

g(x0, . . . , xn-1) = b + m0x0 + ∙ ∙ ∙ + m(n-1)xn-1,

b,m0,... ,m(n-1) ∈ Z. Entonces existe un termino t tal que gtl = t[0,1], siendo 
g“ = (g V 0) A 1.

Demostracián. Sea g(x) = b + mx, con b, m enteros.
Si m = 0, g“ serí el tírmino constante 0 o el 1.
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Sea m > 0. Se demuestra que, si definimos z(x) = g(x) — x, entonces vale 
la siguiente igualdad:

(s) g# = (z# ® x) Θ (z + 1)#.

A partir de ahí la demostracioín se hace por inducciíon sobre m, ya que z = 
b + (m — 1)x y z + 1 = (b + 1) + (m — 1)x.

Para m < 0 basta tomar 1 — g, ya que g# = 1 — (1 — g). □

Veamos algunos ejemplos de aplicaciíon del Lema 8.6.6.

Ejemplos 8.6.7.

1. Calculemos, para un n natural, (nx) y (1 — nx).

Si g(x) = x, entonces g# = g. Si g(x) = 2x = x®x, entonces z = z# = x, 
z + 1 = x +1, por lo que (z + 1)# = 1. Reemplazando en la fírmula (s):

(2x) = (x ® x) Θ 1 = x ® x = 2x.

A partir de esto se obtiene inductivamente: (nx) = nx. Ademís,
(1 — x) = 1 — x# = —x, y en general: (1 — nx) = 1 — (nx) = — (nx)#, 
como se ve en la Figura 8.4.

2. Veamos cuíl puede ser la funcion g tal que g# = x Θ x.

En [0,1] se tiene que xΘx = 1 —((1 —x)®(1 —x)). Luego, intuitivamente 
debe ser (2x—1)# = xΘx. Probemos que es así. Si es g = 2x—1, entonces 
z = x — 1 y por lo tanto z# = 0 y (z + 1)# = x. Reemplazando en la 
fírmula (s):

(2x — 1)# = (0 ® x) Θ x = x Θ x.

Anílogamente se tiene que x Θ x Θ x = 1 — ((1 — x) ® (1 — x) ® (1 — x)), 
de donde nuestro candidato para g es 3x — 2. Nuestro z es entonces 
z = 2x — 2 de donde z# = 0 y (z +1)# = (2x — 1)# = x Θ x. Por lo tanto:

(3x — 2)# = x Θ (x Θ x).

Así siguiendo, se tiene que x Θ ∙ ∙ ∙ Θ x = xn = (nx — (n — 1))#, como se 
ve en la Figura 8.4.

Sigamos acercíndonos a la demostraciín del recíproco del Teorema 8.6.5 
para n = 1. Necesitamos conocer las siguientes definiciones.
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Figura 8.4: Ejemplos

Definicion 8.6.8. Las sucesiones de Farey son conjuntos finitos de numeros 
racionales positivos y menores o iguales que 1. Se definen inductivamente a 
partir de la sucesiín inicial F0 = {0,1}. Cada sucesiín se obtiene a partir de 
la anterior intercalando entre a y j la fraccion ∣+≤.

Son las siguientes:

F0 = {0,1},
F1 = {0,1, 1},

112 
f  = {0,3,2,3, 1} 

F = ¿o 1 1 2 1 3 2 3
3 {0 4, 3, 5, 2, 5,3,4 1},...

Estas sucesiones tienen interesantes propiedades, como la “unimodulari- 
dad”: siendo a y j dos fracciones sucesivas se verifica cb — ad = 1. Ademís, 
cada fracciín irreducible estí en alguna de las sucesiones Fi.

Definicion 8.6.9. Supongamos que tenemos los nuímeros de una sucesiíon 
de Farey :

0 < d1 < ∙ ∙ ∙ < dj-1 < dj < dj+1 < ∙ ∙ ∙ < ds < 1,

siendo dj∙ = j. Un sombrero de Schauder es una funcion hki de la forma 
mostrada en la Figura 8.5.

En la Figura 8.6 damos todos los sombreros de Schauder correspondientes 
a la sucesiín de Farey F2.

Observacion 8.6.10. Cada sombrero de Schauder puede ser obtenido to-
mando supremos e ínfimos de a lo sumo cuatro funciones lineales con coefi-
cientes enteros. Luego, por el Lema 8.6.6 y por ser los ínfimos y supremos 
expresables en funciíon de los conectivos de la MV-íalgebra (ver Observa- 
ciín 8.1.12), podemos ver que para cada uno de ellos existirí un tírmino t 
tal que hki = t[0,1].
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Figura 8.5: Sombreros de Schauder

1

Figura 8.6: Schauder2
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Figura 8.7: Funciones lineales

Analicemos ahora el ejemplo de la Figura 8.7.
Suponemos que a∣b,c∣d y e/f son fracciones sucesivas de una sucesiín 

de Farey. Por lo tanto: cb — ad = 1 y ed — cf = 1, por la unimodularidad. 
Teniendo en cuenta esto, la ecuaciíon de la recta que pasa por los puntos 
(a∣b, 0) y (c∣d, 1∣d) es y = bx — a y la de la recta que pasa por (e∣f, 0) y 
(c/d, 1/d)es y = e—fx, como se muestra en la figura. Si llamamos f1 a la recta 
y = 0, f2 a la de ecuacion y = bx — a y f3 a y = e — fx podemos comprobar 
que el sombrero de Schauder h de la figura verifica: h = f1 V (f2 Λ f3).

Con los elementos que tenemos, veamos ahora una idea de la prueba de 
la recíproca del Teorema 8.6.5 para el caso n = 1.

Teorema 8.6.11. El conjunto de funciones de McNaughton de una variable 
estáa contenido en la MV-áalgebra libre con 1 generador.

Demostraciáon. Sea f una funcioín de McNaughton de 1 variable. Existiría un 
conjunto finito A de fracciones irreducibles: 0 < a1 < a2 < ∙∙∙ < at < 1 
tales que f es lineal en cada intervalo [ar, ar+1]. Podemos tomar entonces una 
sucesiín de Farey Fj que incluya a los elementos de A. Consideramos entonces 
los sombreros de Schauder hji, i = 1,... ,q asociados a dicha sucesiín. Por la 
observaciín 8.6.10 cada uno de ellos coincide con una funciín tírmino tj1] 

ji 
de una variable, o sea, estaí en el íalgebra libre.

Nuestra funciíon f es lineal en cada intervalo de los determinados por la 
sucesion de Farey Fj. Para cada m)r de Fj el valor de f (mjr) debe ser racional 
y ademís, por tener f coeficientes enteros, serí de la forma f (mjr) = n 

para cierto entero cr. Pero tenemos algun sombrero de Schauder hjr tal que 
hjr(m) = nr. Luego, f (x) = crhjr(x), para x = m.
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Entonces podemos ver que f resulta ser la siguiente combinaciíon lineal:

f = c1hj1 + c2hj2 + ∙ ∙ ∙ + cqhjq

Como f ≤ 1 se puede sustituir la suma por la suma truncada:

f = (hj1 φ hj1 φ ∙ ∙ ∙ φ hj1) φ (hj2 φ ∙ ∙ ∙ φ hj2) φ ∙ ∙ ∙ φ (hjq φ ∙ ∙ ∙ φ hjq), 

donde en el primer paríentesis se suma c1 veces, en el segundo c2 veces,. . . y 
en el ultimo cq veces.

Luego, sumando de esa manera los tíerminos asociados a cada uno de los 
sombreros de Schauder obtenemos un tíermino cuya funciíon tíermino es igual

□
Ejemplo 8.6.12. Calculemos algunos tírminos correspondientes a los som-
breros de Schauder de la Figura 8.6.

La recta que pasa por los puntos (0,0) y (3,1) es y = x y por los puntos 
(1,1) y (2, 0) es y =1 — 2x. Podemos ver que

h22 = xB A (1 — 2xJ.

Aníalogamente se tiene que

h24 = (2x — 1)" A (1 — xj.

Veamos los tíerminos correspondientes.
Por lo visto en los Ejemplos 8.6.7, tenemos que:

h22 = x A —(x φ x), h24 = (x Θ x) A —x.
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8.7. Ejercicios
1. (Ejemplo de Chang) Sea Z × Z el grupo producto de Z por sí mismo. 

Consideremos el ¿-grupo totalmente ordenado Z © Z obtenido conside-
rando sobre Z × Z el orden lexicográfico. Calcular Γ(Z © Z, (1,0)).

2. Probar lo que se afirma en la Observaciín 8.1.12, o sea:
a)

x V y = (x Θ —y) φ y,
x A y = x Θ (—x φ y).

b)
x Θ y ≤ x A y ≤ x,y ≤ x V y ≤ x φ y.

3. Sean x, y ∈ A, A una MV-aílgebra, tales que x Λ y = 0. Probar que para 
todo z, x Λ (y φ z) = x Λ z (parte (a) del Lema 8.1.15).

4. Probar que en la MV-algebra [0,1] x θ y es el míximo entre x — y y 0. 
Deducir de allí que d(x,y) = |x — y|.

5. Sea h : A —→ B un homomorfismo de MV-ílgebras.

Probar las siguientes afirmaciones:

a) h(x Λ y) = h(x) Λ h(y) y h(x V y) = h(x) V h(y) para cada x, y ∈ A.

b) La relaciín ~⅛ definida por x ~⅛ y si y solo si h(xθy) = h(yθx) = 0 
es una MV-congruencia en A.

6. Sea h : A → B un homomorfismo de MV-ílgebras, con B no trivial. 
Probar que h(x) ≤ h(y) si y solo si x θ y ∈ Ker(h).

7. Sea A una MV-algebra y P un ideal de A. Probar que P es primo si y 
solo si A/P es una MV-cadena.

8. Probar que todo ideal propio de una MV-cadena es primo.

9. Probar que si A es una MV-cadena, si x φ y = x φ z y x Θ y = x Θ z 
entonces y = z.

10. Probar que todo ideal propio de una MV-íalgebra que contiene un ideal 
primo es primo.

11. Sea A una MV-algebra. Para cada ideal primo P e ideales I e J, probar 
que si P ⊆ I y P ⊆ J entonces I ⊆ J í J ⊆ I.
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12. Sea A una MV-aílgebra y Spec(A) el conjunto de ideales primos de 
A. Probar que si f : A → B es un homomorfismo de MV-ílgebras 
entonces la funcion Spec(f) : (Spec(B), C) → (Spec(A), C), definida 
como Spec(f)(P) = f-1(P), es un p-morfismo (ver Secciín 6.5 del 
Capítulo 6 para la definiciín de p-morfismo).

13. Dar los detalles de la prueba del Teorema 8.6.5.
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Capítulo 9

Cálculo infinitovalente de 
Lukasiewicz

Histíricamente, el Cílculo Proposicional Trivalente de Lukasiewicz fue la 
primera de las lígicas que “rompieron el molde” de la lígica clísica. Pos-
teriormente se definií el calculo n-valente y luego el infinitovalente L. En 
estos cílculos no valen ni el principio del tercero excluido ni el principio de 
no contradiccioán. Seguín vimos, la fíormula A V —A es un teorema en el CPC 
pero no en el CPI, mientras que —(A Λ —A) es un teorema en ambas logicas.

En realidad, estos principios valen “de otra manera” en este contexto. 
Como hemos visto, las ílgebras de Boole son un caso particular de las MV- 
íalgebras. En efecto, el supremo V y el ínfimo Λ se generalizan a la suma 
® y el producto Θ respectivamente. Si con esa idea traducimos A V —A a 
la logica L obtendremos A ® —A, que es, segun veremos, un teorema de L, 
pues es equivalente a A — A. Anílogamente, —(A Λ — A) se traduciría como 
—(A A—A), que es equivalente a —A —— —A, que tambiín es un teorema de L.

Lukasiewicz intenta resolver el problema aristotílico de los “futuros con-
tingentes”: Aristoíteles había pensado que hay ciertas proposiciones compues-
tas a las que no es posible asignar un valor de verdad que dependa solo del 
valor de verdad de sus componentes. La cílebre frase “Habra mañana batalla 
en el mar” es un ejemplo de esa situaciín.

En 1920, Jan Lukasiewicz introduce las lígicas polivalentes intentando ca-
racterizar semanticamente los operadores modales posibilidad M y necesidad 
—M —. Considerí las siguientes propiedades inherentes al operador posibili-
dad:

1) Si no es posible p, entonces —p.

2) Si se supone —p, entonces no es posible p.

3) Para alguna p es posible p y es posible —p.

263
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No existe una “funciín de verdad” clasica fM : {0,1} —→ {0,1} que 
verifique 1), 2) y 3). En efecto, 1) y 2) dicen que v(—p) = 1 si y solo si 
v(—Mp) = 1, o sea que las tablas de verdad de —p y de — Mp deben coincidir, 
por lo que tambiín coincidirían las de p y Mp. Si así fuera, para que se 
cumpliera 3) debería existir p tal que v(Mp) = v(M—p), pero entonces sería 
v(p) = v(—p), lo que va contra el principio de no contradiction, ya que 
tendríamos v(p A —p) = 1.

Entonces Lukasiewicz introduce un tercer valor de verdad 2 y define

fM : {0,1,1} 1
{0,2,i}.

Se conviene en que el valor de verdad de la negation de p, v(—p) , es 1 

cuando v(p) = 1 . Se define fM de la siguiente manera y se ve que cumple 
las condiciones requeridas.

v(p) fM (v(p)) v(—p) fM (v(—p)) v(—(fM (v(—p))))

0 0 1 1 0
1
2 1 1

2 1 0

1 1 0 0 1

La tabla de la funciín fM es la del operador posibilidad M, tambiín deno-
tado ♦: v(Mp) = fM(v(p)). La del operador necesidad, tambiín denotado 
□ , es la que figura en la ultima columna.

Se definen las tablas de verdad de los conectivos — y → en L3 por las 
siguientes igualdades:

v(—p) = 1 — v(pb
v(p → q) = min{1,1 — v(p) + v(q)}.

En ambos casos si nos restringimos a {0,1} obtenemos los valores clísicos. 
Así queda definida la semíantica del caílculo proposicional trivalente.

Esta idea se generaliza a n valores. Tomando Ln = {0, n 1 l, n≡T, ∙ ∙ ∙, n-1, 1} 
se consideran “grados de posibilidad” s1, s2, ..., sn-1 que generalizan el ope-
rador M. Las tablas de verdad de — y de → son regidas por las mismas 
igualdades.

Tambiín esas igualdades pueden extenderse al intervalo real [0,1] y dar 
lugar así al cílculo L de Lukasiewicz infinitovalente cuyo estudio es el prin-
cipal objetivo de este capítulo.
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9.1. Sistemas formales de Lukasiewicz

Cálculo Proposicional Trivalente CP3L
Antes de definir el calculo L veamos brevemente cuíl fue el primer paso 

para llegar a íel.
La siguiente es la axiomatizaciín que dio Wajsberg (ver [12, Ch. 9]) para 

el Calculo Proposicional Trivalente de Lukasiewicz (que hemos abreviado 
como CP3L).

Lenguaje

Estía dado por las variables p1 , . . . , pn, . . . y los conectivos — y — , sujetos 
a las reglas de construccioín habituales.

Axiomas

(A1) A — (B — A).

(A2) (A — B) — ((B — C) — (A — C)).

(A3) ((A — —A) — A) — A.

(A4) (—A — —B) — (B — A).

Reglas

Regla Modus Ponens.

Llamemos, en correspondencia con los axiomas dados,

f1(x, y, z) = x — (y — x), 

f2(x,y,z) = (x — y) — ((y — z) — (x — z Q, 
f3(x, y, z) = ((x — —x) — x) — x, 
f4(x, y, z) = (—x — —y) — (y — x).

El ílgebra de Lindenbaum de este cílculo es un algebra (A, —, —, 1) que 
verifica:

(W31) fi(x, y, z) = 1, para i = 1, 2, 3, 4,

(W32) 1 — x =1 implica x = 1,

(W33) x — y =1, y — x = 1 implican x = y.
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Teorema 9.1.1 ([12, Ch. 3, Th. 3.8]). Dada un algebra (A, —, —, 1) que 
verifica (W31), (W32) y (W33), si se define:

x v  y = (x — y) — y,
x Λ y = —(—x V —y),

Vx = —x — x,

0 = —1,

entonces (A, V, Λ, —, V, 0,1) es una 3L-algebra (ver 5.6.21).
Recíprocamente, dada una 3L-algebra, definiendo:

x — y = (V(—x) V y) Λ (Vy V —x),

el algebra (A, —, —, 1) verifica (W31), (W32) y (W33).

Ademís, por el teorema de representaciín dado por Cignoli (ver [2, Ch. XI, 
7, Th. 1]) se tiene que una 3L-algebra es subdirectamente irreducible si y solo 
si es una subílgebra de la cadena L3. Pero la unica subalgebra propia es la 
dada por {0,1}. Luego, la validez en una 3L-algebra cualquiera puede redu-
cirse a la validez en la cadena L3. Es decir que vale el teorema de completud 
siguiente:

Teorema 9.1.2. Una fórmula es un teorema del CP3L si y solo si es valida 
en L3.

A partir de CP3L se definio el Calculo n-valente de Lukasiewicz, cuyos 
valores de verdad, como dijimos, son los de la cadena Ln. En particular, CP2L 
coincide con el CPC.

Sin embargo, las algebras n-valentes de Lukasiewicz-Moisil (ver Teo-
rema 5.6.21) son la correcta “contraparte algebraica” de CPnL solo para 
n = 3, 4 (ver [18], [12]). En efecto, si n ≥ 5 la implicacion de Lukasiewicz 
no puede definirse en funcioín de los los operadores modales junto con los de 
retículo y la negaciín ( )' de De Morgan, como ocurre para n = 3, 4. Sin em-
bargo, sí puede definirse para todo n la implicaciíon intuicionista en funcioín 
de dichos operadores , como hemos visto para n = 3.

En [20] Cignoli define las algebras de Lukasiewicz n-valuadas propias, 
agregando algunas funciones a los operadores dados por Moisil. De esa mane-
ra se consiguen modelos apropiados para los cílculos CPnL para cualquier n.
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Calculo Proposicional Infinitovalente L
Lenguaje

Esta dado por las variables p1,..., pn,... y los conectivos —, → sujetos 
a las reglas de construction habituales. Llamaremos Lp al conjunto de las 
fíormulas bien formadas.

Axiomas

(L1) A → (B → A).

(L2) (A → B) → ((B → C) → (A → C)).

(L3) ((A → B) → B) → ((B → A) → A).

(L4) (—A → —B) → (B → A).

Reglas

Modus Ponens:
(MP)a ^→b  .

Las definiciones de deduccioín, consecuencia, teoría, etc. dadas en general 
en el Capítulo 1, Seccioín 4, seraín aplicadas aquí en lo que sigue.

Observacion 9.1.3. La logica B-C-K ([8], [98]) tiene como unico conectivo 
→, como uínica regla modus ponens y los axiomas siguientes:

(B) (A → B) → ((C → A) → (C → B)).

(C) (A → (B → C)) → (B → (A → C)).

(K) A → (B → A).

Analicemos los axiomas del sistema L en comparaciín con los del sistema 
L4 del cíalculo claísico y con los de la loígica B-C-K.

El primer axioma de L es (K), el mismo que aparece en L4 como (L41).
El axioma (L2) se probara que es equivalente a (B), pero no es equivalente 

a (L42). Esto haraí que no pueda probarse el Teorema de la deduccioín vaílido 
en los cíalculos clíasico e intuicionista. Valdría en este caso un teorema mías 
díebil.

Tambiín se demostrara que (C) se deduce de los axiomas de L.
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Entonces vemos que la lígica de Lukasiewicz es una extensiín de la lígica 
B-C-K, que es la que contiene solo esos tres axiomas. O sea que todo teorema 
de B-C-K es teorema de L.

Anadiendo dos axiomas a la lígica B-C-K se obtiene un sistema en el 
que los teoremas son los mismos que los de L, salvo traducciín de conectivos 
(ver [97]). Esta vinculacion es el reflejo de la que existe entre las algebras 
naturalmente asociadas a ambas logicas. La cuasivariedad de las BCK-alge- 
bras, asociada a la lígica B-C-K (ver por ejemplo, [8]), esta definida de la 
siguiente manera.

Una BCK-ílgebra es un ílgebra (A, *, 0) que verifica las siguientes iden-
tidades y cuasiidentidad:

- ((x * y) * (x * z)) * (z * y) = 0,

- (x * (x * y)) * y = 0,

- x * x = 0,

- 0 * x = 0,

- si x * y = 0 e y * x = 0 entonces x = y.

La operaciíon * es dual de —, pues cumple y * x = x — y. Puede inter-
pretarse como la diferencia de conjuntos y 0 como 0.

Una subclase de ellas son las BCK-algebras conmutativas, que forman una 
variedad. Las ecuaciones que las definen son las siguientes:

(Y1) (x * y) * z = (x * z) * y,

(Y2) x * (x * y) = y * (y * x),

(Y3) x * x = 0,

(Y4) x * 0 = x.

En particular, las BCK-algebras conmutativas acotadas son las algebras 
(A, *, 0,1) que cumplen (Y1),... ,(Y4) y ademís:

(Bo) x * 1 = 0.

La clase de íalgebras que acabamos de definir es definicionalmente equi-
valente a la clase de las MV-íalgebras. Como hemos visto en el caso de las 
W-ílgebras, esto significa que son interdefinibles: dada una MV-algebra A se 
pueden definir, en funcioín de ®, — y 0, operaciones *, 0 y 1 que dan sobre A 
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una estructura de BCK-ílgebra acotada conmutativa y recíprocamente (ver 
[82]).

Trataremos una subvariedad de las BCK-algebras conmutativas (las BCK- 
algebras cínicas) en relaciín con los ¿-grupos en el Capítulo 11.

Veamos ahora algunos ejemplos de teoremas que se derivan raípidamente 
de los axiomas.

Ejemplos 9.1.4.

1. Llamaremos, abreviadamente, AVB a la formula (A → B) → B. Luego, 
por el axioma (L1),

I- B → (A V B).

Podemos derivar de aquí una regla de deducciíon:

B
A V B .

2. Por el axioma (L3),
- (A V B) → (B V A).

Por lo tanto podemos enunciar la siguiente regla:

A V B
B V A .

3. Luego, por los dos ítems anteriores,

- B → (B V A).

4. Si Γ = {A → B, B → C} entonces

Γ - A → C;

la derivaciín es a partir del axioma (L2), con dos aplicaciones de (MP).

Del uíltimo ejemplo podemos obtener la siguiente regla de deduccioín de 
Silogismo Hipotetico:

(Sh ) a →b  , b →c
(SH) a →c  •
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Ejemplos 9.1.5.

1. Vamos a dar ahora una deducciíon de:

(C) (A — (B — C)) — (B — (A — C)).

(i) (A — (B — C)) — ((B V C) — (A — C)) = (A — (B — C)) — (((B — 
C) — C)) — (A — C)),por (L2),

(ii) B — (B V C) (ya probado),

(iii) (B — (B V C)) — (((B V C) — (A — C)) — (B — (A — C))), por ser 
instancia de (L2),

(iv) ((B V C) — (A — C)) — (B — (A — C)), de (ii), (iii), por (MP),
(v) (A — (B — C)) — (B — (A — C)), por(i), (iv) y (SH).

2. A partir del ejemplo anterior podemos probar

I- A — A.

En efecto, si tomamos C = A, de (C) obtenemos:

(A — (B — A)) — (B — (A — A)),

que por (L1) y (MP) nos dan

B — (A — A).

Basta ahora tomar como B una instancia de cualquier axioma y por 
(MP) deducimos

A — A.

3. El axioma (B) de la lígica B-C-K es un teorema de L (ejercicio).

4. Usando (SH) podemos probar

B — (——A — A).

Esta es una deducciíon:

(i) ——A —■ (——B —— ——A), por (L1)
(ii) (——B —÷ ——A) —— (—A —— —B), por (L4),

(iii) ——A — (—A — —B), por (i), (ii) y (SH),

(iv) (—A — —B) — (B — A), por (L4),

(v) ——A — (B — A), por (iii), (iv) y (SH),
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(vi) B → (——A → A), por aplicación de una instancia de (C) a (v) y usando 
(MP).

Como hicimos en el Ejemplo 2, tomamos como B una instancia de 
axioma, por ejemplo (C → (D → C)) y por (MP) obtenemos:

——A → A.

5. Se tiene:
— (A → —B) → (B → —A).

No daremos la deducciíon correspondiente (ejercicio o ver [23, Proposi- 
ciíon 4.3.4]).

6. Probaremos a continuaciíon que

— A → ——A.

Si cambiamos A por —A y B por A, obtenemos la siguiente instancia 
del teorema del ítem 6:

(—A → —A) → (A → ——A). (1)

Como ya hemos probado
— A → A,

si cambiamos la variable A por —A obtenemos

— —A → —A,

que combinado con (1), por (MP), nos da

— A → ——A.

Daremos a continuaciíon algunas reglas de deducciíon que se demuestran 
faícilmente a partir de los axiomas y los ejemplos que vimos. Algunas de ellas 
ya fueron enunciadas.

Reglas derivadas de los axiomas

A
(R1) b →a  ■

(R2) (B→C)→(A→C) ’
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(R3) AVB
BVA ,

(R4) —A→—B
B→A ,

Otras Reglas

A
(R5) AVB ,

A
(R6) BVA ,

(R7) _____ a →b ____
(R7) (C→A)→(C→B) ,

(R8) A→—B
B^∙-A ,

(R9) A→B
-ιB^∙-A ,

(R10) —ÁA ,

(R11) ——a  ■

(SH) a →b  , b →c
(SH) A→C

Observacion 9.1.6. Sabemos que toda ílgebra de Boole es una MV-algebra, 
en la cual el producto Θ es el ínfimo y la suma φ es el supremo (ver 8.1.2). 
Desde el punto de vista de la líogica, podemos ver que si agregamos un axioma 
a los del sistema L obtenemos el CPC, es decir que el CPC es una extensiín 
de L. Sea (N) el siguiente axioma:

(N) (A → (B → C)) → (—C → ((A → B) → —A)).

¿Quí dice este axioma? Que la formula A → (B → C) implica algo equivalen-
te a (A A B) → C, traduciendo el segundo miembro en tírminos del ínfimo. 
Es decir que, teniendo en cuenta la propiedad (f) del Lema 8.1.7, estamos 
identificando A con Θ.

Probaremos brevemente que se tiene la siguiente “ecuaciín”: L+(N) = L. 
Para esto basta demostrar el axioma (L2) de L, ya que los otros dos axiomas 
son comunes a L y L.

(i) (A → (B → C)) → (—C → ((A → B) → —A)), por (N),
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(ii) (—C — ((A — B) — —A)) — ((A — B) — (—C — —A)), por (C),

(iii) (—C — — A) — (A — C), por (L4),

(iv) ((A — B) — (—C — —A)) — ((A — B) — (A — C)), por (iii) usando 
(R7),

(v) (A — (B — C)) — ((A — B) — (A — C)), por (i), (ii), (iv) y aplican-
do sucesivamente (SH).

Tambiín obtendríamos L si hubiíramos agregado a los axiomas de L 
simplemente el axioma (L2) en lugar de (N).

9.2. .Algebra de Lindenbaum

Repetiremos aquí procesos y resultados que hemos visto en los capítulos 
3 y 5. Por ejemplo, la construcciíon del íalgebra de Lindenbaum y la demos- 
traciíon de que esta aílgebra tiene como generadores libres las clases de las 
variables proposicionales. Esta repeticiíon nos hace sospechar que debe ha-
ber un marco general que englobe estos conceptos. En ese sentido, hemos 
dado algunas ideas sobre ¿Álgebra Universal en los capítulos 1 y 7. Veremos 
tambiín en el Capítulo 10 los lineamientos de lo que ha dado en llamarse 
Lógica Algebraica Abstracta o AAL, debida a W. Blok y D. Pigozzi (ver [8]). 
Reproduciremos allí un texto de R. Lewin [72], a quien mucho agradecemos 
su colaboraciíon.

En esta secciíon vamos a construir entonces, de la misma manera que 
lo hicimos para el CPC y el CPI, el ílgebra de Lindenbaum del cílculo L 
de Lukasiewicz. Obtendremos en primer lugar una estructura de ílgebra de 
Wajsberg, que, como vimos, es equivalente a una estructura de MV-aílgebra.

Podemos aquí dar una visiíon mías completa de la situaciíon.
Vimos en el Capítulo 1 el concepto de valuaciín, que proporciona una 

interpretaciíon de una foírmula de un cierto cíalculo proposicional en un íalgebra 
de manera que se corresponden los conectivos de la líogica y las operaciones 
de dicha algebra. Pensemos en los tírminos T(X) de un cierto tipo F y 
en las formulas L de un cierto calculo proposicional que tienen conectivos 
correspondientes a las operaciones de tipo F: son esencialmente lo mismo. 
Por ejemplo, los tírminos de tipo F = (2,1, 0) de un ílgebra de Wajsberg y 
las fírmulas del calculo L: son las mismas, salvo el 1 (que puede ser presentado 
en la loígica como abreviatura de la fíormula A — A) y el hecho de que uno 
elige letras minuísculas para representar las variables del íalgebra y mayuísculas 
para las de la líogica.
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Vimos en el Capítulo 7 que los tírminos de tipo F sobre un conjunto 
X de variables forman un ílgebra: el algebra absolutamente libre sobre ese 
conjunto de generadores. Identifiquemos mentalmente los tíerminos con las 
foírmulas de la loígica correspondiente; entonces, la relacioín de equivalencia 
entre fíormulas que permite definir el íalgebra de Lindenbaum (que es la que 
identifica dos foírmulas A y B si A → B y B → A son teoremas) se demuestra 
que es una congruencia de esa íalgebra absolutamente libre, es decir, que, 
ademías de ser relaciíon de equivalencia, preserva los conectivos. Eso correson- 
de a identificar en el íalgebra de tíerminos aquellos que se identifican por las 
ecuaciones que definen la clase de íalgebras correspondiente. El resultado de 
dicha identificacioín, es decir, el cociente, es el íalgebra “libre de identificacio-
nes”, es decir, aquella en la que todo lo identificable ya fue identificado. Lo 
que queda es entonces el íalgebra libre con un conjunto X de generadores.

Vamos a construir ahora el ílgebra de Lindenbaum del calculo L.
Los dos lemas que siguen son anílogos a los lemas 5.2.3 y 5.2.4 del Capítu-

lo 5, aunque sus demostraciones son distintas.
Sea P la siguiente relacion en Ll :

A P B si y solo si — A → B.

Lema 9.2.1. La relación P es un preorden.

Demostracián. En los ejemplos de la Secciín 2 se probo que — A → Ay 
tambiín, por (SH), que la formula A → C es consecuencia de Γ, siendo

Γ= {A → B, B → C}.

Luego, P es un preorden en Ll . □

Lema 9.2.2. La relacián binaria ≡ en Ll  dada por

A ≡ B si y solo si A P B y B P A.

es una relacián de equivalencia.
Sea Al  = Ll / ≡. Sean X, Y ∈ Al  y sea © la siguiente relacián en 

Ap: X © Y si y solo si A PB para A ∈ X y B ∈ Y. Entonces, © está bien 
definida y es un orden en Ap.

Demostracián. Sale de la Observaciín 1.2.7 dada en el Capítulo 1. □

Indicaremos con |A| los elementos de Al .

Teorema 9.2.3. La relacián ≡ verifica:

Si A ≡ B y C ≡ D, entonces A → C ≡ B → D.
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Si A = B, entonces —A = —B.

Demostración. Por (R2) podemos deducir:

APB
B P A

implica
implica

(B — C) P (A — C), 
(A — C) P (B — C).

Luego:
A=B implica (B — C) = (A — C)

Anílogamente, usando (R7) se tiene:

C = D implica (B — C) = (B — D).

Por lo tanto,

A = B, C = D implica (A — C) = (B — D).

Sea ahora A = B y veamos que —A = —B.
Por la regla (R11) se tiene: A P ——A. Luego, por (R7),

(B — A) P (B — ——A).

Por (R8) vale
- (C — —D) — (D — —C), 

o sea,
(C — —D) P (D — —C)

y, sustituyendo C por B y D por —A, vale:

(B — ——A) P (—A — —B).

De (1) y (2):
(B — A) P (—A — — B),

o sea
— (B — A) — (—A — —B).

Como se tiene — (B — A), se deduce que

— (—A — —B).

Aníalogamente puede probarse que

— (—B — —A),

(1)

(2)

de donde
A B. □
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Hemos probado entonces que = es una congruencia, por lo cual podemos 
definir en Al  las operaciones — y —. Nos falta encontrar el 1 para completar 
las operaciones, con lo cual podremos probar que (Al , —, —, 1) es una W- 
íalgebra.

Denotaremos, como en los otros casos, Γl^ a las consecuencias de un con-
junto de fírmulas Γ. En particular, 0l^ es el conjunto de los teoremas de L.

Veremos en el siguiente lema que, como en los casos del CPC y del CPI, 
el 1 estí bien definido, siendo 1 = 0l^.

Lema 9.2.4. Sea A ∈ Cp. Entonces:

|A| = 0l^ si y solo si — A.

Demostración. Si |A| = 0l^ entonces — A porque A ∈ |A|.
Sea A teorema. Veamos que |A| ⊆ 0l^, es decir que, si B = A entonces

— B. En efecto, se tiene — Ay — (A — B). Luego, por (MP), — B.
Probemos ahora |A| ⊇ 0l^. Sea C un teorema. Se tiene — A — (C — A), 

por (L1). Por ser A teorema resulta — (C — A). Anílogamente tenemos que
— (A — C) porque C es un teorema. Por ende concluimos que C ∈ |A|. □

Teorema 9.2.5. Definimos sobre A ∣ las siguientes operaciones:

|A| — |B| = |A — B|,

— |A| = |—A|,
1 = 0l^.

Entonces, (Ap, —, —, 1) es una W-algebra.

Demostración. Ya hemos probado en los lemas 9.2.3 y 9.2.4 que las operacio-
nes estín bien definidas. Veamos que se cumplen las ecuaciones (W1), (W2), 
(W3) y (W4).

Para probar (W1) debemos tomar un teorema A, otra fírmula cualquiera 
B y demostrar que |A| — | B| = | B|, ya que | A| = 1. Basta probar que 
A — B = B, es decir, que — B — (A — B) y — (A — B) — B. Lo primero 
vale por (L1) y lo segundo se traduce: — A V B, lo cual tambiín es cierto en 
virtud de la regla (R5).

Lo que debemos mostrar para ver las ecuaciones (W2), (W3) y (W4) es 
que, respectivamente,

— (A — B) — ((B — C) — (A — C)),
— ((A — B) — B) — ((B — A) — A),
— (—A — —B) — (B — A).

Las tres condiciones valen respectivamente por (L2), (L3) y (L4). □
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Corolario 9.2.6. Definimos sobre A¿ las siguientes operaciones:

∣A∣φ∣B∣ = |—A → B|,

— |A| = |—A|, 
0 = —0H.

Entonces, (A £, φ, —, 0) es una MV-álgebra, llamada el algebra de Linden- 
baum del Cílculo Proposicional L.

Veremos en seguida un teorema que muestra que Al  es el ílgebra libre 
con numerables generadores. Usaremos resultados de la Secciín 6 del Capítu-
lo 8. Si bien en ese capítulo obtuvimos resultados para un nuímero finito de 
generadores, puede probarse que tambiín valen en general. Demostraremos 
aquí que Al  es isomorfa a la MV-ílgebra de las funciones de McNaughton 
sobre el cubo de Hilbert (ver 8.6.3).

Teorema 9.2.7. La MV-algebra A £ es libremente generada por el conjunto 
numerable |V| de las clases de equivalencia de las variables proposicionales.

Demostracián. Basta probar que Al  es isomorfa al algebra de tírminos 
T[0,1] (X) generada por las proyecciones πj∙, j ∈ N, ahora consideradas co-
mo funciones πj∙ : [0,1]ω —→ [0,1].

Definimos la aplicaciín h : Al  —→ T[0,1](X) para las clases de las varia-
bles proposicionales por

h(|p¿ |) = πj0,11,

(con lo cual mandamos generadores en generadores) e inductivamente:

h(|—A|) = — hCAD,

h(|B → C|) = h(|B|) → h(|C|).

Es facil ver entonces que para todo elemento |C| de Al

h(|C|) = CM

y que h es un isomorfismo. □

9.3. Valuaciones
En esta secciín consideraremos las valuaciones de las fírmulas de L a 

valores en una MV-ílgebra A, que son esencialmente homomorfismos de Al  
en A. La definicion de valuaciín es caso particular de la dada en el Capítulo 1 
y las nociones de validez, modelo y consecuencia semíantica son aníalogas a 
las dadas en los Capítulos 3 y 5.
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Definición 9.3.1. Dada una MV-ílgebra A, una A-valuacion v es una apli-
cacion v : L —— A tal que:

(V1) v(—A) = —v(A),

(V2) v(A — B) = v(A) — v(B).

En particular, la aplicaciín cañonica p : Ll  —— Al  es una AL-valuaciín.
Diremos que una formula C es A-válida y lo denotaremos =a  C, si para 

toda valuacion v a valores en A, v(C) = 1. La fírmula C es valida si es 
A-valida para toda MV-algebra A. Se indica por = C. Dado un conjunto de 
formulas Σ decimos que v es un modelo de Σ si v(C) = 1 para toda C ∈ Σ. 
Una fírmula B es consecuencia .semántica de un conjunto de fírmulas Σ si 
v(B) = 1 para todo modelo v de Σ. Se indica Σ = B.

Como hemos dicho en la seccion anterior, las formulas de Ll  y los MV- 
tíerminos son esencialmente la misma cosa. De esta manera, dada una fíormula, 
podemos considerar “abusivamente” una fíormula como un tíermino y pode-
mos hablar de la funciíon tíermino asociada a ella.

Teorema 9.3.2. Sea C una fírmula con n variables p1,...,pn, v una A-
valuación y sea CA la funciín termino asociada a C. Entonces:

v(C) = CA (v(pi),...,v(pn)).

Una fórmula B es A-válida si y solo si A satisface la MV-ecuación B = 1.

Demostraciaon. La primera parte se obtiene haciendo inducciíon sobre el nuí- 
mero de conectivos de la fíormula. La segunda parte se deduce de la primera, 
teniendo en cuenta que “A satisface la MV-ecuaciíon B = 1” significa que BA 

es la funciín constante igual a 1. □

En lugar de dar en detalle la prueba del teorema anterior, daremos un 
ejemplo.

Sea C la foírmula en las dos variables p y q —(q — —p). Entonces:

v(C) = —v(q — —p)
= —(v(q) — v(—p))
= —(v(q) — —v(p))
= CA(v(p),v(q)).

Teniendo en cuenta el Teorema 8.5.12 que vimos en el Capítulo 8 y el 
Teorema 9.3.2 podemos demostrar el siguiente resultado.
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Teorema 9.3.3. Una fórmula C es [0,1]-valida si y solo si es valida.

Demostraciáon.

=[0,1] C si y solo si [0,1] satisface C = 1
si y solo si toda MV-íalgebra satisface C = 1
si y solo si = C. □

Observacion 9.3.4. Una valuaciín v a valores en [0,1] estí determinada 
por sus valores en las variables proposicionales , que son numerables. Po-
demos decir entonces que a una valuaciíon le corresponde un elemento del 
cubo de Hilbert. Recíprocamente, a un elemento de [0,1]ω, que es de la for-
ma α1,..., αn,... con αi ∈ [0,1], le corresponde la valuation v definida por 
v(pi) = αi, para i = 1,..., n,.... Esta correspondencia es una biyecciín, 
por lo que podemos pensar el cubo de Hilbert como el conjunto de las [0, 1]- 
valuaciones.

9.4. Filtros y teorías

En esta secciíon, en primer lugar, vamos a volver un poco al íalgebra.
En el Capítulo 8 estudiamos los ideales de una MV-íalgebra en relaciíon 

con sus congruencias. Vamos a ver ahora la nocion dual de filtro que, así como 
vimos en los dos casos anteriores del CPC y CPI, estía directamente ligada a 
la nociín de teoría de la logica L.

Definicion 9.4.1. Un subconjunto F de una MV-ílgebra A es un filtro si 
verifica las siguientes condiciones:

(F1) F = 0.

(F2) Si x ∈ F y x ≤ y entonces y ∈ F (es decir, F es creciente).

(F3) Si x, y ∈ F entonces x Θ y ∈ F.

La condition (F1), en presencia de (F2), puede reemplazarse por la de 1 ∈ F.
Un filtro F es propio si F = A y es maximal si es propio y no hay otro 

filtro propio que lo contenga propiamente.
Dado un ideal I, es fícil ver que el conjunto

—I = {x ∈ A : —x ∈ F}

es un filtro.
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Notemos que, como ya lo observamos en el caso de los ideales en el Capítu-
lo 8, un filtro del retículo subyacente de una MV-íalgebra no es, en general, 
un filtro de la MV-íalgebra.

Un filtro implicativo es un subconjunto F tal que:

(F,1) 1 ∈ F,

(F,2) Si x ∈ F y x — y ∈ F, entonces y ∈ F.

Lema 9.4.2. Un subconjunto de una MV-algebra es un filtro si y solo si es 
un filtro implicativo.

Demostración. Sea F un filtro. Como ya dijimos, eso implica que 1 ∈ F. Sea 
x ∈ F, x — y ∈ F. Luego, por (F3), x Θ (x — y) = x Θ (—x Φ y) ∈ F. Por 
ser x Θ (—x Φ y) = x ∧ y y por (F2), y ∈ F.

Recíprocamente, sea F un filtro implicativo. Trivialmente vale (F1). Sea 
x ∈ F, x ≤ y. Luego, x — y =1 ∈ F, de donde y ∈ F, por (F,2). Sean 
x,y ∈ F. Por (g) del Lema 8.1.7 se tiene

x — (y — (x θ  y)) = 1,

por lo que aplicando dos veces (F,2) se tiene que x Θ y ∈ F. □

De la misma manera que hemos visto en otros casos, dado que toda 
intersecciín de filtros es un filtro, podemos calcular el filtro generado por 
un subconjunto X de una MV-algebra, que es ∩f -x  F, el menor filtro que 
contiene a X.

Lema 9.4.3. Sean A una MV-algebra y X un subconjunto no vacío de A. 
Entonces F(X), el filtro generado por X, tiene la siguiente forma:

F(X) = {z ∈ L : z ≥ x1 Θ x2 Θ ∙ ∙ ∙ Θ xk para ciertos x1,x2,... xk ∈ X}.

Corolario 9.4.4. Sean A una MV-algebra , x ∈ A y X un subconjunto no 
vacw de A. Entonces:

F(X U {x}) = {z ∈ L : z ≥ x1 Θ ∙ ∙ ∙ Θ xk Θ xn para x1,... ,xk ∈ X, n ∈ N }.

Corolario 9.4.5 (Teorema algebraico de la deduccion). Sean A una MV- 
algebra, x,y ∈ A y X un subconjunto no vacw de A. Entonces:

y ∈ F(X U {x}) si y solo si existe un n ∈ N tal que xn — y ∈ F(X).
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Demostracián. Tenemos que z ∈ F(X U {x}) si y solo si existen x1, x2,... xk 

en X y n ∈ N tales que

x1 Θ x2 Θ ∙ ∙ ∙ Θ x⅛ Θ xn ≤ z.

Por la propiedad (R) vista en el Capítulo 8, Secciín 1, se tiene que lo anterior 
equivale a

x1 Θ x2 Θ ∙ ∙ ∙ Θ xk ≤ xn → z,

que equivale a que xn → z ∈ F (X). □

Estudiaremos ahora la relacion entre las teorías del cílculo L y los filtros 
de la correspondiente íalgebra de Lindenbaum y mostraremos que hay una 
biyeccion entre aquellas y estos. Usando esto y el Corolario 9.4.5 demostra-
remos un teorema de la deducciín díbil que vale en L.

Teorema 9.4.6. Existe una biyeccián entre el conjunto de los filtros del 
algebra de Lindenbaum A £ de L y el conjunto de las teorías de L.

Demostracián. La demostraciín es la misma que la dada en el Teorema 3.3.1 
del Capítulo 3 definiendo igualmente para cada filtro F de Al  el siguiente 
conjunto:

TF = {A : |A| ∈ F}.

Por otra parte, a una teoría T le asociamos el conjunto

|T| = {|C| :C ∈T}. □

Lema 9.4.7. Sea Σ un conjunto de fórmulas de Lp y denotemos como |E| 
al conjunto {|A| : A ∈ Σ}. Luego el filtro generado por Σ en A £, Fd∑D, es 
igual al filtro asociado a la teoría ∑l^. Es decir, Fd∑D = |∑l^|.

Demostraciáon. Tambiíen esta prueba es la misma que la dada en el Lema 3.3.2 
del Capítulo 3. □

Veamos ahora el siguiente teorema que es “de la deducciíon” en el sentido 
de que, como en el caso clíasico, estipula de quíe forma una hipíotesis de una 
deducciíon pasa como parte del antecedente de la conclusiíon.

Teorema 9.4.8 (Teorema de la Deduction). Sea Σ un conjunto de fórmulas 
de L £, y sean A, B ∈ L £. Si Σ U {A} — B entonces existe un n ∈ N tal que 
Σ I- An → B.
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Demostracián. Sea Σ U {A} — B. Luego, B ∈ (Σ U {A})l^, de donde |B| ∈ 
KΣ U {A})H)|. Por el Lema 9.4.7, ^Σ U {A})H)| = F(Σ U {|A|}). Luego, 
|B| ∈ F(Σ U {|A|}). Por el Teorema Algebraico de la Deducciín 9.4.5, esto 
ultimo implica que existe n ∈ N tal que (|A|)n → |B| ∈ F(^|). Nuevamente 
por el Lema 9.4.7 se tiene que |(A)n → B| ∈ |Σl^|. Luego, (A)n → B ∈ Σl^, es 
decir, Σ — (A)n → B. □

9.5. Completud
Los valores de verdad clíasicos 0 y 1 bastan para evaluar las proposiciones 

del CPC y las tablas de verdad nos dan un procedimiento efectivo y simple 
para decidir si una cierta proposicioín es o no una tautología. Eso es impor-
tante porque tenemos, ademías, un teorema de completud que nos dice que 
una fíormula es un teorema si y solo si es una tautología.

En el cílculo L de Lukasiewicz el papel del algebra 2 lo juega el inter-
valo [0,1], como hemos ido viendo a lo largo del capítulo. Los “valores de 
verdad” son aquí el conjunto infinito de nuímeros reales entre 0 y 1, lo que 
intuitivamente significa que tendremos algo así como una “probabilidad” de 
que una foírmula sea verdadera o no. En este sistema, las tautologías son las 
proposiciones [0, 1]-víalidas, que son las víalidas en toda MV-aílgebra. Tambiíen 
existe aquí un procedimiento efectivo, aunque no tan simple, para decidir si 
una fírmula es o no una tautología. Y tambiín se puede demostrar la com-
pletud del cílculo L: una formula es un teorema si y solo si es [0,1]-vílida. 
Sin embargo, la completud no es fuerte como en el caso del CPC: si bien toda 
consecuencia sintaíctica de un conjunto de fíormulas es tambiíen consecuencia 
semaíntica, no se da la recíproca en general.

En esta secciín veremos resultados relativos a la completud de L.
En primer lugar, se prueba por inducciíon que, para un conjunto Σ de 

fíormulas, toda consecuencia sintaíctica de Σ es consecuencia semíantica de Σ. 
Daremos aquí la prueba, ya que los teoremas aníalogos del CPC y del CPI no 
fueron demostrados en detalle.

Teorema 9.5.1. Dados Σ ⊆ L ¿ y A ∈ L ¿, si Σ — A entonces Σ = A.

Demostraciáon. Haremos inducciíon sobre el nuímero de pasos de la prueba de 
A a partir de Σ.

Si la prueba de A tiene un paso, entonces A es instancia de un axioma o 
estía en Σ. En ambos casos v(A) = 1 para todo modelo v de Σ.

Supongamos que Σ = C para toda fírmula C tal que puede derivarse de 
Σ en menos de k pasos. Sea A1,..., Ak = A una prueba de A. Luego, existen 
1 < i, j ≤ k tales que Aj∙ = Ai → A. Por la hipítesis inductiva, dado un
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modelo v de Σ, se tiene que v(Ai) = v(Aj∙) = 1. Luego: 1 = 1 — v(A), de 
donde v(A) = 1. □

La recíproca de este teorema no es cierta en general. Pero sí vale para 
Σ = 0, como veremos en seguida.

Teorema 9.5.2 (Completud). Dada A ∈ L¿,

— A si y solo si = A.

Demostracian. En virtud del Teorema 9.5.1 deducimos que — A implica = A. 
Sea ahora A tal que = A, es decir, A valida. Supongamos que E Ay por 
lo tanto, | A| = 1. Luego, existe una valuaciíon que es la aplicacioín caníonica 
p : Ll  —— Al  para la cual p(A) = 1. Por lo tanto, A no es vílida, lo cual es 
un absurdo. Por lo tanto concluimos que — A. □

Enunciamos a continuacioín el teorema que nos dice en quíe caso vale la 
recíproca del Teorema 9.5.1.

Teorema 9.5.3. Sean Σ ⊆ L ¿ y A ∈ L ¿. Si | es interseccian de filtros 
maximales de Ap, entonces

Σ = A implica Σ — A.
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9.6. Ejercicios
1. Usando una instancia de (L2) y aplicando (C) probar que (B) es un 

teorema.

2. Dar una derivacioín de (A — —B) — (B — —A).

3. Definimos sobre Al  las siguientes operaciones:

|A| Φ |B| = |—A — B|,
— |A| = |—A|,

0 = —0H.

Probar que (Al  , Φ, —, 0) es una MV-algebra.

4. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A ∈ 0l^.

b) Para toda formula B vale que B — A ∈ 0l^.

5. Deducir del ejercicio anterior que |A| = 0l^ si y solo si — A.

6. Sean A una MV-íalgebra y x, y ∈ A.

a) Probar que y ∈ F({x}) si y solo si existe n ∈ N tal que xn — y =1.

b) Dada la MV-algebra [0,1] × [0,1] calcular el filtro generado por 
{(1/3,1),(3/4,1)}.

7. Sea α una fírmula de L cuyas variables son p1,p2,... ,pn. Definimos re-
cursivamente una funcion fα : [0,1]n —— [0,1] del siguiente modo: a) Si 
α = pi entonces fα es la zrésima proyeccion, es decir, fα(a1, a2,..., an) = 
ai. b) Si α = i entonces fα = 1 — fβ. c) Si α = β — γ entonces 
fα = mín(1, 1 — fβ + fγ).
Calcular fα para las siguientes foírmulas en una variable p:

a) p,

b) —p,

c) p — p,

d) —p — p,

e) —(p — p¿

f) — p — (— p —
g) p — —p,

h) —(p — —p).
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8. Calcular las sucesiones de Farey y los sombreros de Schauder para 
d = 3, 4. Calcular los tírminos asociados a estos y sus fírmulas co-
rrespondientes.
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Capótulo 10

Lógica algebraica abstracta

En este capítulo reproducimos las notas que fueron escritas por el Profesor 
Renato Lewin, de la Pontificia Universidad Catílica de Chile, para un cursillo 
dictado en la Universidad Nacional de La Plata, en junio de 2008. Estían 
basadas en varios cursillos similares dictados previamente por dicho profesor 
en Chile, Colombia y Argentina.

Hemos conservado la nomenclatura original del texto, aunque la notaciíon 
tiene algunas diferencias con la usada en el resto del libro.

El lector encontrarí tal vez definiciones y resultados que han sido dados 
previamente, pero que aquí son prerrequisitos para enfocar el tema principal, 
la Líogica Algebraica Abstracta. De esta manera, este capítulo puede leerse 
independientemente de los precedentes.

10.1. Preliminares: Lógica Proposicional

Desarrollaremos aquí los conceptos bíasicos mínimos de líogica proposicio- 
nal necesarios a modo de introduccioín del tema. Algunos libros que sirven 
como referencia en el tema son [14, 76, 92, 91, 107].

Lógicas y Sistemas Deductivos

En esta secciín definiremos la relacion de derivabilidad Γ — ψ entre 
fírmulas y conjunto de fírmulas, que refleje las propiedades de la relaciín de 
consecuencia líogica en el siguiente sentido:

■ Debe ser una relacion sintíctica, es decir, debe depender solo de la 
forma logica de las oraciones y no de su significado; esta condiciín es 
la que facilita la aplicacioín de míetodos matemíaticos.

287
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■ Debe ser correcta, es decir, si Γ — ψ, entonces Γ = ψ. No debe ser 
posible demostrar cosas que no son consecuencia líogica de la premisas.

■ Debe ser completa, o sea, si Γ = ψ, entonces Γ — ψ. Esta es la propie-
dad que andamos buscando, ser capaces de demostrar sintíacticamente 
a partir de Γ todas sus consecuencias líogicas.

Como hicimos notar anteriormente, introducir un lenguaje formalizado es 
imprescindible para establecer la estructura loígica de las oraciones y argu-
mentos. Es necesaria tambiíen para eliminar las ambiguedades de los lenguajes 
naturales. Resulta tambiíen uítil para aplicarles herramientas matemíaticas.

Un lenguaje proposicional, o simplemente un lenguaje, es un conjunto L 
de símbolos llamados conectivos lágicos. Cada conectivo estí asociado con 
un nuímero natural, su aridad (o rango). Estos definen el tipo de similaridad 
del lenguaje, una funcion ρ : L —→ N, que en adelante subentenderemos sin 
mayor menciíon. Las constantes son consideradas conectivos de aridad cero.

El conjunto Fde las fórmulas de L se define recursivamente a partir 
de los conectivos logicos y de un conjunto P = {pj∙ : j ∈ N} de variables 
proposicionales aplicando un nuímero finito de las reglas siguientes:

■ P ⊆ FmL.

■ Si ω ∈ L es un conectivo n-ario y +1,..., +n ∈ FmL, entonces 
ω(p1,p2,... ,+n) ∈ Fm£.

Si ω es un conectivo binario, usaremos la notaciín habitual p1 ω p2, en 
lugar de ω(pb +2).

Lema 10.1.1. Fes el menor conjunto que contiene a P y que es ce-
rrado bajo todos los conectivos loágicos. Es decir, si consideramos los conec-
tivos como funciones ω : FmLn —→ FmL, donde n es la aridad de ω, y 
ω(p1, p2, . . . ,pn) = ω(p1, +2, . . . , +n).

Ejemplos 10.1.2.
1. El conjunto Fcontiene por lenguaje los conectivos L = {→, Λ, V, —} 

y su tipo de similaridad es (2, 2, 2,1).
El conjunto L contiene, ademaís de las variables proposicionales, elementos 

de la forma p1 → z2, p1 Λ z2, p1 V z∙2 y —p1, siendo p1, z∙2 formulas.
2. El lenguaje de las líogicas modales agrega al anterior un conectivo 

unario □ , llamado operador de necesitaciín de tal modo que si φ es una 
formula, □+ tambien lo es.
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Una funcion s : P —— FmL se puede extender recursivamente de ma-
nera unica a la funciín s : FmL —— FmL como sigue:

s(φ(p1, . . . ,pn)) = AsAJ,. . . , s(pn)).

A dicha funcioín la llamaremos sustituciaon y la denotaremos por la misma 
letra s. Para cada Γ ⊆ FmL denotaremos s(Γ) al conjunto de formulas 
s(r) = {s (a ) : Y ∈ D-

Una regla de inferencia sobre L es un par (Γ, φ), donde Γ ⊆ FmL, Γ es 
finito y φ ∈ FmL.

Diremos que ψ es directamente demostrable a partir de ∆ por la regla 
(Γ, φ), si existe una sustitucion s tal que s(φ) = ψ y s(Γ) ⊆ ∆.

Un axioma es una regla de la forma (0,ψ). Cualquier sustituciín de un 
axioma es directamente demostrable a partir de cualquier conjunto de fíormu- 
las ∆. Cada sustituciíon sería una instancia del axioma. Una formula tal que 
0 — s φ es un teorema de S y lo denotamos simplemente —s φ

Un sistema deductivo S sobre L estí determinado por un conjunto de 
axiomas y de reglas de inferencia. Entenderemos a S como un par (L, —S) 
donde —S es una relacion entre conjuntos de formulas y formulas definida de 
la manera siguiente:

∆ — s ψ si y solo si existe una sucesiín finita (^1, φ2,..., φn) de formu-
las de FmL, tal que φn = ψ y para todo i ≤ n, se cumple alguna de las 
condiciones siguientes:

■ φi es una instancia de un axioma,

■ ψi ∈ ∆,

■ para ciertos i1,i2,... ,ik todos menores que i, φi es directamente de-
mostrable a partir de ∆.

Esta sucesiín se llama una demostracian de ψ a partir de ∆.

Ejemplos 10.1.3.
1. El Caílculo Proposicional Claísico (Versiíon 2). El lenguaje L = {—,  }.

Axiomas:

A1 p — (q — p).

A2 (p — q) — ((p — (q — r)) — (p — r)).

A3 (—p — —q) — (q — p).

Regla:

MP p — q ,p —S4 q.
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Ejemplo. Demostrar —cpc  p → p.

+1 = p → (p → pb
+2 = (p → (p → p)) → ((p → ((p → p) → p)) → (p → p))
+3 = (p → ((p → p) → p)) → (p → pb
+4 = p → ((p → p) → pL
+5 = p → p,

(A1),
(A2), 

(MP),
(A1), 

(MP).

(+1,+2,+3,+4,+5) es una demostraciín de p → p a partir del conjunto 
vacío, o sea, es un teorema del CPC.

2. El sistema de líogica modal S4 tiene el lenguaje de CPC (con o sin los 
conectivos para disyuncion y conjunciín) y el conectivo unario □.

Axiomas:

A1 Todas las tautologías del CPC son axiomas.

A2 □ (p → q) → (□p → □q).

A3 □p → p.

A4 □p → □□p.

Reglas:

MP p → q ,p —S4 q,

N p —S4 □p.

3. Un sistema deductivo puede ser auín mías abstracto. Consideremos el len-
guaje L = { ∙ , -1, e} y sobre íl definamos el sistema G.

G1 ((p ∙ q) ∙r) ∙ (p ∙ (q ∙ rJ-J

G2 (p ∙ e) ∙ p-1,

G3 (e ∙ p) ∙ p-1,

G4 p ∙ p-1,

G5 p-1 ∙ p.

Reglas:

R1 p ∙ q-1 — g q ∙ p-1,
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—G

R2 p ∙q-1 —g p-1 ∙ q

R3 {p ∙ q-1, q ∙r-1}

R4 {p ∙ q-1 , r ∙ s-1}

R5 p —g p ∙ e-1,

R6 p ∙ e-1 —g p.

—G

p ∙ r 1,

(p ∙ r) ∙ (q ∙ s) 1,

,-1-1
5

El sistema deductivo del primer ejemplo estaí asociado a la Líogica Pro- 
posicional Clíasica, en el sentido de que es un sistema correcto y completo:

Γ = φ si y solo si Γ — φ.

Si se agregan las definiciones

p V q := —p — q,
p Λ q := —(p — — q)

en íel se pueden probar todos los axiomas conocidos correspondientes a con-
junciones y disyunciones. La demostraciíon de la completud de los sistemas 
CPC se puede encontrar en [14, 76].

En el caso del sistema de líogica modal S4 de Lewis, no hemos desarrollado 
una semaíntica con respecto a la cual el sistema sea completo, sin embargo 
esta existe y se puede estudiar, por ejemplo, en [63].

La pregunta obvia aquí es: ¿A quí lígica corresponde el sistema deductivo 
del cuarto ejemplo?

Lema 10.1.4. Si S = (L, —S ) es un sistema deductivo, entonces ∆ —s ψ si 
y solo si ψ pertenece al conjunto mas pequeño de farmulas que contiene a ∆, 
a todas las sustituciones de los axiomas y es cerrado bajo pruebas directas.

La relaciín —S , llamada relacian de consecuencia de S, satisface:

Lema 10.1.5 ([8, p. 5]). Si S = (L, —S) es un sistema deductivo, entonces 
para todo Γ , ∆ ⊆ FmL y φ ,ψ ∈ FmL se tiene:

1. ∆ — s φ, para todo φ ∈ ∆.

2. Si ∆ — s ψ y ∆ ⊆ Γ, entonces Γ — s ψ.

3. Si ∆ — s ψ y Γ — s φ, para todo φ ∈ ∆, entonces Γ —s ψ.

4. Si ∆ — s ψ, entonces existe Γ ⊆ ∆ finito tal que Γ —s ψ. Diremos 
que S es finitario.
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5. Si ∆ — s ψ, entonces s(∆) —s s(ψ), para toda sustitucián s. Diremos 
que S es estructural.

Cualquier relaciíon que satisfaga 1-5 es la relaciíon de consecuencia de 
alguín sistema deductivo. Podemos así definir un sistema deductivo como un 
par S = (L, —S), donde —S es una relaciín entre conjuntos de formulas y 
fíormulas que verifica 1-5. Níotese que esta definiciíon no hace alusioín alguna 
a reglas de inferencia ni a axiomas.

10.2. Preliminares: Algebra Universal
El Aí lgebra Universal es la rama del íalgebra que estudia propiedades comu-

nes a distintos tipos de íalgebras. En esta seccioín veremos algunos conceptos 
elementales que son necesarios para el desarrollo posterior. Para un estudio 
mías profundo se puede consultar [13, 75].

z
Algebras

Dado un lenguaje L = {ω1,ω2,... ,ωn}, una L-álgebra es una estructura 
A = (A; ω1A, ω2A,..., ωnA ), donde A es un conjunto no vacío llamado el 
universo de A y para cada i ∈ {1,... ,n}, ωiA es una operation sobre A 
de la misma aridad que ωi, i.e., una funciín ωiA : An —→ A, donde n es la 
aridad de ωi. Para toda esta seccion se puede consultar el excelente libro [13].

Obsírvese que mientras ωi es un símbolo linguístico, su asociada ωiA es 
una funciíon con un dominio y un rango bien determinados. Sin embargo, para 
aliviar la notaciíon, generalmente omitimos el superíndice A, si se subentiende 
el íalgebra de la que se estía hablando y no hay riesgo de confusiíon.

Ejemplos 10.2.1.

1. En general, la mayoría de las estructuras estudiadas en un curso de 
Aí lgebra Abstracta son íalgebras: grupos anillos, espacios vectoriales, retículos, 
aílgebras de Boole, etc. Una excepcioín son los cuerpos: en ellos el inverso 
multiplicativo no es una operaciíon ya que no estía definida para 0. Llamamos 
a este tipo de estructura áalgebras parciales y su teoría es mucho mías compleja 
que la de las íalgebras.

2. Un ejemplo importante para nosotros es el algebra FmL, cuyo universo 
es el conjunto Fde las fírmulas de un lenguaje proposicional L y cuyas 
operaciones se definen de la manera obvia: para cada conectivo n-ario ω ∈ L 
y fírmulas +1,... , +n,

ω (+1) . . . , +n) ω( + 1, . . . , +n).
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FmL es conocida tambiín como el algebra fórmulas de L o el algebra 
totalmente libre sobre el conjunto P de las variables proposicionales.

3. Anaílogamente, dados un lenguaje algebraico L y un conjunto X de 
variables, construimos el conjunto Term(X) de los términos sobre X de la 
misma manera como construimos las fíormulas de la líogica. Con este con-
junto como universo construimos en el aílgebra totalmente libre de tíerminos 
Term(X) de una manera similar a las de las formulas del ejemplo anterior.

Construcciones Baósicas
A partir de un conjunto de íalgebras del mismo tipo se puede construir 

otras. Tres son las construcciones mías elementales: subaílgebras, productos 
directos e imíagenes homomorfas. Todas ellas han sido estudiadas por el lector 
en alguín curso de estructuras algebraicas o similar, por lo que no es necesario 
dar ejemplos.

Sean A = (A; ω1A, ω2A,... , ωnA ) y B = (B; ω1B ,ω2B,... , ωnB ) dos ílge-
bras. B es subalgebra de A, lo que denotamos B ≤ A, si B ⊆ A es no vacío y 
cada operacion ωiB de B es la restricciín a B de la operacion correspondiente 
de A.

Si B ⊆ A, para que exista una subalgebra con universo B, basta que este 
sea no vacío y cerrado bajo todas las operaciones de A.

Un homomorfismo entre dos ílgebras A y B del mismo tipo es una funciín 
f : A —— B tal que para cada operacion n-aria ω

f (ωA(β1, a2, . . . , an) ) = ωBf (a1), f (a2¿ . . . , f (an) ).

Es inmediato que f (A) es no vacío y cerrado bajo las operaciones de B, 
por lo tanto existe una subalgebra de B cuyo universo es f (A). Esta se llama 
la imagen homomorfa de A y la denotamos f (A).

Un homomorfismo biyectivo es un isomorfismo. En tal caso, f (A) = B 
y decimos que A y B son isomorfas, lo que denotamos A = B. Si bien 
lo presentamos como un caso particular, el concepto de isomorfismo es mías 
elemental que el de homomorfismo. Dos íalgebras isomorfas son iguales en 
todo sentido algebraico, solo difieren en sus elementos y los símbolos usados 
para denotar sus operaciones.

Dada una familia (Ai : i ∈ I) de algebras del mismo tipo, su producto 
directo A = ∩iEl Ai es el algebra cuyo universo es el conjunto de todas las 
funciones
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t al es q u e  p ar a  c a d a i ∈  I , f  (i) ∈  A i y  p ar a  c a d a o p er ati o n  n- ari a  ω,  y 

f1 , /2 ,..., fn  el e m e nt os  d e  A,

ω A (f 1  ,/2 ,...,/„ ) : I - →  UU A i

i∈ I

est a  d efi ni d a  p or

ω A f 1 , f2 , . . . , fn )(i) =  ω A i U M  M b  . . . , fn (i)).

A b us a n d o  u n  p o c o  d e  l a n o m e n cl at ur a,  p o d e m os  c o nsi d er ar I c o m o el  

c o nj u nt o  d e  l as c o or d e n a d as d e  l os el e m e nt os d e  A,  d e  t al m a n er a  q u e  c a d a  

c o or d e n a d a  d e  u n  el e m e nt o  d e  A  p ert e n e c e  al ( u ni v ers o d el)  íl g e br a c orr es -

p o n di e nt e  y  l as o p er a ci o n es  s e h a c e n  c o or d e n a d a  a  c o or d e n a d a. D e  h e c h o,  si 

I es fi nit o, el pr o d u ct o  dir e ct o  d e A 1 , A 2 , . . . , A n es is o m orf o al pr o d u ct o  

c art esi a ñ o A 1 ×  A 2 ×  ∙ ∙ ∙ ×  A n .

U n a  v ari e d a d  es  u n a  cl as e  d e  í al g e br as c err a d a  b aj o  i mí a g e n es h o m o m orf as,  

s u bí al g e br as y  pr o d u ct os  dir e ct os.

E c u a ci o n es

U n a  L - e c u a ci á n ( o si m pl e m e nt e e c u a ci á n ) ([ 8, p. 1 3])  es u n a  e x pr esií n  

d e  l a f or m a +  ≈  ψ,  d o n d e  +, ψ  ∈  T er m ( X). D e n ot ar e m os  al c o nj u nt o  d e  l as 

e c u a ci o n es d e  L  p or  E q L .
E n  el Aí l g e br a A bstr a ct a  s e est u di a n cl as es d e  í al g e br as, d e  u n  ti p o d e  

si mil ari d a d d a d o,  d efi ni d as  p or  ci ert as  pr o pi e d a d es  o  a xi o m as.  P ar a  n os otr os  

r e vist e n es p e ci al  i m p ort a n ci a a q u ell as  cl as es  d e  í al g e br as q u e  s atisf a c e n ci ert as  

e c u a ci o n es, o cl as es e c u a ci o n al es . U n  i m p ort a nt e t e or e m a d e m ostr a d o  p or  

Bir k h off  di c e  q u e  u n a  cl as e d e  íl g e br as es e c u a ci o n al si y s ol o si es u n a  

v ari e d a d  ( v er [ 1 3, p.  7 5]).

Ej e m pl os  1 0. 2. 2.  L a  m a y orí a  d e  l as cl as es d e  al g e br as c o n o ci d as p or  el  

l e ct or, p or  ej e m pl o, r etí c ul os, al g e br as d e  B o ol e,  a nill os, gr u p os,  ¿- gr u p os,  

et c., s o n v ari e d a d es  p or  p o d er  a xi o m ati z ars e  p or  e c u a ci o n es.

Al g u n os  R es ult a d os  s o b r e R etí c ul os

E n  est a  s e c cií o n v er e m os  al g u n as pr o pi e d a d es  d e  l os r etí c ul os q u e  s erí a n  

us a d as  mí as  a d el a nt e.

U n  r etí c ul o L  s e di c e  c o m pl et o si p ar a  t o d o A  ⊆  L,  e xist e n  el s u pr e m o  

y  el í nfi m o d e  A,  d e n ot a d os  p or  ∖ ∕ A  y  /\ A,  r es p e cti v a m e nt e. E n  p arti c ul ar,  

V  l  = 1 y  Λ  l  =  0 .
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Ej e m pl os  1 0. 2. 3.

1.  El  r etí c ul o ( P( X); U , ∩)  d e  t o d os l os s u b c o nj u nt os d e  u n  c o nj u nt o  X , 

es c o m pl et o.

2.  L os  r etí c ul os ( S U(G ); V , Λ)  y  ( S U N(G ); V , Λ)  d e  t o d os l os s u b gr u p os  

y  d e  t o d os l os s u b gr u p os n or m al es  d e  u n  gr u p o  G , r es p e cti v a m e nt e, s o n  

c o m pl et os.  E n  a m b os  c as o  l as o p er a ci o n es  s o n H  V  K  =  ( H U  K ) y  H  Λ  K  =  

H  ∩  K , d o n d e  (A ) es  el s u b gr u p o ( n or m al, e n  el s e g u n d o c as o) g e n er a d o  p or  

A .

3.  Q  y  R  c o n s us or d e n es  h a bit u al es  n o  s o n r etí c ul os c o m pl et os. Si  a  

R  l e a gr e g a m os u n  p u nt o  fi n al + ∞  y  u n  p u nt o  i ni ci al - ∞ , e nt o n c es  R  es  

c o m pl et o.

L e m a  1 0. 2. 4. U n  r etí c ul o es c o m pl et o si y  s ol o si es c err a d o b aj o  s u pr e m os.  

L o  mis m o  o c urr e  si es c err a d o  b aj o  mfi m os.

U n  el e m e nt o c d e  u n  r etí c ul o L  es c o m p a ct o si t o d a v e z  q u e  c ≤  ∖ ∕ A  

( o bsír v es e q u e  est o  pr es u p o n e  q u e  t al s u pr e m o e xist e), h a y  u n  s u b c o nj u nt o  

fi nit o B  ⊆  A  t al q u e  c  ≤ ∖ ∕ B.

U n  r etí c ul o es al g e br ai c o  si es c o m pl et o, y  t o d os s us el e m e nt os s o n el  

s u pr e m o d e  u n  c o nj u nt o  d e  el e m e nt os c o m p a ct os.

Ej e m pl os  1 0. 2. 5.

1.  El  r etí c ul o P ( X) es al g e br ai c o. L os  el e m e nt os c o m p a ct os s o n l os s u b -

c o nj u nt os  fi nit os d e  X .

2.  L os  r etí c ul os S U (G ) y  S U N (G ) s o n al g e br ai c os. E n  a m b os c as os l os 

el e m e nt os  c o m p a ct os  s o n l os s u b gr u p os fi nit a m e nt e g e n er a d os.

3.  R  n o  es  u n  r etí c ul o al g e br ai c o.  D e  h e c h o,  n o  ti e n e el e m e nt os  c o m p a ct os.

R el a ci o n es  d e  E q ui v al e n ci a  y  C o n g r u e n ci as

U n a  r el a cií n bi n ari a d s o br e u n  c o nj u nt o A  es d e e q ui v al e n ci a si es  

r efl e xi v a, si mí etri c a y  tr a nsiti v a.

U n a  r el a cií n d e  e q ui v al e n ci a  d  p arti ci o n a  al c o nj u nt o  e n cl as es d e  e q ui -

v al e n ci a  , v al e  d e cir,  c o nj u nt os  f or m a d os p or  el e m e nt os  r el a ci o n a d os e ntr e  sí. 

Mís  tí c ni c a m e nt e, l a cl as e d e  e q ui v al e n ci a  d e  a  m a d ul o  d  es el c o nj u nt o

[ a]⅛  =  {x  ∈  A  : x d a }.

El  c o nj u nt o  d e  t o d as l as cl as es d e  e q ui v al e n ci a  mí o d ul o  d s e d e n o mi n a  

c o ci e nt e d e  A  mí o d ul o  d .
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Desde el punto de vista algebraico es interesante hacer notar que el par 
(E(A), ⊆), de todas las relaciones de equivalencia sobre A ordenado por 
inclusiíon, es un retículo distributivo completo. Las operaciones de supremo 
e ínfimo sobre E(A) estín dadas por:

v 1 Λ V2 = V1 ∩ V2,

v 1 v v 2 = ∩{v : v 1 u v 2 ⊆ v }.

Hay tambiíen una forma constructiva de definir el supremo:

V1 V V2 = {(a, b) : existen c0,..., cn tales que c0 = a, cn = b
y para cada i, ciV1ci+1 o bien ciV2ci+1}.

La completud del retículo E(A) se obtiene porque dada una familia de 
relaciones de equivalencia sobre A, su intersection tambiín lo es, es decir, si 
para cada i ∈ I, V. es una relaciín de equivalencia sobre A, entonces ∩V. 

es una relaciín de equivalencia sobre A. Por otra parte, notemos que tanto 
la identidad, denotada por Δa , como la relaciín trivial VA, son relaciones 
de equivalencia sobre A. Tenemos que

A v . = ∩ ⅜
i∈I i∈I

Una relacioín de equivalencia sobre (el universo de) un íalgebra A es una 
congruencia sobre A si es compatible con todas las operaciones del aílgebra, 
vale decir, para cada operaciín n-aria ω y elementos a., b. ∈ A, si a.Vb. para 
i ≤ n, se verifica

ω (a1j . . . , αn^ω (b1, . . . , bn).

La condiciíon de compatibilidad nos dice que si escogemos representantes 
de ciertas clases de equivalencia y los operamos , la clase a la que pertenece 
el resultado no depende de los elementos particulares que se usaron, sino de 
las clases de las que fueron tomados. Esto es lo que nos permite definir una 
estructura algebraica sobre el conjunto cociente de la siguiente manera:

A | V = (A | tf,ω1A∣*,ω2A|J ..., ω⅛5),

donde dadas las clases [α1]^,..., [anJ, la operation

ω I Qα1]tf, . . . , [an]J [ ω. (a1, . . . , an) ]$.

La compatibilidad garantiza que esta estí bien definida. A | V se denomina 
el algebra cociente de A por V.
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Para los efectos de estas Notas, lo mís interesante es que el conjunto de 
todas las congruencias sobre un aílgebra A, ordenado por inclusiíon, es un 
retículo distributivo y algebraico al que denotamos Con(A). Los elementos 
compactos son las congruencias finitamente generadas.

Ejemplos 10.2.6.
1. Si G es un grupo y N un subgrupo normal de G, entonces la relaciín 

xdy si y solo si xy-1 ∈ N es una congruencia. El grupo cociente G | d es por 
supuesto el mismo que el grupo cociente G | N que el lector ha estudiado 
en sus cursos de íalgebra abstracta. Un caso particular interesante es cuando 
el grupo es Z y el subgrupo es nZ. En este caso, la relaciín anterior es la 
conocida congruencia míodulo n de la teoría de nuímeros, de donde se ha 
tomado prestado el nombre.

2. Sobre el retículo de cuatro elementos 0 < a < b < 1, considere la 
congruencia que identifica 0 con a y 1 con b. El retículo cociente tiene dos 
elementos [0] < [1].

Operadores de Clausura
(Ver por ejemplo [13, Cap. 1, §4 y §5]).

Un operador de clausura sobre un conjunto A es una funciín C : P(A) —— 
P(A) que satisface lo siguiente:

(C1) X ⊆ C(X).

(C2) C(C(X)) ⊆ C(X).

(C3) X ⊆ Y implica C(X) ⊆ C(Y).

Si ademías C verifica:

(C4) C(X) = ∪{C(Y) : Y ⊆ X e Yes finito},

decimos que C es un operador de clausura algebraico.

Ejemplos 10.2.7.

1. En un espacio topolígico X ∣—— X es un operador de clausura sobre 
X, donde recordemos que X significa la clausura de X.

2. La identidad es un operador de clausura sobre cualquier conjunto.

3. Si G es un grupo, entonces la funciín X ∣—— (X) que envía cualquier 
subconjunto de G en el (universo del) subgrupo que genera, es un operador 
de clausura sobre G.
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T e o r e m a  1 0. 2. 8.  S e a  C  u n  o p er a d or  d e  cl a us ur a  s o br e u n  c o nj u nt o  A.  E n -

t o n c es el c o nj u nt o  L C  =  {X  ⊆  A  : C ( X) =  X } d ot a d o  d e  l as o p er a ci o n es

VV   C ( Ai) =  c ( U AJ  y   ΛΛ C ( Ai) =  ∩∩   C ( Ai)

i∈ I ∖ i∈ I / i∈ I i∈ I

es u n  r etí c ul o c o m pl et o. L os  el e m e nt os  d e  L C  s e ll a m a n c o nj u nt os c err a d os .

Si  a d e m as  C  es u n  o p er a d or  al g e br ai c o,  L C  es u n  r etí c ul o al g e br ai c o  e n  el  

q u e  l os el e m e nt os  c o m p a ct os  s o n l os s u b c o nj u nt os c err a d os  C ( B), p ar a  al g ú n  

B  fi nit o.

T e o r e m a  1 0. 2. 9.  T o d o  r etí c ul o al g e br ai c o  es  is o m orf o al  r etí c ul o d e  l os s u b -

c o nj u nt os c err a d os d e  al g u a n c o nj u nt o  d ot a d o  d e  u n  o p er a d or  d e  cl a us ur a al -

g e br ai c o.

I d e a d e  l a d e m ostr a ci ó n. S e a  L  u n  r etí c ul o al g e br ai c o  y  C  el  c o nj u nt o  d e  s us  

el e m e nt os c o m p a ct os. P ar a  X  ⊆  L  d efi ni m os

C ( X) =  {c  ∈  C  : c  ≤  V  X } .

E nt o n c es  C  es u n  o p er a d or  d e  cl a us ur a  al g e br ai c o. L a  f u n cií o n

f : l  — —  P ( C)

x  — —  { c  ∈  C  : c  ≤  x } ,

es u n  is o m orfis m o. □

U n  Ej e m pl o  I m p o rt a nt e

S e a  S  =  ( L, — S  ) u n  sist e m a d e d u cti v o.  Si  d efi ni m os

C n s ( ∆) =  { φ ∈  F m p : ∆  — s φ },

C n S  d efi n e  u n  o p er a d or

C n s : P  (F mj  — —  P  (F mj

s o br e el c o nj u nt o  d e  l as fí or m ul as, ll a m a d o o p er a d or  d e  c o ns e c u e n ci a  d e  S . 

L as  pr o pi e d a d es  1- 5  d e — S q u e  a p ar e c e n e n el L e m a  1 0. 1. 5 , i m pli c a n q u e  

C n S  es u n  o p er a d or  d e  cl a us ur a al g e br ai c o. S e  p u e d e  h a c er  el est u di o d e  

sist e m as d e d u cti v os  a p artir  d e  o p er a d or es  d e  c o ns e c u e n ci a ( v er [ 8, p.  6]),  

p er o  n o  l o h ar e m os  e n  est as  N ot as.
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Los conjuntos cerrados bajo este operador se llaman S-teorías. En otras 
palabras, una teoría es un conjunto T de formulas que es cerrado bajo —S :

Si T — s + entonces + ∈ T.

El conjunto de los teoremas S (aquellas formulas + tales que —S +, o 
equivalentemente, aquellas foírmulas directamente demostrables a partir de 
cualquier conjunto ∆ de formulas), es la menor S-teoría. Por otra parte, 
Fes la mayor S-teoría. Observemos que Cns (∆) es la menor S-teoría que 
contiene a ∆.

El conjunto de todas las S-teorías se denota ThS ([8, p. 7]). Sobre este 
conjunto definimos las operaciones Λs y Vs  , que son respectivamente, la 
interseccioín usual de conjuntos y la teoría generada por la unioín conjuntista 
de teorías, es decir, para T , U ∈ ThS ,

T Λs U = T ∩ U y T Vs U = Cns(T U U).

Observemos que la intersecciíon arbitraria de teorías es una teoría y como 
Fes la mayor S-teoría, el retículo ThS = (ThS, Λs , Vs ) es un retículo 
completo. El siguiente lema se desprende fíacilmente de las propiedades de 
los operadores de clausura algebraicos.

Lema 10.2.10 ([8, Lema 1.1]). Sea S = (L, —S ) un sistema deductivo.

1. Los elementos compactos de ThS son las S-teorías finitamente gene-
radas.

2. El retículo ThS el algebraico.

3. ThS es cerrado bajo uniones dirigidas.

La Logica de las Ecuaciones
Lema 10.2.11. Sean σ(x1,x2,... , xn) ∈ Term(X) y A una L-algebra. Una 
función I : X —→ A, definida por x. ∣—→ a., i ∈ ω, se extiende de manera 
unica a

I : F A

σ(x1,X2,... ,Xn) σ (a1, . . . , an).

I se llama una interpretación de las variables en A. Por ejemplo, una 
sustitucioín s de las letras proposicionales P es una interpretacioín de P en el 
ílgebra FmL definida mas arriba.
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Sea K una clase de L-algebras. Definimos la relacion =K entre un con-
junto de ecuaciones y una ecuaciíon de la manera siguiente ([8, p. 13]):

Γ =k σ ≈ τ si y solo si para toda A ∈ K y para toda interpretacion 
a = (a1,a2,..., an) de las variables deΓ U{ σ ≈ τ } se tiene:

ξA(a) = ηA(a) , para ξ ≈ η ∈ Γ entonces σA(a) = τA(a).

Esta relaciíon es llamada relaciaon de consecuencia ecuacional determinada 
por K.

Es fícil ver que la unica propiedad de —S que =K no tiene necesaria-
mente es la finitud. Por ejemplo, directamente de la definiciíon se observa que 
=K es estructural.

Lema 10.2.12 ([8, Lema 3.1]). Si K es una clase de algebras entonces para 
conjuntos de ecuaciones Γ , ∆ ⊆ Eq(X) y toda ecuación σ ≈ τ se tiene:

1. ∆ =k δ ≈ ε, para todo δ ≈ ε ∈ ∆.

2. Si ∆ | k σ ≈ τ y A ⊆ Γ, entonces Γ =k σ ≈ τ.

3. Si ∆ =k σ ≈ τ y Γ =k δ ≈ ε, para todo δ ≈ ε ∈ ∆, entonces 
Γ | k σ ≈ τ.

4. Si ∆ =k σ ≈ τ, entonces s(∆) =k s(σ) ≈ s(τ), para toda sustitu-
ción s. Es decir, =K es siempre estructural.

Podemos definir el concepto de operador de clausura CnK, el de teoría 
ecuacional y el retículo ThK de todas las teorías ecuacionales respecto de 
=K. El lector interesado puede consultar [13, Cap. 2, §14].

10.3. Logica Algebraica Abstracta

Lógica Algebraica
Incluso antes del nacimiento de la logica matemítica, George Boole, a 

mediados del siglo XIX, propuso ciertas “reglas del pensamiento” que antici-
paban lo que mís tarde se conocería como ¿Algebras de Boole. El hizo notar 
que los conectivos líogicos obedecen a leyes similares a las que rigen a los 
nuímeros y las operaciones algebraicas.

Durante el siglo XX muchos autores contribuyeron a profundizar estas 
ideas. Probablemente los mías importantes son Adolf Lindenbaum y Alfred 
Tarski. Los trabajos de Tarski, o mís precisamente del grupo de Varsovia, 
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(ver [104]) en los años 20 y 30 del siglo pasado son el punto de partida del 
estudio de los sistemas deductivos en general y de la líogica algebraica tal 
como se la entiende hoy. En [103] (una versiín en inglís aparece en [104]), 
Tarski introduce el íalgebra de fíormulas del cíalculo proposicional y define la 
relaciíon

+ ~ ψ si y solo si —CpC + θ ψ.

Enseguida muestra que esta es lo que hoy llamamos una congruencia y que 
el ílgebra cociente, que ahora es conocida como el algebra de Lindenbaum- 
Tarski del calculo proposicional clasico, es un algebra de Boole. Recíproca-
mente, indica cíomo construir un sistema deductivo a partir de una axioma- 
tizaciíon de las íalgebras de Boole.

Conocida esta relacion entre el Cílculo Proposicional Clísico y las ílge- 
bras de Boole, el míetodo se aplicío a otras líogicas, representadas por otros 
sistemas deductivos, a los que les corresponden otras clases de aílgebras. Entre 
los principales estían:

Lígica Proposicional Clísica

Lígica Prop. Intuicionista 

Líogicas Multivaluadas 

Líogicas Modales

Líogica de Primer Orden

etc.

Aí lgebras de Boole

¿Álgebras de Heyting

¿Álgebras de Wajsberg, MV-algebras 
Aí lgebras Modales

¿Álgebras Cilíndricas, ¿Álgebras

Poliaídicas

etc-íalgebras

¿Quí condiciones debe satisfacer un sistema deductivo para contar con 
una clase de ílgebras asociada? De la misma manera podemos plantearnos la 
pregunta inversa. Dada una clase de ílgebras, ¿corresponde esta a un cierto 
sistema deductivo?

En los dos importantes libros de Helena Rasiowa y Roman Sikorski [91] y 
H. Rasiowa [92] se reunen varias dícadas de resultados en esta línea. El trata-
miento dado en estos libros se aplica a sistemas con ciertas particularidades, 
por ejemplo, presupone la existencia de una implicaciíon con ciertas propie-
dades estandar (ver los ejemplos de la Seccion 10.4). Por lo tanto muchos 
sistemas no son en este sentido algebrizables simplemente porque no cuen-
tan con una implicaciíon, o porque la que tienen no goza de las propiedades 
adecuadas.

En la dícada de los '80 Willem Blok y Don Pigozzi decantaron en [8] 
el trabajo de muchos investigadores en el tema proponiendo una definicioín 
general y precisa del concepto de algebrizabilidad. Basados en una genera- 
lizaciín del proceso de Lindenbaum-Tarski, ellos proponen un tratamiento 
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mís general o “abstracto” del problema, uno que no dependa del lenguaje 
subyacente del sistema ni de la presencia de ciertos axiomas o reglas predeter-
minados. Naturalmente, hay muchos sistemas que tampoco son algebrizables 
en este sentido, sin embargo, no lo son por motivos mías profundos y generales 
que el lenguaje en el que se expresan. ¿Quíe tan buena es esta nocioín de al- 
gebrizabilidad? Esta pregunta solo podría responderse al ver las aplicaciones 
que la teoría tenga, especialmente, el uso de tícnicas del ílgebra universal 
en las clases de aílgebras para obtener resultados sobre las líogicas asociadas. 
En el uíltimo tiempo se ha llamado Líogica Algebraica Abstracta al estudio 
de sistemas deductivos usando herramientas del íalgebra universal.

Varios autores han perfeccionado, extendido o modificado estos conceptos 
iniciales. Ver por ejemplo [9, 31, 30, 41, 59, 60].

Por uíltimo, recordemos lo que Paul Halmos nos hace notar en [54]. En 
matemíatica es frecuente que se inicie un estudio con un cierto objetivo en 
mente, por ejemplo una aplicaciíon a la física, pero luego dicho estudio ad-
quiere un interíes puramente matemíatico. La teoría se generaliza y entra en 
contacto con otras ramas de la matemíatica y eventualmente se establece 
como una nueva íarea de estudio. Esta nueva rama no pretende en general 
resolver los problemas que le dieron origen. Algo de esto ha pasado con la 
líogica algebraica, la que ha desarrollado temas y problemas muy distintos de 
aquellos de la líogica formal, quien le diera origen.

Logicas Algebrizables
Intuitivamente, un sistema deductivo S es algebrizable si existe una clase 

K de ílgebras del mismo tipo y existe una correspondencia entre fírmulas 
de Fy ecuaciones de EqL tal que las relaciones —S y =K sean “equi-
valentes”. Es decir, dada una fírmula α existe una ecuaciín α y dada una 
ecuacion s ≈ τ existe una fírmula s ≈ τ tales que:

1. Γ — s α si y solo si Γ =k  α,

2. Σ =k  s ≈ τ si y solo si Σ —s s ≈ τ,

3. α H — s α,

4. s ≈ τ =| =k  iT≈τ.

Por ejemplo, si S es CPC y K es la variedad de las ílgebras de Boole, 
definiendo

■ α := α ≈ T
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■ s ≈ τ := s θ τ,

como sabemos, se verifican las cuatro condiciones de arriba.

Semónticas Algebraicas Equivalentes
Formalizaremos aquí las ideas intuitivas del pírrafo anterior.

Definicion 10.3.1 ([8, Def. 2.2]). Sea S = (L, —S) un sistema deductivo 
y K una clase de L-algebras. K es una semantica algebraica para S si —S 

puede ser interpretado en =K de la manera siguiente. Existe un conjunto 
finito δi(p) ≈ εi(p), para i < n, de ecuaciones en una variable p, tal que para 
Γ U {^} ⊆ FmL para cada j < n:

(1) Γ —s φ si y solo si
{δi(ψ) ≈ εi(ψ) : i<n,ψ ∈ Γ} =k  δj(φ) ≈ εj(φ) ; j < n.

δi ≈ εi son llamadas ecuaciones de definición para S y K.

Definición 10.3.2 ([8, Def. 2.4]). K es una semantica algebraica equivalente 
para un sistema deductivo S si existe un conjunto finito ∆j (p, q), para j < m , 
de formulas con dos variables tal que para todo φ ≈ ψ ∈ EqL se tiene:

(2) φ ≈ ψ ==k δi(φ∆jψ) ≈ εfiφ∆jψ) ; i < n, j < m.

El conjunto de fírmulas ∆j (p,q) es llamado sistema de fórmulas de equi-
valencia para S y K. Abreviaremos δ ≈ ε para el sistema de ecuaciones de 
definiciín y ∆(p, q) para el sistema de fírmulas de equivalencia.

Lema 10.3.3 ([8, Lema 2.9]). Sea S = (L, —S) un sistema deductivo y K 
una semantica algebraica equivalente con ecuaciones de definician δ ≈ ε 
y fórmulas de equivalencia ∆(p,q). Entonces para todo Σ ⊆ EqL y toda 
ecuación φ ≈ ψ,

(3) ς  =k  φ ψ si y solo si {ξ∆η : ξ ≈ η ∈ Σ} —s φ∆ψ,

y para cada θ ∈ FmL,

(4) θ " s δ(θ)∆ε(θ).

Reciprocamente, si existen fórmulas ∆ y ecuaciones δ ≈ ε que satisfagan 
(3) y (4), entonces K es una semantica algebraica equivalente para S.

Definición 10.3.4. Un sistema deductivo S se dice algebrizable si tiene una 
semíantica algebraica equivalente.
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A continuaciíon veremos que, esencialmente, todo sistema algebrizable 
tiene una uínica semaíntica equivalente.

Lema 10.3.5 ([8, Cor. 2.11]). Si K es una semantica algebraica para S, 
entonces K es una semantica algebraica equivalente si y solo si KQ, la cua- 
sivariedad generada por K, lo es.

Demostracion. Basta ver que para Σ finito,

∑ =K ρ ≈ τ si y solo si Σ = k q ρ ≈ τ,

y que esto es inmediato porque K y KQ satisfacen las mismas cuasi-identidades.
□ 

Teorema 10.3.6 ([8, Teo. 2.15]). Sean S un sistema deductivo algebrizable, 
K y K dos semanticas algebraicas equivalentes. Entonces K y K' generan 
la misma cuasivariedad.

Idea de la demostracián. (a) Usando el Lema 8 y las propiedades de ≈, se 
demuestra que —s x∆y define una relaciín de congruencia sobre FmL.

(b) x , x∆y —s y.

(i) x ≈ y , J(x) ≈ e(x) =K d(y) ≈ e(y),
(ii) x ≈ y =| =k δ(x∆y) ≈ ε(x∆y),
(iii) δ(x∆y) ≈ ε(x∆y) ,δ(x) ≈ ε(x) =k  δ(y) ≈ ε(y),
(iv) x∆y, x —s y

prop. de ≈,
(2), 

(i), (ii),
(1).

Sean K y K' dos semanticas algebraicas equivalentes al sistema S y sean 
x∆y y x∆'y sus respectivas fírmulas de equivalencia.

(c) x∆y H—s x∆'y.

Consideramos α(p) = x∆'p. Entonces

x∆y — s α(x)∆α(y), 
x∆y —s (x∆'x)∆(x∆'y) , 
x∆y —s (x∆'y) ,

Similarmente probamos en la otra direcciíon.

(d) KQ = K'Q.

∑ = k  + ≈ ψ 
∑ = k  + ≈ ψ 
∑ =K + ≈ ψ

si y solo si {α∆J : α ≈ β ∈ Σ} —s +∆ψ , 
si y solo si {α∆'β : α ≈ β ∈ Σ} —s +∆'ψ , 
si y solo si Σ =k ' + ≈ ψ ,

(a), 
def., 

(a), (b).

(3),
(c),
(3).

□
El recíproco de este teorema es falso. Existen sistemas deductivos distintos 

que tienen la misma semantica algebraica equivalente (ver [8, Sec. 5.2.4]).
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S e m ó nti c as  M at ri ci al es

U n a  L- m atriz  ([ 8, p. 8]) es u n  p ar  A  =  (A , F), d o n d e  A  es u n a  L - 

íl g e br a y  F  es u n  s u b c o nj u nt o d el  u ni v ers o  d e  A , l os el e m e nt os d e  F  s o n  

ll a m a d os el e m e nt os  d esi g n a d os  d e  A . P ar a  u n a  cl as e  d e  m atri c es  M  d efi ni m os  

l a r el a ci o n = m  e ntr e u n  c o nj u nt o  d e  f or m ul as y  u n a  f or m ul a d e  l a m a n er a  

si g ui e nt e:

Γ  = k  φ  si y  s ol o si p ar a  t o d a A  ∈  M  y  p ar a  t o d a i nt er pr et a ci o n a d e  

l as v ari a bl es  d e  Γ  U  {^ } ,

ψ A  ( a) ∈  F, p ar a  t o d o ψ  ∈  Γ ⇒  φ A ( a) ∈  F.

U n a  m atri z  A  es u n  m o d el o  m atri ci al  d e  S  si

γ  — s φ ⇒  γ  = { a } φ ,

e n  t al c as o F  s e d e n o mi n a  u n  S -filtr o.

O bs er v e m os  q u e  si T  es u n a  S -t e orí a, e nt o n c es (FF m L , T) es u n  m o d el o  

m atri ci al  d e  S . Est as  m atri c es  s e ll a m a n m atri c es  d e i n d e n b a u m p ar a  S .

D efi ni ci ó n  1 0. 3. 7.  S e a  S  =  ( L, — S ) u n  sist e m a d e d u cti v o.  U n a  cl as e d e  

m atri c es  M  es u n a  s e m a nti c a m atri ci al  d e  S  si p ar a  t o d o Γ  U  {^ } ⊆  F m L  

s e ti e n e

Γ  —  s φ si y  s ol o si Γ  = m  φ.

P or  ej e m pl o, l a cl as e d e  t o d as l as m atri c es  d e  Li n d e n b a u m  p ar a  S  y  l a 

cl as e d e  t o d os l os m o d el os  m atri ci al es  d e  S  s o n s e mí a nti c as m atri ci al es.

El  O p e r a d o r  d e  L ei b ni z

D efi ni ci o n  1 0. 3. 8  ([ 8, D ef.  1. 4]) . S e a n  A  u n a  L - al g e br a y F  ⊆  A.  D efi ni m os  

l a r el a cií o n bi n ari a  s o br e A :

{
( a, b) : p A ( a, c) ∈  F  ∙- ⇒  φ A ( b, c) ∈  F,  p ar a  t o d o

φ( p,  q 1 ,..., qn ) ∈  F  m £ y  t o d o c  ∈  A n

L a  r el a cií n Ω a  s e ll a m a l a r el a ci ó n d e  L ei b niz  e n A  s o br e F . El  o p er a d or  

s o br e l as p art es  d e  A,  q u e  d e n ot ar e m os  Ω a , es ll a m a d o o p er a d or  d e  L ei b niz  

s o br e A.  Si  A  es el al g e br a d e  f or m ul as FF m L , el o p er a d or  d e  L ei b ni z  s e 

d e n ot a  si m pl e m e nt e Ω .

D e  l a d efi ni cií n  a nt eri or  s e d es pr e n d e  i n m e di at a m e nt e q u e Ω a  es u n a  

c o n gr u e n ci a  s o br e A . I nt uiti v a m e nt e, n os  di c e  q u e  Ω a  i d e ntifi c a t o d os a q u e -

ll os el e m e nt os d e  A  q u e  el í al g e br a A  n o  p u e d e  disti g uir  r el ati v a m e nt e a  u n  
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conjunto F. Evidentemente esta definiciín es inmanejable desde el punto de 
vista practico: difícilmente podremos calcular Ωa  en un caso particular a 
partir de ella. Un par de teoremas nos ayudaraín en esto.

Una congruencia Θ de A se dice compatible con el subconjunto F de A, 
si para todo a, b ∈ A, si a ∈ F y (a , b) ∈ Θ entonces b ∈ F.

Teorema 10.3.9 ([8, Teo. 1.5]). Para toda algebra A y cualquier F ⊆ A, 
Ωa F es la mayor congruencia compatible con F.

Teorema 10.3.10 ([8, Teo. 1.6]). Sea A un algebra y F ⊆ A. Sea Θ una re-
lacián binaria sobre A que es elementalmente definible sobre la matriz (A, F) 
con parametros y sin igualdad:

(i) Si Θ es reflexiva, entonces Ωa F ⊆ Θ.

(ii) Si ademas Θ es una congruencia compatible con F, entonces Ωa F = Θ.

Los Ret ículos de Teorías de S y de K
La esencia de la teoría de algebrizacioín desarrollada por Blok y Pigozzi, 

estía en el siguiente teorema. Daremos su demostraciíon porque ilustra cíomo 
las ecuaciones de definiciíon y las fíormulas de equivalencia aparecen maís o 
menos naturalmente.

Teorema 10.3.11 ([8, Teo. 3.7]). Sea S un sistema deductivo y K una cua- 
sivariedad. Entonces K es la semantica algebraica equivalente de S si y so-
lamente si existe un isomorfismo entre ThS y ThK que conmuta con susti-
tuciones.

Idea de la demostracion. Supongamos que K es la semíantica algebraica equi-
valente de S. Entonces

Ωk : ThS —→ ThK

T I—→ Cnκ{δ(+) ≈ ε(+) : + ∈ T}

preserva el orden y las uniones dirigidas. De ahí es facil demostrar que Ωk  
es un isomorfismo de retículos que conmuta con sustituciones.

Por otro lado, supongamos que h : ThS —→ ThK es un isomorfismo 
que conmuta con sustituciones.

Consideramos la S-teoría T = Cns{p}. Como T es compacta, su imagen 
θ = h(T) tambiín lo es y por lo tanto, es finitamente generada (ver Lema 5). 
O sea,

θ = Cnκ{κi(p,Γ1,... ,rfc) ≈ τi(p,Γ1,..., rfc) : i < n}.
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Sea s una sustituciíon tal que

s(p) ≈ p
s(rj∙) ≈ p, para j ≤ k.

Usando el hecho de que h conmuta con sustituciones, se demuestra que

s(T) = Cns {s(p)} = t ,

luego (con un abuso de notaciíon),

θ = h(T) = h(s(T)) = s(h(T))
= s(Cnκ{κi(p, n,..., rfc) ≈ τi(p, ∏,..., rfc) : i < n}

= Cnκ{κi(p,p,... ,p) ≈ τj(p,p,... ,p) : i < n}.

Hagamos δi(p) = κi(p,p,... ,p) y εi(p) = τi(p,p,... ,p), para i ≤ n. 
Entonces

Γ — s + ssi Cns{+} ⊆ CnST
ssi h(Cns{+}) ⊆ h(CnST)
ssi Cnκ{δ(+) ≈ ε(+)} ⊆ Cnκ{δ(γ) ≈ ε(γ) : γ ∈ Γ}

ssi {δ(γ) ≈ ε(γ) : γ ∈ Γ} = k  δ(+) ≈ ε(+).

Similarmente, θ = Cnκ{p ≈ q} es una K-teoría compacta, luego h-1(θ) 
tambiíen lo es y por lo tanto, es generada por un conjunto finito de fíormulas 
{+j(p,q,r1,...,rfc)} : j <rn.

Haciendo ∆(p, q) = +(p, q,p,... ,p), se cumple

p ≈ q =| =k δ(p∆q) ≈ ε(p∆q),

completando la demostraciín del teorema. □

El isomorfismo Ωk T del teorema puede encontrarse de la siguiente ma-
nera.

Lema 10.3.12 ([8, Lema 3.8]). Sea S algebrizable y K su semantica alge-
braica equivalente. Sea ∆ el sistema de equivalencias para K. Entonces para 
T ∈ ThS,

ΩκT = {+ ≈ ψ : +∆ψ ∈ T}.

Criterios de Algebrizabilidad
Hay dos importantes caracterizaciones para los sistemas algebrizables.
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Al g e b ri z a bili d a d  y  el O p e r a d o r  d e  L ei b ni z

L e m a  1 0. 3. 1 3  ([ 8, T e o.  4. 1]) . S e a  S  al g e briz a bl e  y  K  s u s e m a nti c a al g e br ai c a  

e q ui v al e nt e  K.  E nt o n c es  p ar a  c a d a  T  ∈  T h S

Ω T  =  {( φ, ψ) : φ  ≈  ψ  ∈  Ω ∙ T } =  {( φ, ψ) : φ ∆, ψ  ∈  T } .

T e o r e m a  1 0. 3. 1 4  ([ 8, T e o.  4. 2]) . U n  sist e m a d e d u cti v o  S  es al g e briz a bl e  si 

y s ol o si el o p er a d or  d e  L ei b niz  s o br e F m L  c u m pl e l as c o n di ci o n es:

(i) Ω  es i n y e cti v o y  pr es er v a  el or d e n  d e  T h S .

(ii) Ω  pr es er v a  u ni o n es  d e  s u b c o nj u nt os diri gi d os  e n  T h S .

I d e a d e  l a d e m ostr a ci a o n. S e  d efi n e

K  =  {F m p ∕ θ : θ  ∈  Ω T h S}

y  s e d e m u estr a  q u e  Ω  es u n  is o m orfis m o e ntr e T h S  y  T h K . A pli c a m os  

e nt o n c es  el T e or e m a  1 0. 3. 1 1 . □

Al g e b ri z a bili d a d  y  T ó e r mi n os

T e o r e m a  1 0. 3. 1 5  ([ 8, T e o.  4. 7]) . U n  sist e m a d e d u cti v o  S  es al g e briz a bl e  si 

y s ol o si e xist e n u n  sist e m a d e  f a or m ul as d e  e q ui v al e n ci a ∆  y u n  sist e m a d e  

e c u a ci o n es d e  d efi ni ci ó n  δ  ≈  ε q u e  s atisf a c e n l as c o n di ci o n es si g ui e nt es p ar a  

φ  , ψ , θ ∈  F m L :

(i) — s φ ∆ φ,

(ii) { φ ∆ ψ } — s J ∆ φ,

(iii) { φ  ∆ ψ  , ψ ∆ θ }  — S φ ∆ θ,

(i v) P ar a  t o d o c o n e cti v o  n- ari o  ω  d e  L,

⅛ 1  ∆ ψ 1 ,..., ψn  ∆ ψ n } — S ω( ψ 1 , ψ2 ,..., φn ) ∆  ω( ψ 1 , ψ2 , . . . , ψn ),

( v) θ ■ ■ S δ( θ)  ∆ ε( θ).

D e m ostr a ci ó n.  D efi ni m os

Ω ∆ T  =  {( φ, ψ) : φ ∆ ψ  ∈  T }

e nt o n c es (i)-(i v) d e m u estr a n  q u e  Ω δ T  es  u n a  c o n gr u e n ci a.

P ar a  v er  q u e  Ω δ T  es c o m p ati bl e  c o n  T  d e m ostr a m os  q u e

φ  , φ ∆ ψ  — s  ψ  .
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E n  ef e ct o,  c o nsi d er e m os  l a t e orí a U  =  C n {+  , + ∆ ψ }. E nt o n c es  p or  ( v), +  — S  

δ( +) ∆ ε( +),  l u e g o p or  d efi ni cií n,

δ( +)  ≈  ε( +) ∈  Ω δ U.  (* )

C o m o  a d e m as (+, ψ ) ∈  Ω δ U , p o d e m os  s ustit uir +  p or  ψ  e n (* ) y  p or  l o 

t a nt o (δ( ψ), ε( ψ) ) ∈  Ω δ U , es d e cir,

+  , + ∆ ψ  — s  δ( ψ)  ≈  ε( ψ) .

A pli c a m os  ( v) e n  l a otr a  dir e c cií n  p ar a  o bt e n er  l o q u e  q u er e m os.  C o m o  Ω  

es l a m a y or  c o n gr u e n ci a  c o m p ati bl e  c o n  T , Ω δ (T ) ⊆  Ω ( T).

P ar a  d e m ostr ar  l a otr a  dir e c cií n,  s e a (+, ψ ) ∈  Ω . E nt o n c es  us a m os  l a 

fír m ul a γ( x)  =  + ∆ x  y  l a d efi ni cií n  d e  Ω ( T) p ar a  o bt e n er

+ ∆ +  ∈  Ω δ (T ) si y  s ol o si + ∆ ψ  ∈  Ω δ (T ),

p er o  l a pri m er a  v al e  p or  hi pít esis,  l u e g o (+, ψ ) ∈  Ω δ (T ).

Est o  d e m u estr a  q u e  Ω δ  =  Ω.  □

C o r ol a ri o  1 0. 3. 1 6 ([ 8, C or.  4. 8]) . U n a  c o n di ci ó n s ufi ci e nt e p ar a  q u e u n  

sist e m a d e d u cti v o  S  s e a al g e briz a bl e  es q u e  e xist a  u n  sist e m a ∆  d e  f or m ul as 

d e  e q ui v al e n ci a q u e  s atisf a g a l as c o n di ci o n es (i)-(i v) d el  t e or e m a a nt eri or  y  

a di ci o n al m e nt e  l as c o n di ci o n es

( vi) {+,  +  ∆ ψ } —  s ψ,  ( c o n o ci d a c o m o r e gl a d e  c ort e).

( vii) {+, ψ } —  s + ∆ ψ , ( c o n o ci d a c o m o r e gl a G,  p or  G á d el).  E n  est e c as o  

l a e c u a ci á n d e  d efi ni ci ó n  es  p  ≈  p ∆ p.

Al g e b ri z a bili d a d  y  M at ri c es

E xist e  u n a  c o n e xi oí n  estr e c h a  e ntr a  l as s e mí a nti c as al g e br ai c as  y  l as s e m aí n-  

ti c as m atri ci al es  d e  u n  sist e m a d e d u cti v o  al g e bri z a bl e.

El  si g ui e nt e t e or e m a es m u y  uítil, es p e ci al m e nt e p ar a  v erifi c ar  q u e  u n  

sist e m a n o  es al g e bri z a bl e. D a d a  u n a  c u asi v ari e d a d K  y  u n a  L - aíl g e br a A , 

dir e m os  q u e  u n a  c o n gr u e n ci a Θ  d e  A  es u n a  K- c o n gr u e n ci a  si el c o ci e nt e  

A ∕ Θ ∈  K .

T e o r e m a  1 0. 3. 1 7  ([ 8, C or.  5. 1]) . S e a  S  al g e briz a bl e  y  K  u n a  c u asi v ari e d a d.  

E nt o n c es  S  es al g e briz a bl e  c o n s e m a nti c a al g e br ai c a  e q ui v al e nt e  K  si y s ol o  

si p ar a  t o d a L- al g e br a  A , el o p er a d or  d e  L ei b niz  Ω a  es u n  is o m orfis m o e ntr e  

l os r etí c ul os d e  S -filtr os y d e  K- c o n gr u e n ci as  d e  A .
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L e m a  1 0. 3. 1 8  ([ 8, L e m a  5. 2]) . S e a  S  al g e briz a bl e  y s e a ∆  u n  sist e m a d e  

f ór m ul as d e e q ui v al e n ci a. E nt o n c es  p ar a  t o d a L- ól g e br a  A  y t o d o S -filtr o 

F  ⊆  A

Ω a F  =  {( φ, ψ) : φ ∆ A  ψ  ∈  F } .

U n a  m atri z  (A , F) s e di c e  r e d u ci d a si Ω a F  =  IA , l a i d e nti d a d s o br e A.  

L a  m atri z  c o ci e nt e ( A∕Ω a F,  F∕ Ω a F ) es u n a  m atri z  r e d u ci d a.

T e o r e m a  1 0. 3. 1 9  ([ 8, C or.  5. 3]) . S e a n  S  al g e briz a bl e,  K  l a c u asi v ari e d a d  

q u e es s u s e m ó nti c a al g e br ai c a e q ui v al e nt e y  M * l a cl as e d e t o d as l as S - 

m atri c es  r e d u ci d as. E nt o n c es  K  es l a cl as e d e l os r e d u ct os al g e br ai c os  d e  

M , es d e cir,

K  =  {A  : (A , F ) ∈  M * , p ar a  al g ó n  S -filtr o F } .

A xi o m ati z a ci ó n

Si  p o d e m os  d e m ostr ar  q u e  u n  sist e m a d e d u cti v o  es al g e bri z a bl e  us a n d o  

el T e or e m a  1 0. 3. 1 5 , l a t e orí a n os  pr o p or ci o n a  u n a  m a n er a  d e  e n c o ntr ar l a 

c u asi- v ari e d a d  as o ci a d a.

T e o r e m a  1 0. 3. 2 0.  S e a  S  u n  sist e m a d e d u cti v o  d efi ni d o  p or  u n  c o nj u nt o  Σ  

d e  a xi o m as  y u n  c o nj u nt o  RI  d e  r e gl as d e  i nf er e n ci a. S u p o n g a  q u e  S  es al g e-  

briz a bl e  m e di a nt e  l as f a or m ul as d e  e q ui v al e n ci a  ∆  y e c u a ci o n es d e  d efi ni ci a o n  

δ  ≈  ε. E nt o n c es  l a ( ú ni c a) c u asi v ari e d a d  q u e  es s e m ó nti c a e q ui v al e nt e  p ar a  

S  est a a a xi o m atiz a d a  p or  l as i d e nti d a d es

1 . J φ)  ≈  ε( φ) >

2.  δ (p ∆ p ) ε (p ∆ p ),

p ar a  c a d a a xi o m a  φ  y l as c u asi-i d e nti d a d es

3.  δ( ψ 1 ) ≈  ε( ψ 1 ),... , δ( ψn ) ≈  ε( ψ n ) ⇒  δ( φ)  ≈  ε( φ),

4.  δ( p ∆ q)  ≈  ε( p ∆ p) ⇒  p  ≈  q.  □

1 0. 4.  Ej e m pl os

Sist e m as  i m pli c ati v os est a ó n d a r

C o m o  diji m os  e n l a i ntr o d u c ci o n, H.  R asi o w a  y  R.  Si k ors ki  ll e v ar o n el  

mít o d o  d e  Li n d e n b a u m- T ars ki  a  s u m a y or  g e n er ali d a d.  S u  t e orí a s e a pli c a  

a l os c al c ul os i m pli c ati v os est a n d ar ( SI C), es d e cir, (i) el l e n g u aj e L  ti e n e 

u n  n uí m er o  fi nit o d e  c o n e cti v os  d e  r a n g o 0, 1 y  2,  p er o  n o  s u p eri or es. (ii) L  

c o nti e n e  u n  c o n e cti v o  bi n ari o  q u e  v erifi c a
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SIC1 — a  → a ,

SIC2 a , a  → B — B,

SIC3 A → B,B → C — A → C,

SIC4 A — B → A,

SIC5 a  → B, B → A — A» → B», 
para toda operation unaria ».

SIC5 A → B,B → A, C → D , D → C — (A * C) → (B * D) 
para toda operation binaria *.

Los cíalculos proposicionales claísico, intuicionista, las líogicas modales nor-
males, las líogicas multivaluadas y gran parte de sus fragmentos son sistemas 
implicativos estíndar y pueden algebrizarse con una ecuaciín A ≈ A → A y 
fírmulas de equivalencia ∆ = {A → B , B → A}.

El sistema modal S5G (Godel)
El sistema

Axiomas

S 5g 1 Todas las tautologías,

S 5g 2 □ (A → B) → (□A → □B)

S 5g 3 □a  → a ,

S 5g 4 ♦a  → □♦a .

Reglas de Inferencia

MP A, A → B — B,

G a  — □a .

S5g es algebrizable

El sistema S5G es SIC, luego algebrizable.
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El sistema modal S5C (Carnap)

El sistema

Axiomas

S 5C1 □A , para toda tautología A,

S 5C 2 □ ( □(A — B) — (□A — □B)),

S 5C 3 □ ( □A — A),

S 5C 4 □ ( OA — □OA).

Reglas de Inferencia

MP A, A — B — B.

S5C no es algebrizable

Considírese el ílgebra ({⊥,a,b, T}, —, —, □, ⊥, T), donde ({⊥,a,b, T}, — 
, —, ⊥, T) es el algebra de Boole del proximo diagrama y □ se define en la 
tabla siguiente.

T

•

T

□x

/ \ T

a • •b a

\ / b
• ± ±

±

Entonces F1 = {a, T} y F2 = {b, T} son filtros ya que todos los axiomas 
toman valor T y ambos conjuntos son cerrados bajo la regla de inferencia. 
Como A es simple, no hay congruencias mís que las triviales y Ωa (F1) = 
Ωa (F2) = Id, luego Ωa  no es inyectiva.



10.4. EJEMPLOS 313

El sistema P1 de Sette

El sistema

Axiomas

P11 a  → (B → A),

P12 (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)),

P13 (~ A —→~ B) —→ ((~ A —→~~ B) —— A),

P14 ~ (A —A) —— A,

P15 (A → B) →--- (A → B).

Regla de Inferencia Modus Ponens

P1 es algebrizable

Las ecuaciones de definiciíon son

δ(A) = (A → A) → A, 
ε(A) = A → A.

y las fíormulas de equivalencia son

∆1(A,B) = A → B,
∆2(A,B) = B → A,
∆3(A,B) =~ A —→~ B,
∆4(A,B) =~ B —A.

Sette Algebras (P1 Algebras)

Las ílgebras de Sette (introducidas como P 1-algebras en Lewin et al. [71] 
y en Pynko [90]) son estructuras

A = (A; →,', 1)

que verifican los axiomas siguientes:

A1. x → (y → x) = 1,
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A2. (x — (y — z)) — ((x — y) — (x — z)) = 1,

A3. (x' — y') — ((x' — y") — x) = 1,

A4. (x — x'')' — x = 1,

A5. (x — y) — (x — y)'' = 1,

y las cuasi-identidades:

Q1. x — y = 1 y (x — x) — x = 1 (y — y) — y = 1

Q2. x — y = 1, y — x = 1, x' — y' = 1 y y' — x' = 1 =⇒ x = y.

La semíantica algebraica equivalente es una cuasi-variedad propia genera-
da por el íalgebra

a  = ({0, a, 1}; —, ', 1),

donde ({0,1}; —,') es el ílgebra de Boole de dos elementos y las operaciones 
— y ' estín definidas por:

— 0 a 1

0 1 1 1

a 0 1 1

1 0 1 1

'

0 1

a 1

1 0

Dos logicas con la misma semóntica algebraica equi-
valente

A = ({0,1, 1}; -, -)

0 1
2 1

0 1 1 1
1
2 0 1 1

1 0 1 1

0 1
1 1
2 2

1 0

L3 = (A, {1}) y J3 = (A, {i, 1})

Estas matrices dan origen a dos líogicas diferentes con la misma semíantica 
algebraica equivalente.
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Ecuaciín de definiciín y formulas de equivalencia para L3:

p ≈ T

^p^ = {p ~ q,q ~ p}

Ecuaciín de definiciín y formulas de equivalencia para J3:

(~ p ~ p) Tp

q) = {p ~ q, q ~ p, ~ p — q, ~ q — p}

El Sistema C1 de da Costa

Axiomas

C11 A → (B → A),

C12 (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)),

C13 (A Λ B) → A y (A Λ B) → B,

C14 (A → B) → ((A → C) → (A → (B Λ C))),

C15 A → (A V B) y B → (A V B),

C16 (A → C) → ((B → C) → ((A V B) → C)),

C17 a  v -a ,

C18 --a  → a ,

C19 Bo → ((A → B) → ((A → -B) → -A)),

C110 (Ao Λ Bo ) → ((A λ  B)o Λ (A V B)o Λ (A → B)o)
donde Ao := -(A Λ - A).

Regla de Inferencia Modus Ponens.
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C1 no es algebrizable

Considere la matriz (A, {1,u}) definida por el retículo:

•u

•1

/ \
a • • b

\ /
•

0

con las operaciones siguientes:

— u 1 a b 0 —x ——x xo = —(x Λ —x)

u u u a b 0 1 0 0

1 u 1 a b 0 0 1 1

a u 1 1 b b b a 1

b u 1 a 1 a a b 1

0 u 1 1 1 1 1 0 1

La mayor congruencia compatible con los filtros

F1 = {a, 1,u} y F2 = {b, 1,u}

es la identidad, esto es, Ωa  no es inyectiva.
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Capítulo 11

¿-grupos y su logica

Hemos visto en el Capítulo 8 la definiciín de ¿-grupo y la equivalencia 
categorial entre los ¿-grupos con unidad fuerte y las MV-ílgebras. Nos de-
tendremos aquí en estudiar propiedades de ¿-grupos a fin de conocer un poco 
mías sobre esta variedad. Supondremos siempre que los grupos considerados 
son abeliaños.

Con esta base estaremos en condiciones de tratar el aspecto lígico. De-
finiremos dos logicas: el sistema Bal, cuya semíntica algebraica equivalente 
(usando el lenguaje del Capítulo 10) es una variedad de íalgebras definicional- 
mente equivalente a la variedad de los ¿-grupos, y el sistema Bαlo, equivalente 
al anterior, cuya ílgebra de Lindenbaum es un ¿-grupo. El primer sistema 
nos proporcionaraí un ejemplo de aplicaciíon de la teoría de Block y Pigozzi 
vista en el Capítulo 10. El segundo nos permitirá ver un aspecto lígico de la 
equivalencia categorial entre los ¿-grupos y sus conos de elementos positivos.

Nos basaremos principalmente en [1], [42], [47] y [96].

11.1. ¿-grupos

Un ¿-grupo es un caso particular de grupo ordenado o grupo parcialmente 
ordenado o p.o.grupo. Observemos que, sin embargo, un p.o.grupo no es un 
íalgebra.

Un p.o.grupo es un sistema (G, ≤, +, —, 0) tal que:

- (G, +, —, 0) es un grupo,

- (G, ≤) es un conjunto ordenado,

- Vale la propiedad:

(M) Si x ≤ y entonces x + z ≤ y + z.

319
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Propiedades
El siguiente teorema nos dice que el orden en un grupo estía determinado 

por el conjunto de sus elementos positivos.

Teorema 11.1.1. Sea (G, +, —, 0) un grupo, P ⊆ G. Sea ≤ la relación 
definida por:

x ≤ y si y solo si y — x ∈ P.

La relación ≤ verifica (M) y es tal que P = {x ∈ G : x ≥ 0}. Ademas, ≤ es 
un orden si y solo si valen las siguientes condiciones

(1) P es cerrado por +. Abreviadamente, P + P ⊆ P.

(2) Si x ∈ P y —x ∈ P, entonces x = 0. Abreviadamente, P ∩ —P = {0}. 

Demostración. Veamos que vale (M). Sea x ≤ y, es decir que y — x ∈ P y 
veamos que, para todo z ∈ G, x + z ≤ y + z. Luego y + z — (x + z) = y — x ∈ P. 
Por definicioín de ≤, se tiene que x ≥ 0 si y solo si x ∈ P.

Sea ≤ un orden. Entonces, se cumple (1): si x ≥ 0, y ≥ 0 entonces, por 
(M), x + y ≥ 0. Por propiedades de grupo, si x ≥ 0 y — x ≥ 0 entonces es 
x = 0, luego vale tambiín (2).

Recíprocamente, supongamos que P cumple (1) y (2). Veamos que ≤ es 
un orden. Se tiene que x — x = 0 ∈ P, luego x ≤ x para todo x. Sean 
x ≤ y, y ≤ x. Luego, y — x ∈ P, x — y = —(y — x) ∈ P. Luego, por (2), 
y — x = 0, de donde y = x. Veamos la transitividad. Sean x ≤ y, y ≤ z. 
Luego tenemos que y — x ∈ P y z — y ∈ P. Por la condiciín (1) deducimos 
que (y — x) + (z — y) = z — x ∈ P, es decir, x ≤ z. □

Llamaremos cono positivo de un ¿-grupo G al conjunto de sus elementos 
positivos:

G+ = {x ∈ G : x ≥ 0}.

Veamos ahora una condiciíon necesaria y suficiente para que un grupo orde-
nado sea un ¿-grupo.

Teorema 11.1.2. Un p.o.grupo es un ¿-grupo si y solo si existe x V 0, para 
todo x ∈ G.

Demostraciaon. Mostremos que existe el supremo para todo par de elementos 
x, y, dado por

x V y = ((x — y) V 0) + y.

En primer lugar, por (M), (x — y) V 0 ≥ 0 implica ((x — y) V 0) + y ≥ y. 
Ademís, (x — y) V 0 ≥ x — y, por lo que ((x — y) V 0) + y ≥ x — y + y = x, 
luego, es cota superior de x, y. Sea c ≥ x, y. Luego, c — y ≥ 0y c — y ≥ x — y, 
por lo cual c — y ≥ (x — y) V 0y entonces se tiene que c ≥ ((x — y) V 0) + y. □
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Veamos ahora una propiedad que vamos a usar repetidamente.

Lema 11.1.3. Para todo par de elementos x,y de un ¿-grupo:

x — (x Λ y) + y = x V y.

Demostracián. Hemos visto en el Lema 8.5.2 del Capítulo 8 que en todo 
¿-grupo vale la siguiente propiedad:

z — (x Λ y) = (z — x) V (z — y).

De allí deducimos:

x — (x λ  y) = 0 v  (x — y) = (y — y) V (x — yb

de donde, distribuyendo:

x — (x Λ y) = (y V x) — y.

Luego,
x — (x Λ y) + y = x V y. □

En particular, si x e y son disjuntos, es decir, si x Λ y = 0, se tiene que

x + y = x V y. (Di)

Teorema 11.1.4. Todo elemento x de un ¿-grupo admite una unica descom- 
posicion como la diferencia de dos elementos positivos disjuntos.

Demostracion. Dado un elemento x, sean

x+ = x V 0, x- = (—x) V 0.

Veamos que x = x+ — x-. En efecto, x + x- = x + ((—x) V 0) = 0 V x = x+. 
Probemos ahora que x+ Λ x- =0.

Tenemos que

x+ Λ x- = (x + x-) Λ (0 + x-)
= (x Λ 0) + x-

= — x- + x-

= 0.

Veamos que la descomposiciíon es uínica.
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Figura 11.1: Z × Z

x + 
x xv -x

-x ' 0 x '

-x
+ -X

Sea x = a — b, con a, b ≥ 0, a Λ b = 0. Entonces, por ser a V b = a + b,

x+ = x V 0

= (a — b) V 0
= (a — b) V (b — b)
= (a V b) — b 
= (a + b) — b
= a.

Usando esto,
x- = x+ — x = a — (a — b) = b. □

Hemos definido en el Capítulo 8 el míodulo de un elemento x por:

∣∣x∣∣ = x V —x.

En la Figura 11.1 observamos en el ¿-grupo Z × Z el elemento x = (—1,2) 
para el cual —x = (1, —2), x+ = (0, 2), x- = (1,0) y su mídulo ∣∣x∣∣ = 
x V —x = (1, 2).

Veamos algunas de las propiedades del míodulo.

Lema 11.1.5. En un ¿-grupo G se verifica:

(1) ∣∣x∣l ≥ 0,

(2) x = ∣∣x∣∣ si y solo si x ≥ 0,

(3) ||x∣∣ = x+ V x-,
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(4) ∣∣x∣∣ = x+ + x-,

(5) ∣∣x + y∣∣ ≤ ∣∣x∣∣ + ∣∣y∣∣ (desigualdad triangular).

Demostraciaon. 1) Se tienen las siguientes igualdades:

x + (x V —x) = 2x V 0, 
—x + (x V —x) = 0 V — 2x.

Sumando miembro a miembro obtenemos:

x V —x = (2x V 0) + (—2x V 0).

Luego, por ser suma de dos elementos positivos, es x V —x ≥ 0.
2) Si x ≥ 0, entonces —x ≤ 0; luego, —x ≤ 0 ≤ x, de donde ∣∣x∣∣ = x. La 

recíproca es obvia.
3) Tenemos:

x V —x = (x V —x) V 0
= (x V 0) V (—x V 0) 
= x+ V x-.

4) Como x+ y x- son disjuntos, por (Di):

x+ + x- = x+ V x-.

5) Veamos en primer lugar que

(x + y) V 0 ≤ (x V 0) + (y V 0).

En efecto, por (M), x + y ≤ (x V 0) + (y V 0). Ademas, 0 ≤ (x V 0) + (y V 0). 
Luego,

(x + y) V 0 ≤ (x V 0) + (y V 0).

Por lo tanto:

I∣x + y∣∣ = ((x + y) ∨ 0) + (—(x + y) v  0)
≤ (x V 0) + (y V 0) + (—x V 0) + (—y V 0)
= M + ∣∣y∣∣. □

Veamos ahora que un ¿-grupo tiene propiedades especiales en cuanto a su 
estructura subyacente de retículo y tambiíen en cuanto a la de grupo.

Un grupo se llama libre de torsión si solo puede darse que nx = 0, siendo 
n = 0 un numero natural, para x = 0.
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Teorema 11.1.6. Sea (G, V, Λ, +, —, 0) un ¿-grupo. Entonces:

(1) (G, V, Λ) es distributivo,

(2) (G, +, —, 0) es libre de torsión.

Demostracion. Para probar (1) vamos a usar el Teorema 2.1.8 visto en el
Capítulo 2. Sean x,y elementos de G y supongamos que existe z tal que:

x Λ z = y Λ z, x V z = y V z.

Probemos que x = y. Se tiene, por el Lema 11.1.3, que

x — (x Λ z) = (x V z) — z.

Luego,

x = (x Λ z) + (x V z) — z

= (y λ  z) + (y V z) — z

= y.

Probemos (2). Sea x tal que nx = 0 para cierto n. Distribuyendo obtene-
mos:

n(x V 0) = (x V 0) + (x V 0) + ∙ ∙ ∙ + (x V 0) (n veces)
= nx V ((n — 1)x) V ∙ ∙ ∙ V x V 0
= ((n — 1)x) V ∙ ∙ ∙ V x V 0
= (n — 1)(x V 0).

Luego,
n(x V 0) — (n — 1)(x V 0) = 0,

de donde
x V 0 = x+ = 0.

Anaílogamente podemos obtener

n(—x V 0) — (n — 1)(—x V 0) = 0,

lo que implica
—x V 0 = x- = 0.

Luego
x = 0. □
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Congruencias y ¿-subgrupos convexos
Vamos a referirnos a los homomorfismos de ¿-grupos, a sus congruencias 

asociadas y a aquellos subconjuntos del universo de un ¿-grupo que estín 
en correspondencia con ellas. El tema sería visto con mías generalidad en el 
capítulo príoximo.

Recordemos que un homomorfismo de un ¿-grupo G en un ¿-grupo H es 
una funcion h : G —— H que preserva las operaciones de grupo: +, —, 0 y 
las de retículo: V, Λ.

Lema 11.1.7. h es un homomorfismo si y solo si valen las siguientes pro-
piedades:

(i) h es homomorfismo de grupos,

(ii) h(x V 0) = h(x) V 0.

Demostración. Probemos que, si valen (i) y (ii), h es homomorfismo de retícu-
los.

En primer lugar, observemos que vale la siguiente igualdad:

u V v = u + (0 V (v — u)).

Usando esto y el hecho de que h es homomorfismo de grupos, se tiene que

h(x V y) = h(x) V h(y).

Aníalogamente demostramos que

h(x Λ y) = h(x) Λ h(y).

La recíproca es obvia. □

En el Capítulo 1, Teorema 1.3.20, hemos visto que la relaciín Rh asociada 
a un homomorfismo h : A —— B es una congruencia y que, si h es suryectivo, 
A/Rh es isomorfo a B.

Llamaremos núcleo de h al conjunto Ker(h) = h-1(0). Ya dimos una 
definiciíon anaíloga para homomorfismo de MV-aílgebras en el Capítulo 8.

Como se puede probar fícilmente, Rh puede definirse en funciín del nucleo 
de h de la siguiente manera.

Lema 11.1.8. Dado h : G —— H homomorfismo, vale:

xRhy si y solo si x — y ∈ Ker(h).
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Definicion 11.1.9. Un subconjunto S de un ¿-grupo G se llama convexo 
si dados x,y,z ∈ G tales que x,z ∈ S, x ≤ y ≤ z se tiene que y ∈ S. 
Si el subconjunto es, ademas, un ¿-subgrupo, es decir, un subgrupo y un 
subretículo de G, entonces se llama ¿-ideal.

Lema 11.1.10. Un ¿-subgrupo K de G es convexo si y solo si se cumple la 
siguiente condicion:

(Conv) Si z ∈ K y x ∈ G es tal que ∣∣x∣∣ ≤ ∣∣z∣∣, entonces x ∈ K.

Demostracián. Supongamos que K es un ¿-subgrupo convexo, es decir, un 
¿-ideal. Veamos que vale (Conv).

Sean k ∈ K y x ∈ G tales que ∣∣x∣∣ ≤ ∣∣k∣∣. Como K es un ¿-subgrupo 
tenemos que 0 ∈ K, k+ ∈ K y k- ∈ K .En consecuencia, ∣∣k∣∣ ∈ K. Luego, 
como 0 ≤ ∣∣x∣∣ ≤ ∣∣k∣∣ y por convexidad tenemos que ∣∣x∣∣ ∈ K. Luego 0 ≤ 
x+ ≤ ∣∣x∣∣ implica que x+ ∈ K. Analogamente se tiene que x- ∈ K, de donde 
se sigue que x = x+ — x- ∈ K.

Recíprocamente, supongamos que K es un ¿-subgrupo que cumple (Conv). 
Veamos que es convexo.

Sean h, k ∈ K, x ∈ G tales que h ≤ x ≤ k. Entonces, h V 0 ≤ x V 0 ≤ 
k V 0. Por ser elementos positivos, se tiene, por (2) del Lema 11.1.5, que 
t+ = ∣∣t+∣∣, t- = ∣∣t-1∣ para t = h,x,k. Ademís, k+ ∈ K y x+ ≤ k+. Por 
(Conv), x+ ∈ K. Anaílogamente, por ser x- ≤ h-, se tiene x- ∈ K. Luego, 
x = x+ — x- ∈ K. □

Se prueba ([1]) que la intersection de ¿-ideales es un ¿-ideal. Luego existe 
I(E), el mínimo ¿-ideal que contiene a un conjunto no vacío E (el ideal 
generado por E), que es la intersecciín de todos los ¿-ideales K tales que 
K ⊇ E:

I (E) = ∩ K.
K E

En particular, denotamos I(x) al ¿-ideal generado por el conjunto {x}, 
que es llamado ¿-ideal principal.

Lema 11.1.11. Sea G un ¿-grupo, J un ¿-ideal de G.

(a) Para todo x en G: x ∈ J si y solo si ∣∣x∣∣ ∈ J.

(b) Sean E = 0, E' = {∣∣e∣∣, e ∈ E}. Entonces I(E) = I(E').

(c) Si E es un conjunto finito no vacío, entonces I(E) es principal.
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D e m ostr a ci ó n.  Pr o b e m os  ( a). Si  x ∈  J, e nt o n c es, p or  ( C o n v), ∣ ∣ x ∣∣ ∈  J.  

P or  otr a  p art e,  t a m bií n us a n d o  ( C o n v), ∣ ∣ x ∣∣ ∈  J  i m pli c a q u e  x +  ∈  J , p u es  

∣ ∣ x + ∣∣ =  x + ≤  ∣ ∣ x ∣ ∣ . A níl o g a m e nt e  x - ∈  J . L u e g o,  p or  s er J s u b gr u p o,  
x + x - =  x J .

P ar a  pr o b ar  ( b), v e a m os  pr e vi a m e nt e  q u e  p ar a  t o d o ¿-i d e al  K  d e  G,  

K  ⊇  E  si y  s ol o si K  ⊇  E '. P er o  es o s e d e d u c e  d e  ( a). L u e g o,

∩∩   k  =  ∩∩   k ,

K ⊇ E  K ⊇ E '

o  s e a, I( E) =  I( E'), c o m o  q u erí a m os  pr o b ar.

S u p o n g a m os  a h or a q u e  E  =  { e 1 ,... , en }. P ar a  v er ( c), pr o b e m os  q u e  

e xist e  x  t al q u e  I( E) =  I( x). S e a  x  =  ∣ ∣ e 1 ∣ ∣ V ∙  ∙ ∙ V  ∣ ∣ e n ∣ ∣ . S e  ti e n e q u e  x  ∈  I( E), 

p u es  c a d a ∣ ∣ e i∣∣ ∈  I( E) e I( E) es c err a d o p or  V . L u e g o,  I( x) ⊆  I( E), p or  

s er I( x) el mí ni m o  ¿-i d e al q u e  c o nti e n e a x. P or  otr a  p art e,  p or  ( C o n v), 

∣ ∣ e i∣∣ ≤  ∣ ∣ x ∣∣ =  x  i m pli c a e i ∈  I( x), p ar a  i =  1, ... , n. L u e g o,  E  ⊆  I( x) y  p or  

mi ni m ali d a d  d e  I( E): I( E) ⊆  I( x). P or  l o t a nt o, I( E) =  I( x). □

L e m a  1 1. 1. 1 2.  D a d os  u n  ¿- gr u p o  G  y  u n  c o nj u nt o  E  =  0 , el  ¿-i d e al  g e n er a d o  

p or  E  ti e n e l a si g ui e nt e  f or m a:

I( E) =  {z  : ∣ ∣ z ∣ ∣ ≤  ∣ ∣ e 1 1 ∣ +  ∙ ∙ ∙ +  ∣ ∣ e n ∣ ∣ , e 1 ,... , en  ∈  E,  n  n at ur al}.

D e m ostr a ci ó n.  D e b e m os  pr o b ar  q u e:  I( E) ⊇  E , q u e  es u n  s u b gr u p o d e  G,  

q u e  es u n  s u br etí c ul o d e  G,  q u e  es c o n v e x o y  q u e  es el mí ni m o  ¿-i d e al q u e  

c o nti e n e a E . Es  f a cil v er  q u e  I( E) ⊇  E  y q u e  I( E) es s u b gr u p o, us a n d o  

pr o pi e d a d es  d el  mí o d ul o  (s e d ej a  c o m o  ej er ci ci o).  Pr o b e m os  q u e  es  s u br etí c ul o.

S e a n  z y  t e n  I( E). L u e g o,  p or  s er I( E) s u b gr u p o, z  —  t ∈  I( E). L u e g o,  

( z — t)+  ∈  I( E), p u es  p or  ( a) d el  L e m a  1 1. 1. 1 1  s e ti e n e q u e  ∣ ∣ z  —  t∣ ∣ ∈  I( E). 

P or  l a d e m ostr a ci oí n  d el  T e or e m a  1 1. 1. 2  s a b e m os q u e,  p ar a  t o d o x,  y  ∈  G ,

x  V  y  =  (( x —  y)  V  0)  +  y.

L u e g o,

z  V  t =  ( z —  t)+  +  t.

C o m o  ( z —  t)+  ∈  I( E) y  t ∈  I( E), t e n e m os q u e  z  V  t ∈  I( E). P or  otr a  p art e,  

p or  el L e m a  1 1. 1. 3 , z  Λ  t =  ( z +  t) —  ( z V  t), d e  d o n d e,  p or  s er I( E) c err a d o  

p or  s u m a, r es ult a z  Λ  t ∈  I( E).

El  r est o d e  l a pr u e b a  s e d ej a  c o m o  ej er ci ci o.  □

C o r ol a ri o  1 1. 1. 1 3.  El  i d e al pri n ci p al  g e n er a d o  p or  u n  el e m e nt o  x ( v er [ 1 , 

T e or e m a  1. 2. 3])  est a d a d o  p or

I( x) =  {z  : ∣ ∣ z ∣ ∣ ≤  n ∣ ∣ x ∣ ∣ , n  n at ur al}.
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T e o r e m a  1 1. 1. 1 4.  S e a  h  : G  — →  H  u n  h o m o m orfis m o  s ur y e cti v o. E nt o n c es:

( a) K er( h)  es u n  ¿-i d e al,

( b) G/  K er( h)  es is o m orf o a  H .

D e m ostr a ci á n.  Pr o b e m os  ( a), y a  q u e  ( b) s e d e d u c e  d el  T e or e m a  1. 3. 2 0 . Es  

d e  r uti n a v er  q u e  K er( h)  es ¿-s u b gr u p o. M ostr e m os  q u e  es c o n v e x o. S e a n  

s ≤  x  ≤  t, s,t ∈  K er( h).  C o m o  h  pr es er v a  í nfi m os y  s u pr e m os, es m o nít o n a.  

P or  est a  r a z o n h(s)  =  0 ≤  h( x) ≤  h(t) =  0. P or  e n d e, h( x)  =  0,  o  s e a, 

x  ∈  K er( h).  □

O bs e r v a ci o n  1 1. 1. 1 5.  H e m os  vist o  e n  el  C a pít ul o  1 l as c o n gr u e n ci as  mí d u-  

l o p  e n  el  gr u p o  Z  d e  l os e nt er os: x  ≡ p  y  si y  s ol o si x  —  y  es  m ulti pl o  d e  p,  es 

d e cir,  si x  —  y  ∈  p Z,  ll a m a n d o p Z  al c o nj u nt o  d e  m ulti pl os  d e  p.  El  c o nj u nt o  

p Z  es  u n  s u b gr u p o d e  Z.  L a  r el a cií n ≡ p  s e d efi n e  e nt o n c es  p or  m e di o  d e  est e  

s u b gr u p o.

E n  g e n er al,  e n  u n  gr u p o  a b eli a ñ o , l as c o n gr u e n ci as  estí a n  e n  c orr es p o n d e n -

ci a  c o n  l os s u b gr u p os: D a d o  G  y  u n a  c o n gr u e n ci a R,  l a a pli c a cií n c a ní ni c a  

p R  : G  — →  G/ R  es u n  h o m o m orfis m o  d e  gr u p os  c u y o  n u cl e o  K er( p R ) es u n  

s u b gr u p o. R e cí pr o c a m e nt e,  d a d o  u n  s u b gr u p o H  d e  G,  l a si g ui e nt e r el a cií o n 

es u n a  c o n gr u e n ci a  e n G:

x y si y  s ol o si x  —  y  ∈  H .

L as  asi g n a ci o n es R  →  K er( p R ) y  H  → ~ h  s o n u n a  i n v ers a d e  l a otr a,  est a-  

bl e cií e n d os e  e nt o n c es  u n a  bi y e c ci oí n  e ntr e  c o n gr u e n ci as  y  s u b gr u p os.

V er e m os  a h or a q u e  e n ¿- gr u p os, l a c orr es p o n d e n ci a s e est a bl e c e e ntr e  

c o n gr u e n ci as  y  ¿-i d e al es.

T e o r e m a  1 1. 1. 1 6.  S e a  J u n  ¿-i d e al  d e  G.  E nt o n c es,  G∕ ~ j ti e n e estr u ct ur a  

d e  ¿- gr u p o,  d o n d e  h e m os  ll a m a d o ~ j a  l a c o n gr u e n ci a  d e  gr u p os  as o ci a d a  al  

s u b gr u p o J .

D e m ostr a ci á n.  P or  l o vist o  e n  el C a pít ul o  1, 1. 3. 1 8 , G∕ ~ j ti e n e estr u ct ur a  

d e  gr u p o  c o n  l as o p er a ci o n es:

0  =  0

—  | x  | =  | —  x  |

x  +  y =  x +  y  .

P ar a  m ostr ar  q u e  G∕ ~ j ti e n e estr u ct ur a  d e  r etí c ul o, e m p e c e m os  p or  d efi nir  

u n  or d e n  e n  G/  J .
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Consideremos la relaciíon

|x| A |y| si y solo si y — x ≤ j, j ∈ J.

Veamos que A estí bien definida. Sea |x| A |y| y sean x' ~j x, y' ~j y, es 
decir que existen i,j,k ∈ J tales que x — x' = i, y — y' = j, y — x ≤ k. 
Entonces:

y' — x' = (x — x') + (y — x) + (y' — y) ≤ i + k — j ∈ J.

Luego |x'| A |y'|.
Se verifica facilmente que A es reflexiva y transitiva. Probemos la anti-

simetría. Sean x,y tales que |x| A |y|, |y| A |x|. Existen j, k ∈ J tales que 
y — x ≤ j, x — y ≤ k. Luego,

x ≤ y + k ≤ x + j + k.

Restando x obtenemos

0 ≤ y — x + k ≤ j + k.

Como 0 ∈ J, j + k ∈ J, por convexidad de J resulta y — x + k = u ∈ J, de 
donde y — x = u — k ∈ J. Luego

|x| = |y|.

Vamos a demostrar ahora que |x V y| es el supremo de |x| e |y|. Se tiene, 
en primer lugar: x ≤ (x Vy) +0, como 0 ∈ J es |x| A |x Vy| y anílogamente, 
|y| A |x V y|. Sea |z| + |x|, |y|. Se tiene entonces que existen j, k ∈ J tales 
que

x ≤ z + j
y ≤ z + k, de donde

x V y ≤ (z + j) V (z + k), luego 
x V y ≤ z + (j V k).

Como J es un subretículo tenemos que j Vk ∈ J, de donde resulta |xVy| A |z| 
y por lo tanto

|x v y| = |x| V |y|.

Por el Lema 8.5.2 del Capítulo 8 sabemos que u Λ v = —(—u V —v). Por esto 
tambiíen existe el ínfimo de dos clases dadas. La propiedad de distributividad 
de la suma en el supremo y el ínfimo salen de lo demostrado hasta aquí. □
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Corolario 11.1.17. En las condiciones del teorema anterior, ~j es una 
congruencia de ¿-grupos.

Teorema 11.1.18. Dado un ¿-grupo G, existe una biyección entre el con-
junto LID(G) de ¿-ideales de G y el conjunto CON(G) de ¿-congruencias 
en G.

Demostración. La correpondencia LID (G) —— CON(G) (respectivamente 
CON(G) —— LID(G)) se define por J —~j (respectivamente por R — |0|).

La segunda correspondencia esta bien definida, porque |0| = Ker(pR), 
siendo pR : G —— G/R la aplicaciín canínica.

Es sencillo mostrar que estas funciones son una inversa de la otra. En 
primer lugar, la clase del 0 por la congruencia ~j  es claramente J. En segundo 
lugar, y teniendo en cuenta que xRy si y solo si (x — y)R0, se tiene que 
~¡o¡= R. □

11.2. La logica Bal

Vamos a definir ahora el sistema deductivo Bal, cuya semantica algebraica 
equivalente es la cuasivariedad BAL. Probaremos luego que es, en realidad, 
una variedad. Sea LG la variedad de los ¿-grupos. Veremos que las variedades 
LG y BAL son definicionalmente equivalentes. Nos basaremos en [47] y en 
resultados del Capítulo 10.

Lenguaje
El conjunto de conectivos es {—,+ }.
Consideramos numerables variables proposicionales y se construyen las 

fíormulas como es habitual.
Intuitivamente, — simboliza la diferencia: en las aílgebras de BAL x — y 

serí y — x, así como el conectivo + simboliza “la parte positiva de x” o sea 
x+.

Axiomas
(B) (A — B) — ((C — A) — (C — B)).

(C) (A — (B — C)) — (B — (A — C)).

(N) ((A — B) — B) — A.

(P) A++ — A+ .
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(O) ((B — A)+ — (A — B)+ ) — (A — B).

Reglas de Inferencia

(MP)
A , A — B

(G)
A, B 

A — B ,
B,

(PI)
A

(MI)
(A — B)+

A+ , (A+ — B+)+

Como es usual, diremos que A es consecuencia de un conjunto de foírmulas 
Γ si hay una sucesion de fírmulas B1,..., Bk tales que para cada i = 1,... ,k, 
Bi es instancia de un axioma, pertenece a Γ o se obtiene de las anteriores por 
aplicaciíon de alguna de las reglas.

Los axiomas (B) y (C) son conocidos; el axioma (N) podemos interpretarlo 
como — b—bA — A, tomando — BA como A — B (negacion relativa a B). El 
axioma (P) nos dice, intuitivamente, que la parte positiva de un elemento 
positivo es íel mismo.

Si interpretamos x — y como y — x y x+ como x V0, el axioma (O) podría 
interpretarse de la siguiente manera: y — x = ((y — x) V 0) — ((x — y) V 0), o 
sea que y — x = (y — x)+ — (y — x)-.

Si pensamos que “la verdad” en esta logica, segun veremos, es el 0, afirmar 
(x — y)+ significa decir que (y — x) V 0 = 0. Por lo tanto, sería y — x ≤ 0, 
es decir que y ≤ x. La ultima regla, (MI), dice entonces que y ≤ x implica 
y+ ≤ x+.

Se puede probar que los siguientes son teoremas de Bal:

(i) I- A — A,

(ii) - (A — B) — ((B — C) — (A — C)),

(iii) A — B - B — A ,

(iv) A — B , C — D - (A — C) — (B — D),

(v) A — B - A+ — B+.
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Bal es algebrizable

El siguiente teorema es una aplicaciíon del Teorema 10.3.15 y del Corola-
rio 10.3.16 del Capítulo 10. Los nímeros en la demostraciín se refieren a los 
teoremas de Bal reciíen mencionados.

Teorema 11.2.1. El sistema Bal es algebrizable por medio de la unica ecua-
cián de definición A ≈ A — A y la unica fórmula de equivalencia A — B.

Demostracion.

1. Por (i) tenemos que F A — A.

2. Por (iii) se tiene que A — B F B — A.

3. En virtud de (ii) y de (MP) obtenemos que A — B , B — C F A — C.

4. Por (iv) vale que Ai —— Bi , A 2 —— B2 F (Ai —— A2) —— (Bi —— B2), y 
por (v) deducimos que A — B F A+ — B+.

Por lo tanto — define una congruencia en el íalgebra de las fíormulas de 
Bal.

Por el Corolario 10.3.16 tenemos que el sistema Bal es algebrizable puesto 
que valen las reglas de Godel y modus ponens. □

Teorema 11.2.2. Sea el conjunto de las fórmulas de Bal. Sea ≡ la 
relacion binaria definida por

A ≡ B si y solo si FS A — B.

Entonces ≡ es una congruencia en el algebra (FBal, +, —).

Demostracián. Es consecuencia del Teorema 11.2.1. □

Notacion: Para toda formula A denotaremos |A| su clase de equivalencia. 
La clase de equivalencia de B — B sera denotada O.

Asimismo, definimos ahora las siguientes abreviaturas:

0 := x — x
—x := x — 0

x & y := —x — y = (x — 0) — y.
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Conviene marcar que, por el hecho de ser BAL la semíantica equivalente 
de Bal, se tiene que:

- x — y si y solo si =bal  x ≈ y.

Tenemos el siguiente teorema, cuya demostraciíon omitiremos. La idea es 
que por cada axioma a de Bal hay una identidad δ(a) = ε(a) en BAL, en 
nuestro caso, sera a ≈ 0. Una cuasiidentidad serí asociada a cada regla.

Una identidad extra se agrega al proceso, que en nuestro caso es:

(AA) x — x ≈ (x — x) — (x — x).

Hay tambiín una cuasiidentidad que proviene del proceso de algebrizaciín, 
que es aquí:

(AQ) x — y ≈ 0 implica x ≈ y.

Teorema 11.2.3. La semóntica equivalente a Bal es la cuasivariedad BAL 
definida por las siguientes identidades y cuasiidentidad:

bal (AA) (x — x) ≈ 0 ,

bal (B) (x — y) ≈ (z — x) — (z — y),

bal (C) x — (y — z) ≈ y — (x — z),

BAL(n ) (x — y) — y ≈ x ,

bal (p) ++ + x ≈ x ,

bal (o ) (y — x)+ — (x — y)+ ≈ x — y ,

bal (mp ) 0 — x ≈ x ,

BAL(pi ) 0+ ≈ 0,

bal (AQ) x & (x — y) ≈ y ,

bal (mi ) (x — y)+ ≈ 0 ⇒ (x+ — y+)+ ≈ 0

El siguiente teorema describe al íalgebra de Lindenbaum de Bal.

Teorema 11.2.4. El sistema F/= = (FBal/= ; —,+) es un algebra en BAL, 
donde — y + se definen por

x| — \y\ = |x — y| 
x| + = | x+| .

El algebra F/= es libre en BAL con el conjunto de generadores libres 
{|X1|, |X2|,... }, donde X1,X2,... son las variables proposicionales.
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La variedad BAL es definicionalmente equivalente a LG

Se puede probar ahora que a partir de las operaciones + y — sobre un 
universo A de un ílgebra de BAL pueden definirse operaciones de ¿-grupo 
sobre A y recíprocamente. Describirmos los pasos que llevan a ese resultado.

En primer lugar, se prueba que (A, & , —, 0) es un grupo abeliaño. Luego, 
usando el Teorema 11.1.1, se prueba que es un p.o.grupo cuyo cono positivo 
es

P = {a ∈ A : a+ = a}.

Ademís, se demuestra usando 11.1.2 que a+ = a V 0, con lo que se pueden 
definir V y Λ.

Finalmente se prueba que la cuasiidentidad (BALmi ) puede reemplazarse 
por la identidad

((y — x)+ — (y+ — x+)+)+ ≈ 0.

Luego, BAL es una variedad.
Se obtiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 11.2.5. La variedad BAL es definicionalmente equivalente a la 
variedad LG. Para cada algebra (A, —,+) de BAL se definen sobre A las 
siguientes operaciones de ¿-grupo:

0 := x — x
—x := x — 0 

x & y := (x — 0) — y 
x V y := (x — y)+ & x 
x Λ y := —(—x V —y).

Recíprocamente, para cada ¿-grupo (G, +, —, 0, V, Λ) se definen sobre G las 
siguientes operaciones que le dan una estructura de algebra de BAL:

x — y := y — x
x+ := x V 0 .

Teorema de la deduccion en Bal

Una vez demostrada la relacioín entre BAL y LG, veremos, como hemos 
hecho en otros caílculos proposicionales, que las teorías de Bal se corresponden 
con los filtros de F/=, resultado que nos conducirí al teorema de la deduction. 
Indicaremos los pasos hacia ese resultado. Las demostraciones estan en [47].
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Un filtro en un algebra A = (A, —,+) de BAL es un subconjunto F de 
A que contiene todas las interpretaciones de los axiomas de Bal y es cerrado 
por todas las reglas.

Sea A* = (A, &, —, 0) el ¿-grupo asociado a A. Se tiene el siguiente 
resultado:

Teorema 11.2.6. Sea F ⊆ A. Entonces: F es un filtro de A si y solo si es 
un ¿-ideal de A*.

Una teoría de Bal es un subconjunto de fírmulas que contiene a todas 
las instancias de axiomas y es cerrado por todas las reglas.

Sea Fω (BAL) el aílgebra libre con numerables generadores, que es isomorfa 
al aílgebra de Lindenbaum de Bal.

Es de rutina probar a partir de los resultados previos el siguiente teorema:

Teorema 11.2.7. Existe un isomorfismo entre la clase de los filtros de 
Fw (BAL) y la clase de las teorías de Bal.

Teniendo en cuenta la relacion entre BAL y LG, el filtro I(E) generado por 
un conjunto E de elementos positivos de Fω(BAL) toma la siguiente forma:

z ∈ I(E) si y solo si existen e1,..., et tales que 
z+ ≤ e1 & ... & et y z- ≤ e1 & ... & et.

En base a estas ultimas consideraciones y al Teorema 11.2.7 se llega fi-
nalmente al teorema de la deducciíon:

Teorema 11.2.8. Sea Γ ⊆ F⅛αl, A una fórmula tal que Γ F A. Entonces 
existen fórmulas B1..., Bk ∈ Γ tales que

F ((B1 & ... & Bfc) — A+)+ y F ((B1 & ... & Bfc) — A-)+.

Completud
La variedad de los ¿-grupos estí generada por F, siendo F = Z, o bien 

F = Q o bien F = R. Es decir que cualquier ¿-grupo puede ser obtenido 
tomando productos, subíalgebras e imaígenes homomorfas de Z. Lo mismo 
ocurre con Q o con R.

En Bal puede demostrarse la completud tomando valuaciones en F, siendo 
F = Z, Q, R. Sin embargo, no vale la completud fuerte en Bal.

Definicion 11.2.9. Una F-valuaciín es una funciín v : F⅛αi —— F tal que:

1. v(A — B) = v(B) — v(A)
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2. v(—A) = —v(A),

3. v(A+) = maíx{v(A), 0}.

Como es usual, diremos que una fíormula A es:

- satisfecha por v, o que v satisface A, si v(A) = 0,

- F-vílida si v(A) = 0 para toda F-valuaciín,

- F-consecuencia de un conjunto de fírmulas Γ si toda valuaciín que 
satisface a todas las fíormulas de Γ satisface tambiíen a A. Lo denotamos: 
Γ ⅛ A.

El siguiente es un teorema de correccioín cuya demostraciíon es de rutina:

Teorema 11.2.10. Sean Γ ⊆ FBαl, A ∈ FBal. Entonces, para F = Z, Q, R,

Γ - A implica Γ ⅛ A.

La recíproca, es decir, la completud, vale para el caso en que Γ es finito 
(en particular, vacío).

Teorema 11.2.11. Sea Γ U {A} un conjunto finito de fórmulas de Bal. 
Entonces, para F = Z, Q, R,

Γ - A si y solo si Γ ⅛ A.

11.3. Conos, ¿-grupos y sus lógicas

Hemos visto como el cono positivo de un ¿-grupo determina su orden. 
La relaciín entre conos y ¿-grupos es mas profunda. Dado un cono P, pode-
mos obtener un ¿-grupo G tal que G+ = P. Dado un ¿-grupo, obviamente 
sus elementos positivos determinan un cono. De hecho, podemos extender la 
correspondencia entre conos y ¿-grupos de manera de obtener una equivalen-
cia categorial. Pero ¿quí es, en realidad, un cono? El cono “emblemítico” 
estía dado por los nuímeros naturales con las operaciones de suma y dife-
rencia truncada, segun veremos. Podemos caracterizar los conos de ¿-grupos 
como BCK-algebras cónicas, que definiremos en seguida. Estas algebras son 
tambiín conocidas como hoops cancelativos (ver [24]).

Definición 11.3.1. Una BCK-ólgebra cónica es un sistema (M, *, o, 0) que 
satisface las siguientes identidades:



11.3. CONOS, ¿-GRUPOS Y SUS LOGICAS 337

(Y3) x * x = 0

(Y4) x*0= x

(Is) (x * y) * z = x * (y o z)

(P1) x o (y * x) = y o (x * y)

(P2) x = (x o y) * y

Se puede probar que para cada y fijo, la operaciín f (u) = y o u es adjunta 
de g(v) = v * y, es decir que

x ≤ y o z si y solo si x * y ≤ z.

En cada BCK-ílgebra cínica valen:

(Y1) (x * y) * z = (x * z) * y

(Y2) x * (x * y) = y * (y * x).

Dado que se cumplen (Y1), ..., (Y4), el reducto (M, *, 0) de toda BCK- 
ílgebra cínica es una BCK-ílgebra conmutativa (ver 9.1.3 en el Capítulo 9). 
Luego, puede probarse que tiene un orden con primer elemento 0 dado por

x ≤ y si y solo si x * y = 0

y existe el ínfimo de cada par de elementos.
Ademías, una BCK-íalgebra cíonica es un monoide conmutativo con respec-

to a la operacioín o. Es tambiíen un retículo con las operaciones V, Λ dadas 
por:

x Λ y = x * (x * y), x V y = x o (y * x).

La operacioín o preserva el orden.

Observación 11.3.2. La variedad de las BCK-ílgebras conicas estí gene-
rada por (N, *, o, 0), donde las operaciones son:

x * y := (x — y) V 0, x o y := x + y, 0 := 0.

Existe una equivalencia categorial entre la categoría de las BCK-algebras 
conicas y la categoría de los ¿-grupos (ver [28, Thm. 2.1]).

La equivalencia puede definirse, por ejemplo, de la manera que se muestra 
en los siguientes teoremas (ver [96]). Llamaremos cBCK y LG a las categorías 
de BCK-algebras cínicas y de ¿-grupos respectivamente.
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Teorema 11.3.3. Sea (M, *, o, 0) una BCK-algebra cónica. Sea

K(M) = {(x,y) ∈ M × M : x Λ y = 0}

y definamos en K(M) las siguientes operaciones:

(x, y) + (u, v)

—(x,y)
0

(x, y) V (z, t)
(x, y) Λ (z, t)

= ((x o u) * (y o v), (y o v) * (x o u))

= (y,x)
= (0,0),
= (x v  z,y λ  Q,
= (x Λ z, y V t).

Entonces, el sistema (K(M), +, V, Λ, —, 0) es un ¿-grupo. Dado un morfismo 
f : M —— N, K(f) es un morfismo de ¿-grupos K(f) : K(M) —— K(N), 
siendo K(f) la restricción a K(M) de f × f. Entonces, K es un funtor cBCK 
en LG.

Teorema 11.3.4. La correspondencia ( )+ que asigna a cada ¿-grupo G su 
cono positivo y a cada morfismo de ¿-grupos su restricción al cono positi-
vo es un funtor de LG en cBCK. Los funtores K y ( )+ determinan una 
equivalencia categorial dada por las equivalencias naturales

s : 1c bck  ≈ ( )+ o K, t : K o ( )+ ≈ 1£G

definidas, para cada BCK-algebra cónica M y cada ¿-grupo G, por:

s(M)(x) = (x, 0), t(G)(x,y) = x — y.

La Logica conica
Definiremos ahora la B-C-K-logica conica Co asociada a los conos.

Lenguaje

Los conectivos son — y o.

Axiomas

(B)

(C)

(A — B) — ((C — A) — (C — B)).

(A — (B — C)) — (B — (A — C)).

(K) A — (B — A).
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( 5 1) A  —  ( B —  ( A o  B)).

( S 1') ( B —  ( A o  B))  —  A.

( 5 2) ( A —  ( B —  C))  —  (( A o  B)  —  C).

( S 2') (( A o  B)  —  C)  —  ( A —  ( B —  C)).

( S u) ( Ao  ( A —  B))  —  ( Bo  ( B —  A)).

R e gl as

L a  uí ni c a  r e gl a es M o d us  P o n e ns.

T e o r e m a  1 1. 3. 5.  El  sist e m a C o  es al g e briz a bl e  y l a v ari e d a d d e  l as B C K-  

a al g e br as  c a o ni c as es s u s e m a a nti c a al g e br ai c a  e q ui v al e nt e.

T e o r e m a  1 1. 3. 6.  S e a  F C o  el c o nj u nt o  d e  l as f ór m ul as d e  C o,  s e a l a r el a ci ó n  

≡  d efi ni d a  e n  F C o  p or

A  ≡  B  si y s ol o si -  A  —  B  , -  B  —  A.

El  sist e m a F C o  =  ( FC o /= ; * , o , O ) es u n a  B C K- ól g e br a  c ó ni c a, si e n d o

|A | o  |B | =  |A  o  B | , |A | *  |B | =  |B  —  A | , O  =  |A  —  A | .

D efi ni e n d o  N- v al u a ci o n es  d e  l a m a n er a  us u al,  o bt e n e m os  el  si g ui e nt e t e o-

r e m a d e  c o m pl et u d.

T e o r e m a  1 1. 3. 7. -  A  si y s ol o si ⅛  A.

Ot r a  l o gi c a p a r a  l os ¿ - g r u p os

V a m os  a  d efi nir  a h or a  el  sist e m a d e d u cti v o  B al o  e q ui v al e nt e  a  B al  y  c u y as  

f oír m ul as p ositi v as s atisf a c e n l os a xi o m as d e  C o . El  c o n e cti v o a di ci o n al o  

r e pr es e nt a l a s u m a. Est e  h e c h o,  j u nt o c o n  l os a xi o m as  c orr es p o n di e nt es  h a c e  

q u e  el aíl g e br a d e  Li n d e n b a u m  d e  B al o s e a u n  gr u p o.  A d e mí as,  l os a xi o m as  

( S 1) y ( S 2) d es cri b e n  l a a dj u n cií n e ntr e —  ( dif er e n ci a) y  o  (s u m a). L os  

a xi o m as (I no ) y ( S uo ) n os  p er mit e n  d efi nir  r es p e cti v a m e nt e el í nfi m o y  el  

s u pr e m o, l o q u e  n os  c o m pl et a l a estr u ct ur a  d e  ¿- gr u p o e n F B al ∕ ≡, si e n d o 

F B αl o el c o nj u nt o  d e  fír m ul as d e  B al o .

L e n g u aj e

El  l e n g u aj e d e  B al o  est a  d a d o  p or  l os c o n e cti v os — , o ,+ .



340 CAPITULO 11. ¿-GRUPOS Y SU LOGICA

Axiomas

(B) (A — B) — ((C — A) — (C — B)).

(C) (A — (B — C)) — (B — (A — C)).

(N) ((A — B) — B) — A.

(Ko) (B — (A+ — B))+.

(Ino) ((A — B)+ — B) — ((B — A)+ — A)

(S1) A — (B — (A o B)).

(S2) (A — (B — C)) — ((A o B) — C).

(Suo) ((A — B)+ o A) — ((B — A)+ o B).

Reglas

(MP)
A , A — B

(G)
A, B 

A — B ,
B,

(PI)
A

(MI)
(A — B)+

A+ , (A+ — B+)+

En primer lugar, si traducimos A o B := (A — 0) — B, siendo la abre-
viatura 0 = C — C, podemos probar que Bal y Balo tienen los mismos 
teoremas.

Teorema 11.3.8. Todo teorema de Bal es un teorema de Balo y recíproca-
mente.

Veamos los resultados respecto al ílgebra de Lindenbaum de Balo.

Teorema 11.3.9. El sistema (Fsαl≡/=, +, —, O) es un grupo abeliaño, con 
operaciones definidas por:

|A| + |B| = |A o B|

O = |0|

— |A| = |A — 0|.
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Teorema 11.3.10. El sistema (FBalo/ =, +, —, O, ®) es un grupo ordenado, 
donde ® se define por

|A| A |B| si y solo si - (B — A)+.

Teorema 11.3.11. El sistema (FBalo/=, +, —, O, V, Λ) es un ¿- grupo, siendo

|A| V|B| = |(A — B)+| + |A|

|A| Λ |B| = |(A — B)+| — |A|.

Inmersion de Co en Balo
Vamos a mostrar que la loígica cíonica Co puede ser sumergida en la líogica 

Balo de manera que los teoremas de Co sean teoremas de Balo, siempre que 
la implicaciíon en Co sea interpretada en Balo por la implicaciíon positiva —+— 

y la “suma” o de Co sea interpretada por el conectivo •. En particular se 
prueban los axiomas de Co.

Lema 11.3.12. Los siguientes son teoremas de Balo, siendo A ——— B una 
abreviatura de (A+ — B+)+ y A • B una abreviatura de (A+ o B+)+:

(C+) (A ——— (B —— C)) —— (B ——— (A —— C)).

(B+) (A —— B) ——— ((B ——— C) —— (A ——— C)).

(K+) A —— (B ——— A).

(S1+) A ——— (B ——— (A • B)).

(S1'+) (B ——— (A • B)) ——— A.

(S2+) (A ——— (B ——— C)) ——— ((A • B) ——— C). 

(S2'+) ((A • B) ——— C) ——— (A —— (B ——— C)). 

(Su+) (A • (A —— B)) ——— (B • (B ——— A)).

Ademas, la siguiente es una regla de Balo:

(MP+)
A+ , A ——— B 

B+

Definicion 11.3.13. Sea A una fírmula de Co. La '-traduccion A1 de A es 
una foírmula de Balo definida recursivamente como sigue:
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1. Si A es una variable proposicional p, entonces A1 es p+.

2. Si A es de la forma B — C, entonces A1 es B' —— C'.

3. Si A es de la forma B o C, entonces A' es B' • Cl.

De manera similar definimos la "-traduccion de una formula A de Co, cam-
biando p+ por (p — 0)+ en el ítem 1 y ' por " en los lugares apropiados.

Observemos que la '-traducciín del axioma (X) de Co es el teorema (X+) 
de Balo.

Una fírmula A de Balo se llamara positiva si A ≡ A+.
En el siguiente teorema llamaremos Γ+ al siguiente conjunto de teoremas 

de Balo: (B+), (C+),..., (Su+).

Teorema 11.3.14. Sea A una fórmula de C o. Si FCo A entonces Γ+ FBαlo A'. 
Sea B una fórmula de Balo tal que Γ+ FBalo B. Entonces existe una deducción 
de B que usa solo (MP+). En particular, si B es de la forma A', entonces 
FCo A.

Descomposicion de formulas de Balo en formulas de Co
Se puede probar que para una fírmula B de Balo existen fírmulas de Co 

que determinan B.
Descibiremos la situaciíon para el caso maís simple que es el de foírmulas de 

una variable. En ese caso, el ílgebra de Lindenbaum FBαlo/= esta libremente 
generada por | p| .

Se sabe que el ¿-grupo libre con un generador g es isomorfo a Z × Z y 
el isomorfismo esta dado por: g — (1, —1). En la Figura 11.2 se muestra 
este grupo. Puede verse allí que todo elemento t del cono positivo es de 
la siguiente forma: t = rg+ V sg- = rg+ + sg-, con r, s positivos. Luego, 
todo elemento x del grupo puede descomponerse como: x = x+ — x- = 
(rg+ V sg-) — (mg+ V ng-), con r, s,m,n positivos. Esta intuiciín se ve 
confirmada por el siguiente resultado.

Teorema 11.3.15. Sea Gg el ¿-grupo libre con un generador g. Entonces, 
para todo t ∈ Gg existen enteros r, s tales que t = rg+ + sg- = rg+ V sg-. 
La descomposición es unica. Si t ≥ 0, entonces r, s ≥ 0.

Teorema 11.3.16. Dada una fórmula A de Balo con una variable p existen 
enteros r, s tales que A es equivalente a r p+ o s (p — 0)+ . Si A es
equivalente a u p+ o v (p — 0)+ entonces r = u y s = v.
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Figura 11.2: ¿-grupo libre con 1 generador

Demostración. Es consecuencia del Teorema 11.3.15 aplicado a FBalo/=. □

Debido a la equivalencia categorial entre los ¿-grupos y las BCK-algebras 
conicas (ver Teorema 11.3.4), FBalo/= es isomorfo a K((FBalo/=)+). Enton-
ces, todo elemento de FBalo /= puede ser pensado como un par de elementos 
positivos (|B|, |C|) tales que |B| Λ |C| = 0. Es decir que toda la informa- 
ciín acerca del ¿-grupo FBalo /= estí contenida en su cono positivo. Luego, 
es suficiente focalizar nuestra atencioín en las fíormulas positivas de Balo.

Corolario 11.3.17. Sea A una fórmula positiva de Balo con una variable. 
Existen dos fórmulas B y C de Co con una variable tal que A es equivalente 
a Bl o C", siendo Bl la 1 -traducción de B y C" la "-traducción de C. Ademas, 
|B'| Λ |C"| = O.
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Capítulo 12

Retículos residuados 
conmutativos

En este capítulo veremos que las ílgebras que hemos estudiado en capítu-
los anteriores pueden ponerse en un marco comuín. Las íalgebras de Boole, las 
ílgebras de Heyting, las MV-ílgebras y los l-grupos se pueden pensar como 
casos particulares de ílgebras que se denominan retículos residuados conmu-
tativos. Vamos a estudiar algunas de sus propiedades, en particular daremos 
una descripciíon de las congruencias. Nuestra intenciíon es hacer una intro- 
ducciíon elemental a la teoría de retículos residuados conmutativos. Para este 
propíosito nos basaremos principalmente en el artículo [58] de Constantine 
Tsinakis.

En las primeras tres secciones abordaremos resultados generales. En la 
cuarta secciíon nos referiremos al aspecto loígico desde la perspectiva de las 
logicas subestructurales. Como ejemplo importante, en la quinta y ultima 
secciín trataremos la logica bísica, sus ílgebras asociadas (las BL-algebras) 
y su relacioín con las MV-íalgebras.

12.1. Introduccion y resultados basicos

Comenzaremos dando la definiciín de retículo residuado conmutativo.
Como en otros casos, a menudo denotaremos (ver Observaciín 1.3.3) a un 

retículo residuado conmutativo mencionando solo su conjunto subyacente.

Definicion 12.1.1. Un retículo residuado conmutativo, c.r.l. para abreviar, 
es un ílgebra (A, Λ, V, ∙, —,e) de tipo (2, 2, 2, 2, 0) tal que satisface las si-
guientes condiciones:

1. (A, ∙, e) es un monoide conmutativo.

345
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2. (A, Λ, V) es un retículo.

3. Para cada x, y, z ∈ A vale que x • y ≤ z si y solo si x ≤ y — z.

La operacion • se llama multiplicación, y la operacion — se llama im-
plicación . Si el poset asociado al retículo (A, Λ, V) tiene ultimo elemento 1, 
siendo 1 = e, se dice que el c.r.l. es integral. Tambiín se dice que la impli- 
caciíon es el residuo de la multiplicaciíon con respecto al orden asociado al 
retículo (A, Λ, V). Ademís se verifica la siguiente condiciín:

x ≤ y si y solo si e ≤ x — y.

Si el c.r.l. considerado es integral, entonces tenemos que

x ≤ y si y solo si x — y = 1.

Casi todas las aílgebras que hemos considerado en este libro pueden pen-
sarse como casos particulares de retículos residuados conmutativos, por ejem-
plo:

(i) Si (A, Λ, V, —, 0,1) es un ílgebra de Heyting, definiendo • = Λ tenemos
que (A, Λ, V, •, —, 1) es un c.r.l. integral. En particular, toda ílgebra de 
Boole es un c.r.l. integral.

(ii) Si (A, φ, —, 0) es una MV-ílgebra, (A, Λ, V, Θ, —, 1) es un c.r.l. integral,
en donde las operaciones de ínfimo y supremo son las asociadas al orden 
parcial definido sobre MV-algebras. De manera alternativa, si (A, —, 1) 
es una W-ílgebra entonces (A, Λ, V, Θ, —, 1) es un c.r.l., en donde como 
antes las operaciones de ínfimo y supremo se definen a partir del orden 
parcial definido en la W-ílgebra.

(iii) Sea (G, +, —, V, Λ, 0) un l-grupo. Definimos • = +, y — como x — y = 
y — x. Luego (A, Λ, V, •, —, 0) es un c.r.l. (no necesariamente integral).

Podríamos hacernos la siguiente pregunta:

¿Quíe nos dice la condiciíon x • y ≤ z si y solo si x ≤ y — z para cada x, y, z?

Mías específicamente, ¿puede esta condicioín ser expresada de un modo 
distinto? La respuesta es afirmativa, y es lo que haremos a continuaciíon.

Si • es una operacion binaria conmutativa sobre un poset (A, ≤) entonces 
definimos al conjunto Ex,y = {z ∈ A : x • z ≤ y}.

Teorema 12.1.2. Supongamos que tenemos un poset (A, ≤) y una operación 
binaria • que es conmutativa. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(I) Existe una operacion binaria — que cumple la condicion x ∙ y ≤ z si y
solo si x ≤ y — z para todo x, y, z ∈ A.

(II) Valen las siguientes dos condiciones:

(a) La operacion ∙ es monotona. Es decir, si x, y, z ∈ A y x ≤ y 
entonces x ∙ z ≤ y ∙ z.

(b) Para cada x,y ∈ A existe el maximo del conjunto Ex,y, siendo 
x — y = max Ex,y.

Demostracion. Supongamos primero que existe una operacioín binaria — que 
satisface x∙ y ≤ z si y solo si x ≤ y — z para todo x, y, z ∈ A. Sean x, y, z ∈ A 
tales que x ≤ y. Luego y ≤ z — (y ∙ z) porque y ∙ z ≤ y ∙ z. Luego se sigue que 
x ≤ z — (y ∙ z). De esto se deduce que x ∙ z ≤ y ∙ z. Luego vale la condiciín 
(a). Para probar la otra condicioín, notemos primero que x ∙ (x — y) ≤ y 
porque x — y ≤ x — y. Luego x — y ∈ Ex,y. Veamos ahora que x — y es el 
maximo de este conjunto. Sea z ∈ Ex,y, es decir, z ∙ x ≤ y. Luego z ≤ x — y. 
Por ende, x — y = míxEx,y, que es la condition (b).

Recíprocamente, supongamos que se cumple que ∙ es moníotona y que 
para cada x,y ∈ A existe el míximo de Ex,y. Definamos — como x — y = 
max Ex,y. Sean x, y, z ∈ A tales que x ∙ y ≤ z. Luego x ∈ Ey,z. Como y — z 
es el maximo de Ey,z tenemos que x ≤ y — z. Finalmente asumamos que 
x ≤ y — z. Luego x ∙ y ≤ y ∙ (y — z). Como y — z ∈ Ey,z tenemos que 
y ∙ (y — z) ≤ z. Por lo tanto x ∙ y ≤ z. □

Notemos que en el caso de retículos se cumple que si x ≤ y entonces 
x Λ z ≤ y Λ z. Luego, dado un retículo tenemos que la condiciín x Λ y ≤ z 
si y solo si x ≤ y — z para todo x, y, z es equivalente a que para todo x, y 
exista el míximo del conjunto {z : z Λ x ≤ y}, siendo x — y = míx{z ∈ A : 
x ≤ y — z}. En particular, recuperamos la caracterizaciín que dimos en el 
Capítulo 3 para las aílgebras de Heyting.

Corolario 12.1.3. Sea (A, Λ, V, ∙, —, e) un algebra de tipo (2, 2, 2, 2, 0). Lue-
go (A, Λ, V, ∙, —, e) es un c.r.l. si y solo si (A, Λ, V) es un retículo, (A, ∙,e) 
es un monoide conmutativo, ∙ es monotona y para cada x, y ∈ A existe el 
maximo de Ex,y, siendo x — y = max Ex,y.

La condicioín x∙ y ≤ z si y solo si x ≤ y — z para todo x, y, z ∈ A tambiíen 
puede ser reemplazada por ecuaciones, como veremos a continuaciíon.

Teorema 12.1.4. Sea (A, Λ, V, ∙, —, e) un algebra de tipo (2, 2, 2, 2, 0) tal que 
(A, ∙,e) es un monoide conmutativo y (A, Λ, V) es un retículo.

Luego la condicion x ∙ y ≤ z si y solo si x ≤ y — z para cada x, y, z ∈ A 
equivale a que se cumplan las siguientes condiciones para cada x, y, z ∈ A:
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(a) x • (y V z) = (x • y) V (x • z),

(b) x — (y Λ z) = (x — y) Λ (x — z),

(c) x • (x — y) ≤ y,

(d) y ≤ x — (x • y).

Demostracióon. Supongamos primero que x • y ≤ z si y solo si x ≤ y — z 
para cada x, y, z ∈ A. Es inmediato que se satisfacen los ítems (c) y (d). 
Para probar (a), sean x, y, z ∈ A. Debemos ver que x • (y V z) es el supremo 
de {x • y, x • z}. Usando que • es monoítona, que y ≤ y V z y que z ≤ y V z 
obtenemos que x • y ≤ x • (y V z) y x • z ≤ x • (y V z). Luego x • (y V z) es 
cota superior de {x • y, x • z}. Para probar que es la menor cota superior de 
dicho conjunto, sea w ∈ A tal que x • y ≤ w y x • z ≤ w. Luego y ≤ x — w 
y z ≤ x — w. Por esto, y V z ≤ x — w, es decir, x • (y V z) ≤ w. Luego 
x • (y V z) = (x • y) V (x • z) y por ende vale la condicion (a). La condiciín 
(b) se prueba anaílogamente.

Recíprocamente, supongamos que se cumplen los ítems (a), (b), (c) y 
(d). Notemos que (a) implica que • es monítona, y (b) implica la siguiente 
propiedad, a la cual llamaremos (PI): si x ≤ y entonces z — x ≤ z — y. 
Veamos que si x • y ≤ z entonces x ≤ y — z. Sea x • y ≤ z. Luego por 
(d) y por (PI) deducimos que x ≤ y — (x • y) ≤ y — z, por lo cual 
x ≤ y — z. Supongamos ahora que x ≤ y — z. Luego por (c) tenemos que 
x • y ≤ y • (y — z) ≤ z. Por lo tanto, x • y ≤ z. □

Corolario 12.1.5. La clase de retículos residuados conmutativos es una va-
riedad.

Observación 12.1.6. La variedad de ílgebras de Heyting puede pensarse 
como una subvariedad de la variedad de c.r.l.s (abreviacioín para referirnos 
a los retículos residuados conmutativos) si consideramos a un íalgebra de 
Heyting como un algebra: (A, Λ, V, Λ, —, 1). Podemos proceder anílogamente 
para los casos de MV-ílgebras (o W-algebras) y l-grupos. Resumiendo: la 
variedad de íalgebras de Boole, la variedad de íalgebras de Heyting, la variedad 
de MV-ílgebras (o W-ílgebras) y la variedad de l-grupos pueden pensarse 
como subvariedades de la variedad de los c.r.l.s. Estas no son las unicas 
subvariedades de la variedad de c.r.l.s., aunque no abordaremos ese problema 
en este libro. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, el libro [43].

A continuaciíon enunciaremos un lema cuya demostracioín se deja como 
ejercicio para el lector.
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Lema 12.1.7. En cada c.r.l. valen las siguientes propiedades:

1. e — x = x.

2. Si x ≤ y entonces x ∙ z ≤ y ∙ z, z — x ≤ z — y, y — z ≤ x — z.

3. (x ∙ y) — z = x — (y — z) = y — (x — z).

4. (x V y) — z = (x — z) Λ (y — z).

5. (x — y) ∙ (y — z) ≤ x — z.

6. Si el c.r.l. considerado es integral entonces x ∙ y ≤ x y x ∙ y ≤ x Λ y.

Residuos como adjunciones
A continuacioín daremos la explicaciíon que prometimos en el Capítu-

lo 8, 8.1.8. La misma puede ampliarse consultando [50] o [73].
Consideremos dos categorías C y D, y dos funtores F : C —— D y G : 

D —— C. Sean X un objeto de C e Y un objeto de D. Luego F(X) es un 
objeto en D y G(Y) es un objeto en C.

Figura 12.1: Adjuncion

La adjunciín se da entre F y G cuando a cada morfismo g : F (X) —— Y 
le corresponde un y solo un morfismo f : X —— G(Y) y recíprocamente, es 
decir, si para cada X y para cada Y hay una biyecciín tXY entre el conjunto 
D(F(X), Y) de morfismos en D de F(X) en Y y el conjunto C(X, G(Y)) de 
morfismos en C de X en G(Y):

tχγ : D(F(X), Y) —— C(X, G(Y)). (1)

Se pide ademís que la biyecciín tXY sea “natural en X y en Y ”, es decir, que, 
para cada X fijo (respectivamente para cada Y fijo), tXY sea una transforma- 
ciín natural. Se dice entonces que F es adjunto a izquierda de G (notaciín: 
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F H G) y que G es adjunto a derecha de F (notaciín: G - F). Se indica 
tambiíen esta situaciíon esquemíaticamente como:

F (X) —— Y 
X —— G(Y).

Podemos explicitar la condiciín de que, para cada Y fijo, sea tχγ “natural 
en X” de la siguiente manera. Dado un morfismo h : X' —— X, se tiene el 
siguiente diagrama conmutativo:

F (X')

F (h)

F (X)-→ Y

La condicioín de naturalidad mencionada se traduce entonces diciendo que 
el siguiente diagrama tambiíen debe ser conmutativo:

X1
h

tχ'γ (9°F (h))

X —t G(y  )tχγ(g) 8 7

O sea, debe ser:
tχ'γ(g o F(h)) = tχγ(g) o h.

Se tiene una condiciíon aníaloga para la naturalidad en Y con un X fijo.

Interesa en particular la situaciín en (1) cuando Y = F(X) y el morfismo 
considerado es la identidad en F(X). A esta le corresponde un morfismo 
ηχ : X —— G(F(X)) (llamado la unidad de la adjuncion en X) que cumple 
la siguiente propiedad universal: Dado g : X —— G(Y) existe un unico 
f : F(X) —— Y tal que G(f) oηχ = g. Esto dice que η es una transformacion 
natural de 1C en G o F.

En forma dual, si tomamos X = G(Y) obtendremos la counidad ε que 
tiene la propiedad universal: para toda f : F(X) —— Y hay exactamente un 
morfismo g : X —— G(Y) tal que εγ o F(g) = f.

Las transformaciones naturales η y ε relacionan los funtores 1C con G o F 
y F o G con 1D respectivamente. Si cada ηχ y cada εγ es un isomorfismo, 
entonces la adjunciín es lo que hemos visto en el Capítulo 6 como equivalencia 
categorial.
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Ejemplos 12.1.8.

1. El funtor “de olvido” (el que se olvida de la estructura), por ejemplo 
de la categoría de grupos en la categoría de conjuntos, es adjunto del 
funtor “de libertad”, que asocia a cada conjunto la estructura libre 
generada por íel.

2. Es particularmente importante el ejemplo de funtores adjuntos entre 
categorías constituidas por conjuntos ordenados.

Un conjunto ordenado (P, ≤) puede ser considerado una categoría, to-
mando como objetos los elementos de P. Diremos que existe un mor-
fismo entre los elementos pi y p2 de P si pi ≤ p2. Dado otro conjunto 
ordenado (Q, ≤), un funtor de P en Q se define como una funciín que 
preserva el orden. Entonces, una funciín g : Q —— P es adjunta a 
derecha de una f : P —— Q si se cumple que

p —— g(q)
f (p) —— q,

es decir si para todo p ∈ P, q ∈ Q:

p ≤ g(q) si y solo si f (p) ≤ q.

3. Como caso particular del anterior tenemos la adjunciíon entre una ope- 
raciín binaria * y su residuo, segun se detalla a continuaciín.

En general, se dice que una operaciín binaria conmutativa * : A × A — 
A definida sobre un conjunto ordenado (A, ≤) se dice que es residuada, 
si existe una operaciíon binaria —: A × A — A para la cual

a * b ≤ c si y solo si b ≤ a — c.

En tal caso diremos que (A, ≤) es un conjunto ordenado residuado bajo 
la multiplication *, y la operaciín — serí su residuo . Ademas, para 
cada x, y ∈ A, tenemos que se verifica que x — y = míax{z ∈ A : 
z * x ≤ y}.

Las funciones que intervienen en la adjunciín (que se da para cada 
elemento a) son fa(b) = a * b, ga(c) = a — c. Es decir que:

b —— g«(c)
fa(b) ----— c,

o tambiíen
b ≤ ga(c)
fa(b) ≤ G
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12.2. Congruencias
Ya hemos visto, a lo largo de este libro, que para ciertas variedades con-

cretas es muy importante tener una descripcioín de las congruencias de sus 
miembros ya que esto es uítil para obtener informacioín importante sobre 
dicha variedad. Muchos de los resultados que vimos que involucran a las con-
gruencias pueden ser dados para variedades arbitrarias. Surge naturalmente 
la siguiente pregunta:

¿Quí podemos decir acerca de las congruencias de un c.r.l. dado?

Antes de responder a esa pregunta, recordemos lo que sucede con las aílgebras 
que venimos estudiando. En el caso de las íalgebras de Heyting, las congruen-
cias estaín en correspondencia con los filtros, lo mismo que sucede para el 
caso de las íalgebras de Boole.

Sea (A, Λ, V, •, —, e) un c.r.l. En este contexto (y en lo que sigue) diremos 
que un subconjunto no vacío F de A es un filtro si F es creciente y para 
cada x, y ∈ F tenemos que x • y ∈ F. Notemos que esta definiciíon extiende 
la nocioín de filtro que dimos para el caso de íalgebras de Heyting.

En el caso de una MV-íalgebra, vimos que las congruencias estaín en co-
rrespondencia con los ideales (segun la definiciín de ideales que dimos para 
las MV-ílgebras). A su vez, los ideales estín en correspondencia con los fil-
tros. Es decir, las congruencias de una MV-aílgebra estían en correspondencia 
con los filtros. La biyecciín entre ideales y filtros esta dada por I — — I, 
donde —I lo definimos como {—x : x ∈ I} (probarlo).

En el caso de ¿-grupos ya se encuentran algunas diferencias: en este caso 
las congruencias van a estar en correspondencia con los ¿-subgrupos convexos 
o ¿-ideales, como fue probado en el Teorema 11.1.18 del Capítulo 11.

Veremos que en el caso de un c.r.l. arbitrario las congruencias estan en 
correspondencia con las subíalgebras convexas.

Definición 12.2.1. Un subconjunto H de un c.r.l. A es una subalgebra de A 
si H es cerrado con respecto a las operaciones definidas en A (ver Capítulo 1, 
Secciín 3). Diremos que un subconjunto H de A es convexo si se verifica 
que para x, y, z ∈ A tales que x, z ∈ H y x ≤ y ≤ z vale que y ∈ H. 
Diremos que H es una subóalgebra convexa de A si H es una subaílgebra y H 
es convexo. Escribiremos Subc(A) para el conjunto de subalgebras convexas 
de A. Escribiremos Con(A) para el conjunto de congruencias de A.

En esta secciín veremos que hay una biyeccion entre Con(A) y Subc(A). 
Para llegar a nuestro objetivo debemos probar antes algunos lemas tíecnicos 
que involucran congruencias y subíalgebras convexas.
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L e m a  1 2. 2. 2.  S e a  A  u n  r etí c ul o y  θ u n a  c o n gr u e n ci a. P ar a  c a d a  x  ∈  A  el  

c o nj u nt o  x∕ θ  es c o n v e x o. M as  a u n,  si A  es u n  c.r.l. e nt o n c es el c o nj u nt o  e∕ θ  

es u n a  s u b al g e br a c o n v e x a.

D e m ostr a ci á n.  S e a n  A  u n  r etí c ul o e  y,  z  ∈  x∕ θ.  S u p o n g a m os  q u e  y  ≤  w  ≤  z,  

p ar a  w  ∈  A.  C o m o  ( y, z) ∈  θ  t e n e m os q u e  ( y V  w,  z  V  w)  ∈  θ.  P er o  w  =  y  V  w 

y  z =  w  V  z. L u e g o  ( w, z) ∈  θ. P or  si m etrí a y  tr a nsiti vi d a d d e  θ s e ti e n e 

q u e  w  ∈  x∕ θ.  S u p o n g a m os  a h or a  q u e  A  es u n  c.r.l. P or  l o q u e  a c a b a m os d e  

d e m ostr ar  s a b e m os q u e  e∕ θ  es  u n  c o nj u nt o  c o n v e x o.  Es  i n m e di at o pr o b ar  q u e  

e∕ θ  es s u bíl g e br a d e  A.  □

S e a n  x,  y  ∈  A.  D efi ni m os

s( x,  y)  =  ( x —  y)  Λ  ( y —  x)  Λ  e.

L e m a  1 2. 2. 3.  S e a n  A  u n  c.r.l. y  θ  ∈  C o n( A) . L u e g o

(s( x, y),  e) ∈  θ si y s ol o si (( x —  y)  Λ  e,  e) ∈  θ y (( y —  x)  Λ  e,  e) ∈  θ.

D e m ostr a ci o n.  S u p o n g a m os  q u e  (s( x, y),  e) ∈  θ. L u e g o

(s( x, y)  V  (( x —  y)  Λ  e) ∈  θ,

(( x —  y)  Λ e)  V  e) ∈  θ.

P er o  s( x,  y)  V  (( x —  y)  Λ  e) =  ( x —  y)  Λ  e y  (( x —  y)  Λ  e)  V  e =  e, p or  l o c u al  

(( x —  y)  Λ  e,  e) ∈  θ. P or  l a mis m a  r a z oí n s e ti e n e q u e  (( y —  x)  Λ  e,  e) ∈  θ.  

L a  r e cí pr o c a es i n m e di at a. □

S a b e m os  q u e  e n c a d a c.r.l. v al e  q u e  x  ≤  y  si y  s ol o si e ≤  x  —  y.  Est a  

pr o pi e d a d  i m pli c a q u e

x  =  y si y  s ol o si s( x,  y)  =  e.

Est e  h e c h o  s e p u e d e  g e n er ali z ar,  c a m bi a n d o  l a c o n gr u e n ci a  d a d a  p or  l a r el a- 

cií o n =  p or  u n a  c o n gr u e n ci a  ar bitr ari a.  Est o  es  j ust a m e nt e l o q u e  h ar e m os  a  

c o nti n u a cií o n.

L e m a  1 2. 2. 4.  S e a n  A  u n  c.r.l. y θ  ∈  C o n( A) . L u e g o  ( x, y) ∈  θ si y s ol o si 

(s( x, y),  e) ∈  θ .

D e m ostr a ci o n.  S u p o n g a m os  q u e  ( x, y) ∈  θ. L u e g o  ( x —  x,  x  —  y) ∈  θ y 

( y —  x,  y  —  y)  ∈  θ.  D e  est o  s e d e d u c e  q u e  (s( x, y),  ( x —  x) Λ ( y —  y) Λ e) ∈  θ.  

P er o  e ≤  x  —  x  y  e ≤  y  —  y.  L u e g o  (s( x, y),  e) ∈  θ.

R e cí pr o c a m e nt e,  s u p o n g a m os q u e  (s( x, y),  e) ∈  θ. L u e g o  ( x ∙ s( x,  y),  x)  ∈  

θ, ( y ∙ s( x,  y),  y)  ∈  θ. S e a n  a  =  x  ∙ s( x,  y)  y  b  =  y  ∙ s( x,  y).  Es  i n m e di at o q u e  

a  ≤  y  y  b  ≤  x,  es d e cir,  a  =  a  Λ  y  y  b  =  b  Λ x.  P er o  ( a, x)  ∈  θ  y  ( b, y)  ∈  θ,  

p or  l o c u al ( a Λ  y,  x  Λ  y)  ∈  θ  y  ( b Λ  x,  y  Λ  x)  ∈  θ,  es d e cir,  ( a, x  Λ  y)  ∈  θ  y 

( b, x  Λ  y)  ∈  θ.  P or  l o t a nt o ( a, b)  ∈  θ,  y  p or  e n d e ( x, y)  ∈  θ.  □
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Sea A un c.r.l. y H ∈ Subc(A). Definimos

Θh  = {(x,y) ∈ A × A : x • z ≤ y y y • z ≤ x para cierto z ∈ H}.

Para cada x ∈ A y n ∈ N definimos x0 = e y xn+1 = x • xn.

Lema 12.2.5. Sean A un c.r.l. y H ∈ Subc(A). Luego Θh  ∈ Con(A).

Demostración. Es sencillo probar que Θh  es una relacion de equivalencia. 
Veamos que θ es una congruencia. Sean (x,y) ∈ Θh  y (z,w) ∈ Θh . Luego 
existen a,b ∈ H tales que x • a ≤ y, y • a ≤ x, z • b ≤ w y w • b ≤ z. Sea 
c = a Λ b. Este elemento pertenece a H y verifica que x • c ≤ y, y • c ≤ x, 
z • c ≤ w y w • c ≤ z. Notemos tambiín que c2 ∈ H. Luego (x • z) • c2 ≤ y • w, 
(y • w) • c2 ≤ x • z, (x V z) • c ≤ y V w e (y V w) • c ≤ x V z. Por esta razín se tiene 
que (x • z, y • w) ∈ Θh  y (x V z, y V w) ∈ Θh  . Para probar que (x Λ z, y Λ w) ∈ Θh  , 
notemos que x ≤ c — y y z ≤ c — w. Luego

x Λ z ≤ (c — y) Λ (c — w) = c — (y Λ w).

De igual modo obtenemos que yΛw ≤ c — (xΛz). Es decir, (xΛz) • c ≤ yΛw, 
(y Λ w) • c ≤ x Λ z. De este modo tenemos que (x Λ z,y Λ w) ∈ Θh . Solo 
resta probar que (x — z,y — w) ∈ Θh . Como y • c ≤ x tenemos que 
(y• c) • (x — z) ≤ z. Luego (y• c2) • (x — z) ≤ w, es decir, c2 • (x — z) ≤ y — w. 
De igual modo tenemos que c2 • (y — w) ≤ x — z. Por lo tanto concluimos 
que (x — z, y — w) ∈ Θh . □

El siguiente lema nos da formas alternativas de describir al conjunto Θh .

Lema 12.2.6. Sean A un c.r.l. y H ∈ Subc(A). Luego (x,y) ∈ Θh  si y solo 
si (x — y) Λ e ∈ H e (y — x) Λ e ∈ H si y solo si s(x, y) ∈ H.

Demostración. Sea (x,y) ∈ Θh . Luego existe z ∈ H tal que x • z ≤ y, y • z ≤ x. 
Es decir, tenemos que z ≤ x — y, z ≤ y — x. Luego z Λ e ≤ (x — y) Λ e ≤ e, 
zΛe ≤ (y — x)Λe ≤ e. Como zΛe ∈ H y e ∈ H, tenemos que (x — y)Λe ∈ H 
e (y — x) Λ e ∈ H, por convexidad de H. Recíprocamente, supongamos que 
(x — y) Λ e ∈ H e (y — x) Λ e ∈ H. Sea a = (x — y) Λ e y b = (y — x) Λ e. 
En particular tenemos que a ∈ H y b ∈ H. El elemento c = a Λ b tambiíen 
pertenece a H. Es inmediato probar que x • c ≤ y y que y • c ≤ x. Por lo tanto 
(x,y) ∈ θ h .

Supongamos ahora que (x — y) Λ e ∈ H e (y — x) Λ e ∈ H. Luego 
s(x,y) ∈ H porque H es cerrado por ínfimos. Recíprocamente, sea s(x,y) ∈ 
H. Como s(x,y) ≤ (x — y) Λ e ≤ e y s(x,y) ≤ (y — x) Λ e ≤ e, por 
convexidad de H concluimos que (x — y) Λ e ∈ H e (y — x) Λ e ∈ H. □
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L e m a  1 2. 2. 7.  S e a n  A  u n  c.r.l., H  ∈  S u b c ( A) y θ ∈  C o n( A) . L u e g o  H  =  

e∕ θ ∏  y  θ  =  θ e∕ θ.

D e m ostr a ci á n.  Pri m er o  n ot e m os  q u e  p or  l os l e m as 1 2. 2. 2  y  1 2. 2. 5  t e n e m os 

q u e  e∕ θ  es  u n a  s u b al g e br a c o n v e x a  y  q u e  θ π  es  u n a  c o n gr u e n ci a. L a  i g u al d a d 

θ  =  θ e ∕ θ es c o ns e c u e n ci a d el  L e m a  1 2. 2. 4 . V e a m os  q u e  H  =  ' θπ . P ar a  ell o  

c o nsi d er e m os  pri m er o  x  ∈  e∕ θ ∏ , es d e cir,  ( x, e) ∈  θ h . L u e g o  e xist e  z  ∈  H  t al 

q u e  x  ∙ z ≤  e y  e ∙ z ≤  x.  Es  d e cir,  z ≤  x  ≤  z —  e. C o m o  z,  z —  e ∈  H  y 

H  es u n  c o nj u nt o  c o n v e x o, r es ult a q u e  x  ∈  H.  R e cí pr o c a m e nt e,  s e a x  ∈  H.  

D efi n a m os  z =  x  Λ  ( x —  e), q u e  es u n  el e m e nt o d e  H.  L u e g o  x  ∙ z ≤  e y 

z ∙ e ≤  x,  p or  l o c u al  x  ∈  ' θπ . P or  l o t a nt o h e m os  pr o b a d o  q u e  H  =  ' θπ . □

L os  l e m as a nt eri or es  d e  est a  s e c cií o n n os  c o n d u c e n  al si g ui e nt e r es ult a d o.

T e o r e m a  1 2. 2. 8.  S e a  A  u n  c.r.l. L a  f u n ci ó n F  : C o n( A)  —  S u b c ( A) d a d a  

p or  F ( θ) =  e∕ θ es bi y e cti v a.

H e m os  est a bl e ci d o  u n a  bi y e c cií o n  e ntr e  l as c o n gr u e n ci as  y  l as s u b aíl g e br as 

c o n v e x as  d e  u n  c.r.l. d a d o.  El  c o nj u nt o  d e  c o n gr u e n ci as  es  u n  c o nj u nt o  or d e -

n a d o  si t o m a m os c o m o  or d e n  l a i n cl usií o n, l o mis m o  o c urr e  c o n  l as s u b aíl g e br as 

c o n v e x as. E n  r e ali d a d s e p u e d e  pr o b ar  q u e  l a bi y e c cií o n  d e  l a q u e  h a bl a m os  

es  u n  is o m orfis m o d e  or d e n,  es d e cir,  q u e  F  y  s u f u n cií o n i n v ers a pr es er v a n  el  

or d e n.  M aís  a uí n, s e p u e d e  pr o b ar  q u e  est os  p os ets  f or m a n r etí c ul os distri b uti -

v os  c o n  pr o pi e d a d es  i nt er es a nt es d es d e  l a p ers p e cti v a  d el  ¿ Ál g e br a  U ni v ers al.  

P ar a  m aís  d et all es  s o br e est o  v er  [ 5 8].

1 2. 3.  P r o d u ct o  n o  c o n m ut ati v o

P o drí a m os  tr at ar d e  e xt e n d er  l as i d e as q u e  tr a b aj a m os e n  el c a pít ul o a  

p artir  d e  l a si g ui e nt e pr e g u nt a:

¿ P o d e m os  g e n er ali z ar  l a d efi ni cií n  d e  c.r.l. si n p e dir  q u e  l a o p er a cií n  

pr o d u ct o  s e a n e c es ari a m e nt e  c o n m ut ati v a ?

C o m o  es  d e  es p er ar  l a r es p u est a es sí, s ol o q u e  e n  es e c as o  v a m os  a  t e n er d os  

i m pli c a ci o n es. L as  íl g e br as q u e  s e o bti e n e n  s e d e n o mi n a n  r etí c ul os r esi d u a-  

d os .

D efi ni ci o n  1 2. 3. 1.  U n  íl g e br a (A,  Λ , V , ∙,\ ,/, e) d e  ti p o ( 2, 2,  2,  2,  2,  0) es  

u n  r etí c ul o r esi d u a d o, r.l. p ar a  a br e vi ar,  si s atif a c e l as si g ui e nt es c o n di ci o n es:

1.  (A,  Λ , V)  es u n  r etí c ul o.

2.  (A,  ∙ , e ) es u n  m o n oi d e.
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3. \ y / son operaciones binarias para las cuales las equivalencias

x ∙ y ≤ z si y solo si x ≤ z/y si y solo si y ≤ x\z

valen para cada x, y, z ∈ A.

Las operaciones \ y / son llamadas el residuo a derecha y a izquierda 
de ∙, respectivamente. Se sigue de la definicion que ∙ es residuado (es decir, 
residuado a derecha y a izquierda) si y solo si preserva el orden en cada ar-
gumento, y para cada x, y, z ∈ A, la desigualdad x ∙ y ≤ z tiene un elemento 
míaximo para x (llamado z/y) y para y (llamado x\z). Se deja como ejer-
cicio probar esta afirmaciíon, es la generalizaciíon al caso no necesariamente 
conmutativo de la Propiedad 12.1.2.

Observacion 12.3.2. La clase de retículos residuados es una variedad, como 
ocurría en el caso de retículos residuados conmutativos.

Surge naturalmente la siguiente pregunta:

¿Quí podemos decir sobre las congruencias de un r.l. dado?

Antes de contestar a la pregunta daremos una definicion. Se dice que C es 
una subalgebra convexa normal de A si C es una subalgebra convexa de A 
tal que para cada a ∈ A y b ∈ C vale que ρα(b) y λα(b) pertenecen a C, 
donde ρα y λα son funciones unarias definidas como ρα(b) = ((a ∙ b)/a) Λ e y 
λa(b) = (a\(b ∙ a)) Λ e.

Si A es un r.l., las congruencias de A estín en biyecciín con las subílgebras 
convexas normales de A.

Los resultados anteriormente mencionados en esta secciíon (junto con sus 
pruebas) pueden hallarse en [11], [65] y [43].

12.4. Logicas subestructurales

Aunque los retículos residuados ya vienen siendo estudiados desde 1930, es 
bastante reciente su estudio como estructuras algebraicas asociadas a las lla-
madas logicas subestructurales. Daremos una visiíon sobre este tema, basíando- 
nos principalmente en las notas del curso Algebraic aspects of substructural 
logics, dictado en Campinas por Roberto Cignoli en el marco de la Escuela 
de Lígica dependiente de la XIV SLALM que se celebro en mayo de 2008 en 
Paraty, Brasil [27]. Otro texto consultado es el de Ono [84].
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Sistema LK de secuentes para el Cólculo Proposicional 
Clósico

En 1934, Gentzen (ver [49, 84]) adopto el calculo de secuentes para tratar 
los cílculos clísico e intuicionista. Les llamí sistemas LK y LJ. Para introdu-
cir las loígicas subestructurales comenzaremos por dar en esta forma el CPC 
y el CPI, que nosotros hemos visto en los capítulos 3 y 5 respectivamente en 
forma axiomítica, que suele llamarse “al estilo de Hilbert”.

El lenguaje se define como lo hemos venido haciendo habitualmente a 
partir de numerables variables proposicionales y conectivos V, Λ, —, —.

Un secuente es una expresion de la forma α1,... ,αn - β, donde α1,..., 
αn y β son fírmulas. Los secuentes de la forma α - α se llaman iniciales. 
Aquí aparecen en la regla “Axioma”.

Usaremos la siguiente notaciín: letras griegas minusculas α,β..., para 
las fírmulas proposicionales y letras griegas mayusculas ∆, Λ, Γ, Σ, Θ, Π ... 
para las listas de fíormulas proposicionales (que pueden ser vacías).

Se definen las siguientes reglas.

Reglas estructurales:

Atenuacioín:

(ai)
Γ, Σ - ∆

Γ, α, Σ - ∆
(ad)

Γ - Λ, Θ
Γ - Λ,α, Θ

Contraccioín:

(ci)
Γ, α, α, Σ - ∆

Γ, α, Σ - ∆
(cd)

Γ - Λ,α,α, Θ
Γ - Λ,α, Θ

Intercambio:

(ii) Γ,β,α, Σ - ∆
Γ - Λ,α,β, Θ
Γ - Λ,β,α, Θ

Regla de corte:

Γ - α, Θ Σ,α, Π - ∆
Σ, Γ, Π - ∆, Θ

Axioma:
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a - a

Reglas para los conectivos proposicionales

Implicacion:

(— i)
Γ I- a, Θ Π,β, Σ I- ∆ 
Π,a — β, Γ, Σ I- ∆, Θ

(— d)
Γ, a — β, Θ 

Γ - a — β, Θ

Conjuncion:

(Λ i1)
Γ, a, Σ — ∆

Γ, a Λ β, Σ — ∆
(Λ i2)

Γ,β, Σ - ∆ 
Γ, a Λ β, Σ - ∆

Disyuncion:

(Λ d)
Γ - Λ,a, Θ Γ - Λ,β, Θ

Γ - Λ,a Λ β, Θ

(V i)
Γ,a, Σ - ∆ Γ,β, Σ - ∆

Γ, a V β, Σ - ∆

(V d1)
Γ - Λ, a, Θ

Γ - Λ,a V β, Θ
(V d2)

Γ - Λ,β,Θ
Γ - Λ,a V β, Θ

Negacion:

(— i)
Γ - a, Θ 

—a, Γ - Θ
(— d)

Γ, a - Θ 
Γ I—a, Θ

Una prueba o derivation del secuente Γ - β consiste en una sucesion finita 
de aplicaciones de reglas a las fíormulas de Γ, mediante las cuales podemos 
al final obtener β.

Ejemplo 12.4.1. Veamos la prueba del principio del tercero excluido.

α - a (Ax)
¡—a, a (— d)
¡—∣a V a, a (V d1)
-—∣a V a, —a V a (V d2)
-—a V a (cd)
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Sistema LJ de secuentes para el Cóalculo Proposicional 
Intuicionista

Las mismas reglas definen el CPI, pero con la restricciíon de que a la 
derecha de - puede haber a lo sumo una fórmula.

El sistema quedaría entonces de la siguiente forma:

Γ - α V β

Atenuacioín:
Γ, Σ - p Γ -

Γ, α, Σ - p, Γ - α,

Contracciíon:
Γ, α, α, Σ - p

Γ, α, Σ - p ,

Intercambio:
Γ,α, β, Σ - p 
Γ, β,α, Σ - p

Regla de corte:
Γ - p Σ,p, ∏ - ψ 

Σ, Γ, ∏ - ψ

Axioma:

α - α

Implicaciíon:

Γ - α ∏,β, Σ - γ Γ,α - β
∏, α — β, Γ, Σ - γ Γ - α — β

Conjunciíon:

Γ, α, Σ - p Γ, α, Σ - p
Γ, α Λ β, Σ - p Γ,β Λ α, Σ - p

Γ - p Γ - ψ 
Γ - p Λ ψ

Disyunciíon:
Γ, α, Σ - p Γ,β, Σ - p 

Γ, α V β, Σ - p

Γ α Γ α
Γ - β V α
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Negaciín:
Γ - a Γ, a -

—a, Γ - Γ -—∣a

Observemos que la prueba del Ejemplo 12.4.1 no puede darse aquí, ya 
que no se tiene ni (c d) ni (— d).

Las reglas de atenuacioín y de contraccioín permiten probar la equivalencia 
de los secuentes

a, β - γ

y
a Λ β - γ

en LJ y LK.
En forma aníaloga, y utilizando otra vez atenuaciíon y contracciíon, se 

prueba la equivalencia de
a - β, γ

y
a - β V γ,

pero solo en LK.
Se puede probar entonces el siguiente teorema.

Teorema 12.4.2. En el CPC el secuente a1,... , ap - β1,... ,βq es demos-
trable si y solo si lo es a1 Λ ∙ ∙ ∙ Λ ap - β1 V ∙ ∙ ∙ V βq. Esto tambien resulta 
cierto para el CPI si nos restringimos a q = 1.

Como consecuencia de este resultado, las comas a la izquierda de un 
secuente deben interpretarse como conjunciones (y en el caso clíasico, las de 
la derecha como disyunciones).

Reglas estructurales
La regla de intercambio a izquierda nos permite usar las hipoítesis en 

cualquier orden.
La regla de atenuacioín a izquierda (ai) nos permite agregar hipíotesis 

redundantes. Sin esta regla, para deducir un secuente Γ - Σ cada hipítesis 
(esto es, cada fírmula listada en Γ), debe ser utilizada al menos una vez 
en la demostracioín.

La regla de contracciíon a izquierda (ci) nos permite utilizar cada hipíotesis 
mías de una vez. Si falta esta regla, para deducir un secuente cada hipíotesis 
debe ser usada a lo sumo una vez en la demostraciíon.

En ausencia de ambas reglas ((ai) y (ci)), en la deduction de Γ - Σ cada 
foírmula de Γ deberaí ser utilizada una y solo una vez en la demostraciíon. 
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Esta propiedad expresa que la lígica es “sensible a los recursos” (“resourse 
sensitive”).

Las reglas estructurales son, entonces, las que nos permiten usar las 
hipíotesis cualquier nuímero de veces (tal vez ninguna) y en cualquier orden.

Una líogica se dice subestructural, en general, cuando no satisface alguna de 
las reglas estructurales. Por ejemplo, en las lóogicas relevantes no se permiten 
las reglas de atenuaciíon. Luego, cada hipoítesis debe ser usada al menos una 
vez, esto es, no se permite asumir hipíotesis que sean “irrelevantes” para 
demostrar algo. En la lígica B-C-K y en la lígica L de Lukasiewicz faltan 
las reglas de contraccioín.

En nuestro contexto, es decir, estudiar una loígica cuya contraparte alge-
braica sea la variedad de los retículos residuados conmutativos e integrales, 
supondremos que no valen las reglas de contracciíon pero sí valen las de 
atenuacion y de intercambio (esta ultima es la que corresponde a la conmu- 
tatividad de la estructura algebraica asociada).

En esta suposiciíon, tenemos ciertas reglas que en LK o en LJ son equi-
valentes a las de Λ pero que aquí ya no lo son. Ellas definen un conectivo 
binario diferente, que suele llamarse fusión y que denotaremos con *. Las 
reglas que corresponden a * son las siguientes:

(* i)
Γ,α, β, Σ - ∆ 
Γ,α * β, Σ - ∆

(* d)
Γ - Λ,α, Θ Σ - Λ,β, Θ

Γ, Σ -, Λ,α * β, Θ

Se prueba entonces el siguiente teorema.

Teorema 12.4.3. En un sistema de secuentes que tenga fusión y la regla 
de corte un secuente α1,... ,αn - β es demostrable si y solo si el secuente 
α1 * • • • * αn - β es demostrable.

Denotaremos por FLew (calculo completo de Lambek con intercambio y 
atenuaciíon) al sistema de secuentes obtenido de LJ suprimiendo las reglas 
de contracciíon y agregando las reglas para *.

Las siguientes formulas son demostrables en FLew:

(B) (a — β — íí β — y ) — (a — γQ,

(C) (a — í β — y )) — í β — (a — γβ,

(K) α —— (β —— α),
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(Res1) (a — (β — γ)) — ((a * β) — γ),

(Res2) ((a * β) — γ) — (a — (β — γ)),

(M) ((a — y ) λ — γ)) — ((a λ  β) — γβ

(J) (a — γ) — Qβ — γ) — ((a v  β — γ)).

Al sistema FLew se le asocia el sistema axiomítico HFLew. Se prueba 
que toda formula deducible del sistema axiomatico HFLew es deducible del 
sistema de secuentes FLew.

Sistema axiomatico HFLew
Lenguaje

Estí dado por las variables p1,..., pn,... y los conectivos —, Λ, V, *,— y 
constante 0 sujetos a las reglas de construction habituales.

Axiomas

(B) (A — B) — ((B — C) — (A — C)).

(C) (A — (B — C)) — (B — (A — C)).

(K) A — (B — A).

(Res1) (A — (B — C)) — ((A * B) — C).

(M) ((A — C) Λ (B — C)) — ((A Λ B) — C).

(J) (A — C) — ((B — C) — ((A V B) — C)).

(N1) A — (B — (A * B)).

(N2) 0 — A.

(L43) (A Λ B) — A.

(L44) (A Λ B) — B.

(L45) A — (B — (A Λ B)).

(L46) A — (A V B).

(L47) B — (A V B).

donde (L43),. . . , (L47) son los dados en el Capítulo 3 (que tambiíen son los 
axiomas (LI3),. . . ,(LI7) de LI en el Capítulo 5).
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Reglas

Modus Ponens.

Valuaciones

Dado este sistema, consideramos valuaciones en retículos residuados aco-
tados.

Un retículo residuado acotado es un algebra (A, Λ, V, •, —, ⊥, T) tal que 
(A, Λ, V, •, —, T) es un retículo residuado conmutativo integral y ⊥ es el 
mínimo elemento de A.

Sea Form el conjunto de fírmulas de HFLew.
Sea A un retículo residuado acotado. Una valuaciín v en A es una funciín 

v : Form —— A tal que:

v(A — B) = v(A) — v(B),

v(A * B) = v(A) • v(B),

v(A V B) = v(A) V v(B),

v(A Λ B) = v(A) Λ v(B),

v(—A) = —v(A) = v(A) — ⊥.

Diremos, como es habitual, que una fíormula A es víalida o verdadera en A 
si v(A) = T para toda valuacion en A. Diremos que A es vílida (o verdadera) 
si para todo retículo residuado acotado A la fíormula es verdadera para toda 
valuaciíon en A.

Completud

No es difícil probar por induccioín el siguiente teorema, que es “la mitad” 
de la completud que buscamos.

Teorema 12.4.4. Toda fórmula demostrable en HFLew es verdadera.

Definiendo la relaciín A ≡ B si y solo si - A — By - B — A se pueden 
demostrar los siguientes resultados:

Teorema 12.4.5. Form/ ≡ munido de las operaciones definidas natural-
mente en el cociente es un retículo residuado acotado, llamado el algebra de 
Lindenbaum de HFLew.

Teorema 12.4.6. Una fórmula A es demostrable en HFLew si y solo si se 
verifica |A| = 1, siendo |A| la clase de equivalencia de A en Form/≡.



364 CAPÍITULO 12. RETÍICULOS RESIDUADOS CONMUTATIVOS

Teorema 12.4.7 (Completud). Una fórmula es demostrable en HFLew si y 
solo si es verdadera.

Idea de la demostracián. El Teorema 12.4.4 prueba una parte. Para probar 
la recíproca basta ver que la aplicaciíon caníonica es una valuaciíon. Luego, 
dada una formula verdadera A debe ser |A| = 1, pero eso implica, por el 
Teorema 12.4.6, que A es demostrable. □

12.5. Logica basica y BL-algebras
Vamos a exponer aquí algunos aspectos de la logica basica definida por 

Híjek (ver [52, Capítulo 2]) y de su estructura algebraica asociada, las BL- 
algebras. Las BL-algebras son una subvariedad de los retículos residuados y 
las MV-algebras son a su vez una subvariedad de las BL-ílgebras.

El conjunto de los valores de verdad o “grados de verdad” de la lígica 
bísica es el intervalo [0,1] al que se le asocia una estructura de BL-algebra. 
Se estudian las llamadas t-normas (t de “true”), que son funciones de verdad 
de dos variables en el intervalo [0,1]. Ellas son funciones semanticas corres-
pondientes a una cierta “conjunciín” de la logica, denotada Λ, que generaliza 
la conjunciíon claísica. A diferencia de las modalidades, que hemos visto en el 
Capítulo 3, las t-normas conservan una propiedad de los conectivos clíasicos: 
son “funcionales-de-verdad”, en el sentido de que el valor de verdad de una 
proposiciíon compuesta depende solo del valor de verdad de sus componentes.

Para definir la t-norma o funciíon de verdad de esta conjunciíon generali-
zada, reflexionamos sobre como debería comportarse. En consonancia con lo 
que sucede con la tabla de verdad de la conjuncioín clíasica, parece natural 
suponer que para grados de verdad “grandes” de las componentes, el valor de 
verdad de la conjuncioín debe ser tambiíen “grande”. Luego, pedimos que la 
t-norma sea moníotona en ambas variables, ademías de conservar los valores 
clísicos en los pares (x,y), con x,y ∈ {0,1}.

Definicion 12.5.1. Una t-norma es una funcion t : [0,1] × [0,1] —— [0,1] 
denotada por t(x,y) = x * y que cumple las siguientes condiciones:

(Co-As) * es conmutativa y asociativa:

x * y = y * x,
x * (y * z) = (x * y) * z.

(Mon) * es moníotona en ambos argumentos:

x1 ≤ x2 implica x1 * y ≤ x2 * y 
y1 ≤ y2 implica x * y1 ≤ x * y2.
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(0-1) 1 * x = x y 0 * x = 0.

Una t-norma continua es aquella que es continua respecto de la topología 
usual de [0, 1].

Ejemplos 12.5.2. Los que siguen son los ejemplos mís importantes de t- 
normas. Es facil verificar que valen las condiciones (Co-As), (Mon) y (0-1). 
La definiciín de x * y de Lukasiewicz coincide con la de x Θ y en la MV-ílgebra 
de universo [0, 1].

1. t-norma de Lukasiewicz, definida por: x * y = max(0, x + y — 1),

2. t-norma de Godel, definida por: x * y = mín(x, y),

3. t-norma producto, definida por: x * y = x • y (producto de reales).

Se trata ahora de definir una funcioín de verdad para la implicaciíon. En el 
CPC, el valor de verdad de A — B es grande (es 1) cuando el valor de verdad 
de A, v(A), no es mayor que el de B. En general, un valor de verdad “grande” 
de A — B debería ocurrir cuando v(A) no sea mucho mís grande que v(B). 
Esto nos lleva a pedir que la funcioín de verdad de A — B, que denotaremos 
x ⇒ y, para x = v(A), y = v(B), sea decreciente en x y creciente en y. Otras 
consideraciones hacen que se tome x ⇒ y como el supremo del conjunto 
{z : x * z ≤ y}. Se tiene entonces el siguiente resultado:

Lema 12.5.3. Sea * una t-norma continua. Entonces existe una única ope-
ración ⇒ que verifique la condición

x * z ≤ y si y solo si z ≤ x ⇒ y.

Demostración. Para cada x,y ∈ [0,1], sea

x ⇒ y = sup{z : x * z ≤ y},

siendo sup{z : x * z ≤ y} el supremo del conjunto {z : x * z ≤ y}. Sea, para 
un z fijo, f (x) = x * z. Luego, f es continua y creciente, por lo que conmuta 
con supremos. Luego:

x * (x ⇒ y) = x * sup{z : x * z ≤ y} = sup{x * z : x * z ≤ y}≤ y.

Luego, x ⇒ y = max{z : x * z ≤ y}. La unicidad es obvia. □

La operacion x ⇒ y es entonces el residuo de la t-norma *.

Teorema 12.5.4. Los siguientes son los residuos de las tres t-normas del 
Ejemplo 12.5.2. En los tres casos: x ⇒ y = 1 si x ≤ y. Si x > y:
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1. Implicación de Lukasiewicz: x ⇒ y =1 — x + y,

2. Implicación de Godel: x ⇒ y = y,

3. Implicación de Goguen: x ⇒ y = y/x.

En lo que sigue consideraremos el íalgebra

L(*) = ([0,1]> *, ∩, u , ⇒, 0,1)>

donde ∩ =mínimo, U =míximo, * es una t-norma y ⇒ es su residuo. El 
orden en L(*) es el usual en [0,1].

Puede demostrarse, usando propiedades de las funciones continuas en 
[0,1], que las operaciones ∩ y U pueden ser definidas en funcion de * y ⇒

x ∩ y = x * (x ⇒ y),

x U y = ((x ⇒ y) ⇒ y) ∩ ((y ⇒ x) ⇒ x).

Se observa que la implication de Lukasiewicz es continua, pero las de 
Godel y de Goguen no lo son. Sin embargo, puede probarse que el residuo de 
una t-norma continua es continuo a izquierda en la primer variable y continuo 
a derecha en la segunda.

El residuo define el precomplemento, que es la futura funciíon de verdad 
de la negaciíon, por:

—x = x ⇒ 0.

Logica basica LB

Lenguaje

Esta dado por las variables p1,..., pn,... y los conectivos Λ, — y cons-
tante 0 sujetos a las reglas de construction habituales. Ademas:

AΛB es A Λ (A — B)
AVB es ((A — B) — B) Λ ((B — A) — A)

—A es A — 0
A ≡ B es (A — B) Λ (B — A).
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Axiomas

(A1) (A — B) — ((B — C) — (A — C)).

(A2) (A Λ B) — A.

(A3) (A Λ B) — (B Λ A).

(A4) (A Λ (A — B)) — (B Λ (B — A)).

(A5a) (A — (B — C)) — ((A Λ B) — C).

(A5b) ((A Λ B) — C) — (A — (B — C)).

(A6) ((A — B) — C)) — (((B — A) — C)) — C).

(A7) 0 — A.

Reglas

Modus Ponens.

Observacion 12.5.5. Veamos quí significan los axiomas.
El axioma (A1) expresa la transitividad de la implicaciín, y es el mismo 

que el axioma L2 del sistema L de Lukasiewicz; (A2) dice que de la nueva 
conjuncion Λ se deduce su primera componente y (A3) dice que Λ es con-
mutativa; (A4) expresa que Λ es conmutativa; (A5) expresa la residuaciín; 
(A6) dice que si una fíormula C se deduce de A — B y tambiíen se deduce 
de B — A, entonces C es un teorema. Finalmente (A7) dice que 0 implica 
cualquier fíormula.

Valuaciones

Consideraremos valuaciones a valores en el ílgebra L(*), para * una t- 
norma continua.

Sea Formel conjunto de fírmulas de la lígica basica.
Una valuaciín v es una funcion v : Form—— [0,1] tal que:

v(0) = 0,

v(A — B) = v(A) ⇒ v(B),

v(A Λ B) = v(A) * v(B).



368 CAPÍTULO 12. RETÍCULOS RESIDUADOS CONMUTATIVOS

Se prueba que para toda valuacioín se cumple:

v(A Λ B) = mín(v(A), v(B)),

v(A V B) = míx(v(A), v(B)).

Diremos que una fírmula A es una 1-tautologιa si v(A) = 1 para toda 
valuacioín.

Se demuestra que todos los axiomas son 1-tautologías y que, si A y A — B 
son 1-tautologías entonces B es 1-tautología. Luego, se tiene el siguiente 
teorema de correcciíon.

Teorema 12.5.6. Todo teorema de LB es una 1-tautologia en L(*), para 
toda t-norma continua *.

Lema 12.5.7. Los siguientes son teoremas en LB:

(B) (A — B) — ((C — A) — (C — B)),

(C) (A — (B — C)) — (B — (A — C)),

(K) A — (B — A),

(I) A — A

(——1) A — ——A.

Demostracion. En primer lugar, podemos ver que la regla del Silogismo Hi- 
potíetico vale en LB porque podemos probarlo de la misma manera que lo 
hicimos para la lígica L. Luego, la aplicaremos libremente.

La fírmula (C) se prueba de la siguiente manera. Aplicamos (A1) toman-
do como A y B respectivamente las formulas A Λ B y B Λ A. Luego obtenemos 
- ((A Λ B) — C) — ((B Λ A) — C). Aplicando luego sucesivamente (A5a) y 
(A5b) obtenemos - (A — (B — c )) — (B — (A — C)).

De (A1) y (C) se obtiene - (A — B) — ((C — A) — (C — B)).
De (A2) y (A5b) obtenemos - A — (B — A).
De (K) y (C) se obtiene: - B — (A — A), de donde, sustituyendo B por 

un teorema cualquiera, obtenemos - A — A.
Por ultimo, la formula (——1) se obtiene aplicando (I) a A — 0 y luego 

aplicando (C). □

Observación 12.5.8. Vemos entonces que la lígica LB es una extensión 
de la líogica B-C-K, en el sentido de que todo teorema de B-C-K es teorema 
de LB.
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BL-algebras
Mostraremos aquí que las BL-íalgebras proveen una adecuada semíantica 

para la loígica LB. En efecto, se verifican varias propiedades fundamentales: el 
algebra L(*) tiene estructura de BL-ílgebra, el ílgebra de Lindenbaum-Tarski 
de LB es una BL-íalgebra y puede demostrarse un teorema de completud de 
LB: una fíormula es un teorema de LB si y solo si es una tautología con 
respecto a cada algebra de la forma L(*), para * t-norma continua.

Definicion 12.5.9. Una BL-ílgebra es un sistema (L, Λ, V, *, —, 0,1) tal 
que

- (L, Λ, V, *, —, 0,1) es un c.r.l. acotado integral.

- valen las siguientes identidades:

x Λ y = x * (x — y),

(x — y) V (y — x) = 1.

Como vemos, las BL-íalgebras pueden ser definidas por ecuaciones, por lo 
que constituyen una variedad.

Por ser c.r.l., en una BL-ílgebra — es el residuo de *. El orden es el 
definido por: x ≤ y si y solo si x — y = 1.

La demostraciíon del siguiente lema puede verse en [26, Lemma 1.1].

Lema 12.5.10. Las siguientes propiedades valen en toda BL-algebra:

(a) ——0 = 0,

(b) ——(x * y) = ——x * ——y,

(c) ——(x — y) = ——x — ——y.

Valuaciones en BL-algebras
Dada una BL-ílgebra L, una L-valuaciín v es una funciín 

v : Form—— L tal que:

v(0) = 0,

v(A — B) = v(A) — v(B),

v(A Λ B) = v(A) * v(B).
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Diremos que una fírmula A de LB es una L-tautología, si v(A) = 1, para 
toda L-valuaciíon v.

Puede probarse entonces el teorema de correcciíon siguiente:

Teorema 12.5.11 ([52, Th. 2.3.9]). Todo teorema de LB es una L-tautología, 
para toda BL-algebra L.

Trabajando tícnicamente con la teoría de las BL-ílgebras Híjek obtiene 
el teorema de completud siguiente:

Teorema 12.5.12 ([52, Th. 2.3.19]). Dada una fórmula A de LB, son equi-
valentes las siguientes aserciones:

(i) - a ,
(ii) A es una L-tautología, para toda BL-algebra totalmente ordenada L,

(iii) A es una L-tautología, para toda BL-algebra L.

Posteriormente, en [53] y [25] se probí el siguiente teorema, que permite 
restringir a las BL-algebras de la forma L(*) la verificacion de las fírmulas 
que son tautologías.

Teorema 12.5.13. Dada una fórmula A de LB,

- A si y solo si A es una L(*)-tautología, para toda t-norma continua *.

Relación entre LB y L
Daremos ahora una breve exposiciíon sobre la relaciíon entre los dos siste-

mas logicos y tambiín entre las variedades de ílgebras asociadas a ellos. Nos 
basaremos en [25] y en [52].

El resultado principal es que la logica L puede ser obtenida como extensiín 
de la líogica LB si agregamos el axioma siguiente:

(——2) ——A —— A.

Es faícil ver que si se extiende el sistema LI del cíalculo intuicionista con 
este mismo axioma se obtiene el sistema L4 del calculo clasico. Ademís, como 
vimos, el teorema de Glivenko permite “traducir” una fírmula A aplicandole 
la doble negacion, de manera que - A en LI implica I—1—A en L4 y recípro-
camente. Veremos que resultados anaílogos se obtienen para las líogicas LB y
L.

Desde el punto de vista algebraico, se tienen varias propiedades interesan-
tes. Por ejemplo, que una MV-íalgebra es una estructura definicionalmente 
equivalente a la de una BL-íalgebra en la cual se cumple ademías:

(x — 0) — 0 = x.
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Teorema 12.5.14. Sea (A; φ, —, 0) una MV-algebra. Definimos:

x — y = —x φ y,
x * y = —(—x φ —y), 

1 = —0,
x v  y = (x — y) — y,
x Λ y = —(—x V —y).

Entonces, (A, Λ, V, *, —, 0,1) es una BL-algebra que verifica la ecuacián

x = x.

Demostracián. Debemos probar entonces que (A, Λ, V, *, —, 0,1) es un retí-
culo residuado acotado (ver 12.4) y que se cumplen

x Λ y = x * (x — y), 

(x — y) V (y — x) = 1.

Por la Observaciín 8.1.8 del Capítulo 8, se sabe que — es el residuo de 
*. Por las propiedades de conmutatividad, asociatividad y existencia de neu-
tro de la operation φ en MV-algebras, se deduce por dualidad que (A, *, 1) 
es un monoide conmutativo. Tambiíen hemos visto en el Capítulo 8 que 
(A, Λ, V, 0,1) es un retículo acotado.

De la Observaciín 8.1.12 del Capítulo 8 obtenemos que: xΛy = x*(—xφy), 
o sea: x Λ y = x * (x — y).

Aplicando — al resultado dado en el Lema 8.1.14 del Capítulo 8, como es 
fícil ver, obtenemos la igualdad dual: (x — y) V (y — x) = 1, con lo cual 
hemos probado que (A, Λ, V, *, —, 0,1) es una BL-ílgebra, que obviamente 
cumple ——x = x. □

Teorema 12.5.15. Sea (A, Λ, V, *, —, 0,1) una BL-algebra que verifica la 
ecuacion 

x = x

siendo —x = x — 0. Definimos:

x φ y = —x — y.

Entonces, (A; φ, —, 0) es una MV-algebra.

Demostracion. Veamos la conmutatividad de φ. En 12.5.7 se demostrío

- (A — (B — C)) — (B — (A — C)).
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Luego, vale en toda BL-ílgebra (u — (v — w)) — (v — (u — w)) = 1, o 
sea, u — (v — w) ≤ v — (u — w) y v — (u — w) ≤ v — (u — w). En 
particular, si tomamos u = —x, v = —y y z = 0, se tiene

—x — (—y — 0) = —y — (—x — 0),

de donde, por ser x = ——x, y = ——y, se tiene —x — y = —y — x, o sea:

x φ y = y φ x.

Para probar la asociatividad, usamos tambiíen la igualdad —x — y = 
—y — x. Se tiene:

x φ (y φ z) = —x — (—y — z) = —x — (—z — y).

Por otra parte,

(x φ y) φ z) = —(—x — y) — z = —z — ——(—x — y) = — z — (—x — y),

esto uíltimo por la propiedad de la doble negacioín. Luego, conmutando —x y 
—z se tiene

x φ (y φ z) = (x φ y) φ z.

La propiedad x φ0 = x sale por doble negaciín, mientras que x φ—0 = —0 
se deduce del hecho de que 0 ≤ x.

Debemos probar ahora: — (—x φ y) φ y = — (—y φ x) φ x, o sea:

(x — y) — y = (y — x) — x.

Por 3 de 12.1.7, se tiene, en particular:

(u * v) — 0 = u — (v — 0) = v — (u — 0),

o sea
—(u * v) = u — —v = v — —u.

Luego, usando doble negacioín, tenemos:

—((x — y) — y) = (x — y) * —y.

Ademaís, es fíacil ver que x — y = —y — —x. Luego:

—((x — y) — y) = (x — y) * —y
= (—y — —x) * —y
= —y Λ —x,

esto uíltimo por la ecuacioín u * (u — v) = u Λ v.
Luego, —((x — y) — y) = —y Λ — x = —((y — x) — x), de donde:

(x — y) — y = (y — x) — x. □
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Se tiene tambiíen el siguiente “Glivenko algebraico”, donde los elementos 
regulares son (como en el caso intuicionista) aquellos x para los cuales x = 
——x.

Teorema 12.5.16 (ver [26, Th. 1.2]). Sea A una BL-algebra, sea MV(A) 
el conjunto de sus elementos regulares. Entonces, MV(A) es el universo de 
una subalgebra de A que tiene estructura de MV-algebra y la aplicación r : 
x — ——x de A en MV(A) es un homomorfismo suryectivo, que restringido 
a MV(A) da la identidad.

Demostracián. El resultado se deduce de las propiedades vistas en el Le-
ma 12.5.10 y de la igualdad: ————x = ——x. □

Recordemos que, dada una fíormula A de la líogica LB, ella (considera-
da como tírmino) determina una funciOn-término AB para cada BL-algebra 
B y que A es B-tautología o B-vílida si B satisface la ecuaciín A = 1. 
Anílogamente para la lígica L y una MV-ílgebra C (ver Teorema 9.3.2 del 
Capítulo 9).

Con estos resultados estamos en condiciones de probar el siguiente teore-
ma “de Glivenko” relativo a la relacion entre LB y L.

Teorema 12.5.17. Sea A una fórmula de LB. Entonces:

- A en L si y solo si -——A en LB.

Demostracián. Sea - A en la lígica L. Luego, para toda MV-ílgebra C, 
A es C-tautología, es decir que AC = 1. En particular, para una BL-ílge-
bra B, A es MV(B)-tautología, es decir que AMV(B)(a1,..., an) = 1. Pe-
ro entonces, por el Teorema 12.5.16 ——AB(——α1,..., ——an) = 1. Debido 
a las propiedades del Lema 12.5.10, se puede probar por inducciíon que 
——AB(——α1,..., ——αn) = ——AB(α1,..., αn). Por lo tanto,
——AB (α1,... ,an) = 1. Como esto ocurre para toda BL-algebra, por el Teo-
rema de completud 12.5.12, se tiene que -——A en LB.

La recíproca se deduce fíacilmente del hecho de que toda MV-íalgebra es 
BL-ílgebra y que la funciín tírmino ——AC coincide con AC en toda MV- 
ílgebra C. □

Para terminar, mencionaremos otros resultados interesantes.
Consideremos la siguiente ecuaciíon en BL-íalgebras:

x Λ —x = 0.

Las BL-íalgebras que satisfacen esta ecuaciíon se llaman pseudocomplementa- 
das o SBL-ílgebras. Dos subvariedades importantes de SBL-ílgebras son las 
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PL-ílgebras asociadas a la lógica producto y las algebras de Heyting prelinea-
les (ver Ejemplo 4, 6.8 en el Capítulo 6) tambiín conocidas como algebras de 
Gódel. Estas ílgebras son las asociadas a la extensiín obtenida del CPI agre-
gando el axioma: (A — B) V (B — A). Esta lígica tiene los mismos teoremas 
que la extensiíon de LB que se obtiene agregando un axioma que expresa la 
idempotencia de la conjunciíon.
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12.6. Ejercicios
1. Supongamos que tenemos un poset (A, ≤) y una operacioín binaria —. 

Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Existe una operaciíon binaria y conmutativa • que cumple la con- 
diciíon x • y ≤ z si y solo si x ≤ y — z para todo x, y, z ∈ A.

2) Se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) La operacioín — es monoítona en la primer coordenada. Es 
decir, si x, y, z ∈ A con x ≤ y entonces z — x ≤ z — y.

(b) Para cada x, y ∈ A existe el mínimo del conjunto {z ∈ A : 
x ≤ y — z}, siendo x • y = mín{z ∈ A : x ≤ y — z} y • una 
operaciíon conmutativa.

2. Probar el Lema 12.1.7.

3. Consideremos el intervalo real [0, 1] con las operaciones de retículos 
usuales, el producto usual de nuímeros reales y — dada por x — y = 
(χ) Λ 1 si 0 = 0, y x — y = 1 si x = 0. Probar que ([0,1], Λ, V, —, •, e) 
es un c.r.l.

(a) ¿Es un ílgebra de Heyting el algebra (A, Λ, V, —, 0,1)?

(b) ¿Es una W-ílgebra el ílgebra (A, —, 1)?

(c) ¿Es un l-grupo el algebra (A, + , —, V, Λ, 1), donde + es el producto 
usual de nuímeros reales y — se define por —x = x — 0?

4. Sean A un c.r.l. y H ∈ Subc(A). Probar que Θh  es una relacion de 
equivalencia.

5. Sea A un c.r.l. integral. Probar que el conjunto de subalgebras convexas 
de A coincide con el conjunto de filtros de A. Si A es un íalgebra de 
Heyting (pensada como un c.r.l.), ¿quí nos dice el resultado anterior 
con respecto a las congruencias de A? Misma pregunta si A es una 
MV-íalgebra.

6. Probar que la biyecciín dada en el Teorema 12.2.8 es un isomorfismo 
de orden. Sugerencia: probar primero que si f es una funciíon biyectiva 
entre dos posets, entonces decir que f es un isomorfismo de orden es 
equivalente a decir que para cada x,y, x ≤ y si y solo si f (x) ≤ f (y).

7. Sea A un c.r.l. Para cada x, y ∈ A definimos

Jx, y) = ((x — y) λ  e) • ((y — x) ∧ e).



3 7 6 C A PÍ T U L O  1 2. R E TÍ C U L O S  R E SI D U A D O S  C O N M U T A TI V O S

Pr o b ar  q u e  si θ  ∈  C o n( A)  e nt o n c es  ( x, y)  ∈  θ  si y  s ol o si (t( x, y),  e) ∈  θ.

8.  Si  A  es u n  c.r.l. y  S  es u n  s u b c o nj u nt o d e  A,  es cri bir e m os C[ S ] p ar a  

r ef erir n os a  l a m e n or  s u bíl g e br a c o n v e x a ( c o n r es p e ct o a  l a i n cl usií n) 

q u e  c o nti e n e  a  S , y  es cri bir e m os (S ) p ar a  r ef erir n os al s u b m o n oi d e d e  

(A,  ∙ , e) g e n er a d o  p or  S  . Si S  =  {x } es cri bir e m os C  [ x] e n l u g ar d e  

C [{x }] y  (x ) e n  l u g ar d e  ({x }).

( a) Pr o b ar  q u e  C[ S ] =  {x  ∈  A  : y  ≤  x  ≤  y  —  e p ar a  ci ert o  y  ∈  (S )}.

( b) Pr o b ar  q u e  y  ∈  (x ) si y  s ol o si y  =  x n  p ar a  ci ert o  n  ∈  N.

( c) M ostr ar  q u e  C[ x]  =  {y  ∈  A  : y n  ≤  x  ≤  y n  —  e  p ar a  ci ert o  n  ∈  N } .

( d) M ostr ar  q u e  C[ x]  ∩  C[ y]  =  C[ x  V  y].

( e) S e a n  x,  y ∈  A  y  θ( x,  y)  l a c o n gr u e n ci a pri n ci p al g e n er a d a  p or  

( x, y),  es  d e cir,  l a m e n or  c o n gr u e n ci a  q u e  c o nti e n e  a  ( x, y).  M ostr ar  

q u e  v al e n  l as i g u al d a d es e∕ θ( x, y)  =  C [s( x, y)] =  C [t( x, y)].

(f) Pr o b ar  q u e ( z, w) ∈  θ( x, y) si y s ol o si e xist e n ∈  N  t al q u e  

s( x, y) n  ≤  s( z, w).

9.  C o nstr uir  u n  ej e m pl o  d e  u n  r.l. n o  c o n m ut ati v o.

1 0.  Pr o b ar  q u e  e n  c a d a  r.l. v al e n  l as e c u a ci o n es

x  ∙ ( y V  z) =  ( x ∙ y)  V  ( x ∙ z ),

( y V  z)  ∙ x  =  ( y ∙ x)  V  ( z ∙ x).

1 1.  Pr o b ar  q u e  el r esi d u o d e  l a t- n or m a d e  G o d el  es x  ⇒  y  =  y.

1 2.  C o n  r ef er e n ci a al Ej er ci ci o  3 , pr o b ar  q u e  ([ 0,1],  Λ , V , — , ∙ , 0, 1 ) es u n a  

B L- aíl g e br a.

1 3.  Pr o b ar  q u e  u n a  c a d e n a r esi d u a d a es u n a  B L-í al g e br a  si y  s ol o si s e 

c u m pl e: x  Λ  y  =  x  *  ( x —  y).  D e d u cir  d e  allí  q u e  L( * ) es u n a  B L-  

í al g e br a p ar a  t o d a t- n or m a c o nti n u a.

1 4.  Pr o b ar  q u e  l a c a d e n a  A  =  {0,  a,  b,  1 } c o n  l as si g ui e nt es o p er a ci o n es  es 

u n a  B L- aíl g e br a  y  n o  es M V- aíl g e br a:
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15. Con referencia al Teorema 12.5.15, probar la asociatividad y la propie-
dad x φ 0 = x.
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