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Capítulo 1

Introducción

La Teoría de Fibrados es una parte importante de la Geometría Diferencial que ha 
encontrado importantes aplicaciones en varias ramas de la Matemática y, aún, en la Física 
(por ejemplo, en las llamadas Teorías de Gauge). Dentro de esta teoría, un rol esencial 
lo tienen las conexiones que se aplican en cuestiones tan diversas como el cálculo de 
’’derivadas direccionales”, el estudio de formas y deformaciones (via la curvatura) o la 
relación con la topología (clases características, Teoría de Chern-Weil).

En este contexto, los fibrados principales y sus conexiones son elementos básicos, por 
ejemplo, por su asociación con el estudio de las acciones de los grupos de Lie en variedades 
diferenciales (que, por ejemplo, pueden ser espacios de configuraciones o clasificantes). En 
estos casos, las conexiones permiten comparar las distintas fibras del fibrado y, también, 
levantar curvas en la base del mismo a curvas en el espacio total, de una manera distin­
guida. Básicamente, si G es un grupo de Lie y tf : Q —> Q/G es un G-fibrado principal, 
una conexión principal en tf permite descomponer a los elementos del fibrado tangente 
a Q en una parte vertical (en la dirección de las órbitas de G) y una parte horizontal 
(determinada por la conexión). Dada la utilidad de esta noción, una conexión principal 
puede ser descripta de varias maneras equivalentes. Por ejemplo,

CC1. por medio de una distribución G-invariante en Q, que sea complementaria a (los 
espacios tangentes a) las órbitas de G, o

CC2. una 1-forma diferencial sobre Q con valores en g, el álgebra de Lie de G (con ciertas 
propiedades de G-equivariancia), o

CC3. un ’’levantamiento horizontal”, una función h : tf*(T(Q/G)) —> TQ que permite 
identificar unívocamente a los vectores tangentes a la base del fibrado con ’’vectores 
horizontales”.

En el estudio de algunos sistemas dinámicos provenientes de la Física y la Ingeniería 
resultó de interés tener una ’’versión discreta” de las conexiones principales: se trata de 
descomponer elementos de Q x Q en partes verticales y horizontales, en algún sentido 
adecuado. Estos objetos geométricos son conocidos como conexiones discretas en fibrados 
principales (ver [LMW05],[Leo04], [FZ13]). La razón por la que este tipo de objeto lleva
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el calificativo ’’discreto” es que así como los vectores tangentes -elementos de TQ- son 
interpretados como velocidades de curvas en Q, los pares de puntos de Q -elementos de 
QxQ- son interpretados como puntos en una curva correspondientes a distintos instantes 
de tiempo, o sea una aproximación discreta a la velocidad de la curva. Al igual que en 
el caso de las conexiones principales, las conexiones discretas pueden ser descriptas de 
distintas maneras equivalentes:

GDI. por medio de una subvariedad regular de Q x Q que contiene a la diagonal y es 
G-invariante para la acción diagonal en dicho espacio, o

CD2. por medio de una función suave, la ’’forma de conexión”, Aa : Q x Q —> G con 
ciertas propiedades de G-equivariancia, o

CD3. por un ’’levantamiento horizontal discreto” que permite identificar pares de puntos 
en Q/G con pares de puntos en Q x Q.

La equivalencia entre estas nociones ya ha sido establecida en la literatura [FZ13].
En [Ati57] M. Atiyah asocia a cada fibrado principal una sucesión exacta de fibrados 

vectoriales; esta sucesión es actualmente conocida como Sucesión de Atiyah (SA), ver 
(2.1.3) en el capítulo 2. Las escisiones1 de la SA permiten caracterizar de una manera 
adicional a las conexiones en dicho fibrado principal: una conexión principal en tf queda 
determinada por

CC4. una escisión a derecha de la SA.

M. Leok, J. Marsden y A. Weinstein discuten en [LMW05] una posible versión discreta 
de la descripción de las conexiones mediante CC4. La propuesta de [LMW05] es, sin 
embargo, poco concreta y adolece del problema de no estar claro cuál es el contexto 
(fundamentalmente algebraico) en el que hay que trabajar para que tengan sentido las 
definiciones. Esencialmente, el problema proviene de que la SA es una sucesión en la 
categoría de fibrados vectoriales, donde las ideas de núcleo de un morfismo o exactitud de 
una sucesión tienen sentido, al menos cuando se trabaja con funciones de rango constante. 
En cambio, en el caso discreto, al trabajar con objetos como Q x Q (en vez de TQ), que 
no son fibrados vectoriales (salvo casos muy especiales) sino espacios fibrados, dichas 
nociones no están presentes, al menos no de una manera natural. Este problema ha sido 
la motivación principal para encarar un estudio profundo de dicha propuesta para hacerla 
real, en el contexto adecuado. Esta tesis es, en gran parte, el resultado de dicho estudio.

Un primer problema al que nos abocamos es el de dar una definición apropiada de 
la SA en el contexto discreto. Como ya mencionamos, la primera idea fue trabajar en la 
categoría de espacios fibrados (donde pertenecen, naturalmente, los objetos geométricos 
de interés, como (Q x Q)/G, que fibra sobre Q/G, y es el análogo discreto de (TQ)/G 
que, también, fibra sobre Q/G). Sin embargo, en dicha categoría no es posible definir 
una noción de núcleo ni, en consecuencia, de exactitud. Por este motivo equipamos a 
cada objeto de esta categoría con una sección global, definiendo la categoría de espacios

xEn la literatura en inglés, se utiliza la palabra splitting para escisión
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fibrados con una sección, ^bs , lo que permitió tener el marco adecuado para asociar a 
cada fibrado principal una Sucesión de Atiyah Discreta (SAD) (ver (2.1.5) en el capítulo 2) 
y, usando ésta, ver que las conexiones discretas en dicho fibrado pueden ser caracterizadas 
como

CD4. una escisión a derecha de la SAD (en la categoría 5bs).

Una característica muy importante de una conexión principal es su curvatura. Esta noción 
puede interpretarse de varias maneras equivalentes. Una forma de especial interés para 
nuestro trabajo parte de observar que la SA puede ser vista como una sucesión exacta en la 
categoría de algebroides de Lie. Como las conexiones clan lugar a escisiones de la SA (en la 
categoría de fibrados vectoriales) cabe preguntarse si estas escisiones siguen existiendo en 
la categoría de algebroides de Lie. La respuesta a esto es que, en general, no: la obstrucción 
para que una conexión principal tenga esta propiedad la mide la curvatura de la conexión 
(ver [Mac87], y [Mac05]). Desde este punto de vista, hay una correspondencia entre

CCP1. las conexiones principales planas -es decir, con curvatura trivial- en tf y

CCP2. las escisiones a derecha de la SA en la categoría de algebroides de Lie.

En el caso discreto, la SAD es, naturalmente una sucesión en la categoría de grupoides 
de Lie. Por lo que es natural interrogarse de modo análogo al caso continuo: ¿son las 
escisiones (en la categoría ^bs) escisiones en la categoría de grupoides de Lie? No muy 
sorprendentemente, la respuesta es que, generalmente, no. A diferencia del caso continuo, 
en el caso de las conexiones discretas no había en la literatura una noción de curvatura. Por 
este motivo, imitando el caso continuo, definimos la curvatura de una conexión discreta 
como la obstrucción para que la escisión asociada a una conexión discreta sea una escisión 
en la categoría de grupoides de Lie.

En este punto vale la pena discutir un detalle que hemos soslayado hasta el momento. 
La topología del fibrado principal sobre el que está definida una conexión discreta puede 
impedir la existencia global de la forma de conexión discreta o del levantamiento horizontal 
-esencialmente, un tal levantamiento podría usarse para construir una sección global del 
fibrado principal. Por este motivo es importante la noción de dominio de la conexión 
discreta. Una consecuencia de esta falta de definición global es que las escisiones asociadas 
a una conexión discreta suelen no estar definidas globalmente, por lo que, en la categoría 
^bs son morfismos semilocales (en vez de auténticos morfismos) y, en el caso de la categoría 
de grupoides de Lie, realmente corresponde trabajar en la categoría de grupoides de Lie 
locales ILGpd.

Tomando en cuenta estos detalles técnicos probamos que hay una correspondencia 
entre

CDP1. las conexiones discretas planas -es decir, con curvatura trivial- en tf y

CDP2 las escisiones a derecha de la SAD en la categoría ILGpd.
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Otro tema que encontramos de interés -porque es relevante en relación al estudio de los 
sistemas dinámicos que motivaron la introducción de las conexiones discretas- es que, en 
la categoría de fibrados vectoriales, toda sucesión escindida es isomorfa a una sucesión 
de tipo suma directa. En particular, esto ocurre en el caso de la SA escindida por la 
presencia de una conexión; también vale la recíproca de este resultado. Estos resultados 
son inmediatos por las propiedades algebraicas de la categoría de espacios vectoriales y la 
existencia de particiones de la unidad en variedades diferenciales. En el caso discreto, sin 
embargo, las categorías ^bs y ILGpd no están asociadas a una categoría abeliana como la 
de los espacios vectoriales, por lo que no gozan de las mencionadas propiedades, al menos 
no de manera automática. Sin embargo pudimos probar que, en la categoría ^bs. las 
escisiones de la SAD se corresponden con isomorfismos de la SAD en un tipo de sucesión 
que llamamos de producto directo. En el caso de la categoría ILGpd probamos que las 
escisiones de la SAD se corresponden con ciertas sucesiones de tipo producto semidirecto.

Buena parte de esta exploración de las equivalencias de la noción de conexión discreta 
ha aparecido en [FJZ22], En particular, este trabajo ha permitido avanzar en la compren­
sión de la relación entre las conexiones discretas y las conexiones principales en un mismo 
fibrado principal, llamado el Problema de Integración en [FK24].

Cabe destacar que el paralelismo encontrado entre las conexiones principales y las 
conexiones discretas también se extiende, en el marco de la Mecánica Geométrica, a un 
paralelismo entre la reducción de simetrías de sistemas mecánicos Lagrangianos cuyo 
espacio de configuración es una variedad diferencial Q y donde el grupo de Lie G actúa 
en Q mediante simetrías del sistema de modo que tf : Q —> Q/G es un fibrado principal 
y la reducción de los sistemas mecánicos discretos análogos (ver [CMROla] y [CMROlb] 
para el caso continuo y [MclDM06], [FTZ10], [FTZ16] y [FTZ20] para el caso discreto).

Por último, dejando de laclo la exploración básica de las formulaciones de conexión 
discreta en un fibrado principal y su curvatura, estudiamos un caso particular del cálculo 
la holonomía de una conexión discreta cuando el grupo estructural del fibrado principal, 
G, es abeliano. En este caso hemos probado un análogo discreto a una fórmula bien 
conocida que relaciona la holonomía alrededor de un lazo con la integral de la curvatura 
en la superficie encerrada (ver [MMR90]). Un punto interesante en este camino es que 
conseguimos realizar a las formas de conexión discretas como 1-cocadenas simpliciales en 
Q, el espacio total del fibrado y, más aún, su coborde no es otra cosa que la curvatura de 
la conexión discreta. Parte de este material ha sido publicado en [FJZ23].

A continuación describiremos el contenido de los distintos capítulos de la tesis.

■ En el Capítulo 2 trabajamos en J&Sq/g, la categoría de espacios fibrados sobre Q/G 
con una sección. Como primer paso demostramos que la sucesión (2.1.5) es una 
extensión (Definición 2.2.6) de {Q/G) x {Q/G) por G en la categoría ^bSQ^Q- Así 
como las conexiones discretas pueden no estar globalmente definidas, las escisio­
nes de (2.1.5) pueden no estar definidas globalmente sino más bien semilocalmente 
(Definición 2.2.14). Entonces demostramos que las escisiones a izquierda de (2.1.5) 
(semilocales) que satisfacen una cierta condición de equivarianza están en corres­
pondencia biyectiva con las conexiones discretas sobre tf, mientras que las escisiones
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a derecha (semilocales) de (2.1.5) están en correspondencia biyectiva con levan­
tamientos horizontales discretos sobre tf . Como sabemos que los levantamientos 
horizontales discretos y las conexiones discretas son nociones equivalentes, hemos 
demostrado la equivalencia entre algunas escisiones a izquierdas de (2.1.5), escisiones 
a derechas de (2.1.5) y conexiones discretas sobre tf . Por supuesto, la correspon­
dencia entre las escisiones a izquierda y a derecha de una sucesión exacta es bien 
conocida en otras categorías, pero no es en absoluto automática en una categoría 
no abeliana. Otro resultado estándar, por ejemplo en la categoría de fibrados vecto­
riales, es que las sucesiones exactas escindidas son equivalentes a las sucesiones de 
suma directa. También probamos que (2.1.5) es escindida a la derecha (o izquierda) 
semilocalmente si y sólo si la sucesión es equivalente semilocalmente a una cierta 
extensión producto fibrados de (Q/G) x (Q/G) por G. Por útimo el Teorema 2.7.8 
da una relación completa entre los diferentes objetos discretos considerados hasta 
ahora.

■ En el Capítulo 3 trabajamos en LGpd, la categoría de griupoides de Lie. Conside­
rando que una conexión discreta Aa define una aplicación de Q x Q en G y, como 
Q x Q y G tienen estructuras grupoides de Lie naturales, nos preguntamos si Aa es 
un morfismo de grupoides de Lie. Resulta que la pregunta mas interesante es si es 
un morfismo de Q x Q en el grupoide de Lie asociado al grupo de Lie opuesto Gop. 
En general, Aa no necesita ser tal morfismo y usamos la obstrucción para definir 
la curvatura Ba de Aa (Definición 3.3.1). Entonces, naturalmente, Aa determina un 
morfismo de grupoides de Lie si y solo si Ba es trivial. Las conexiones discretas con 
curvatura trivial son llamadas planas. Al igual que en el caso continuo donde la su­
cesión (2.1.3) también puede verse como una sucesión en la categoría de algebroides 
de Lie, se observa en [LMW05] que (2.1.5) también puede verse como una sucesión 
en la categoría de grupoides de Lie LGpd, hecho que también revisamos aquí, y 
también se ha considerado en otras partes de la literatura ([And04] y [Rodl8] ). 
Nuestro interés es explorar la relación entre las escisiones (derechas) de (2.1.5) en 
la categoría LGpd y conexiones discretas planas en tf.
Aún así, se requiere un pequeño giro porque las conexiones discretas se definen en 
subconjuntos abiertos U C Q x Q, de modo que las escisiones a derecha que inducen 
están definidas en subconjuntos abiertos de (tf x tf)(¿7) C {Q/G} x {Q/G) y no 
pueden ser morfismos en LGpd, que están definidas globalmente, esto nos mueve a 
considerar, en el Capítulo 4, la categoría de grupoides de Lie locales.

■ Entonces en el Capítulo 4 pasamos de la categoría LGpd a la categoría de grupoi- 
cles de Lie locales ILGpd. Probamos que (2.1.5) es una extensión en la categoría 
ILGpd (Definición 4.2.24). Las conexiones discretas sobre tf inducen escisiones a 
derecha (semilocales) sr de (2.1.5) en la categoría ^^Sq/g, pero no necesariamen­
te en la categoría ILGpdQ/G', las aplicaciones sr que son escisiones de la sucesión 
de Atiyah discreta en la categoría ILGpdQR; son precisamente las que vienen de 
las conexiones discretas planas en tf . De hecho, demostramos en la Proposición
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4 .2.26 que existe una correspondencia biyectiva entre las escisiones a derecha de 
la sucesión discreta de Atiyah en la categoría ILGpdQ/G y las conexiones discretas 
planas sobre tf. Inspirándonos en la estructura introducida en [MM10], considera­
mos el producto semidirecto de un grupoide de Lie (totalmente intransitivo) por un 
grupoide de Lie local, que resulta un grupoide de Lie local y se puede utilizar para 
construir una determinada extensión de producto semidirecto en ILGpd. El Teorema 
4.4.12 demuestra que, para una extensión dada en la categoría ILGpd, existe una 
correspondencia biyectiva entre sus escisiones a derecha y los isomorfismos entre la 
extensión dada y sus extensiones producto semidirecto. Como consecuencia, la su­
cesión de Atiyah discreta es escindida por la derecha en la categoría ILGpd si y solo 
si es isomorfa a una extensión producto semidirecto, dando así otra caracterización 
más de las conexiones discretas planas sobre tf (Corolario 4.4.13).

■ En el capítulo 5, en un inicio revisamos algunas ideas básicas de cadenas y cocadenas 
singulares que luego refinamos a lo que llamamos complejos menores que se necesitan 
para ver la forma de conexión discreta Aa y la curvatura discreta Ba como una 1 
cocadena y una 2 cocadena singular [.4(/] y [Sd] respectivamente. En la Sección 5.4 
obtenemos fórmulas para calcular la fase de holonomía discreta que, eventualmente, 
conducen a la primera versión de nuestro resultado que expresa esas fases en términos 
de integrales de cocadenas con valores en G, [A/] y \Ba\ (Teorema 5.4.3). Por útltimo 
en la Sección 5.5 consideramos cocadenas singulares con valores en el álgebra de Lie 
0 y construimos versiones logarítmicas de [A/] y \Ba\, que aparecen en la expresión 
de la fase de holonomía. discreta, como una. integral de cocadenas con valores en g, 
(Teorema. 5.5.9).

Además, cada, uno de los capítulos 2,3,4 y 5 comienza con una revisión de los conceptos 
y resultados pertinentes al contenido discutido

■ En capítulo 6, tenemos un resumen de resultados y conclusiones de este trabajo.

Por último se encuentra, el Apéndice, con resultados ya. conocidos y demostraciones 
auxiliares necesarios para, el desarrollo de este trabajo.
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Capítulo 2

Sucesión de Atiyah Discreta en la 
categoría de espacios fibrados con 
secciones

2.1. Sucesión de Atiyah y otros conceptos generales

La sucesión de Atiyah fue indtroducida por M. Atiyah en [Ati57] para estudiar cone­
xiones sobre fibrados principales (holomorfos). La construcción también se ha aplicado a 
objetos suaves, como veremos a continuación. En la Sección 2.1.2, presentamos un analógo 
discreto de la misma.

2.1.1. Sucesión de Atiyah: caso continuo.
Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal (ver definición A. 1.24 del Apéndice). 

Entonces, se tiene la siguiente sucesión de fibrados vectoriales sobre Q;

0-^Q^^^TQ ^ t^T/Q/G) -^ 0 (2.1.1)

donde Mq^ := QM = ^W^.pqQ(q) Y ^(tb) := (qiTq'n'^Vq')'). Es fácil de ver que 
la sucesión (2.1.1) es una sucesión exacta de fibrados vectoriales sobre Q. Si Considera­
mos las acciones l^X8(q,Q := (l?(q), Adg(Q), ^K^ := Tql?M Y Zs T(Q/G\q, r^ : = 
(^(q^ Gib)) se puede probar que <^>i y y2 son G-equivariantes y entonces se tiene la si­
guiente sucesión de fibrados vectoriales sobre Q/G:

Ü ^ (Q x g)/G -^ <TQ^G -^ (tt*T(Q/G)/G -^ 0 (2.1.2)

El fibrado vectorial g := (Q x g)/G es el fibrado adjunto. Además, (k*T\Q/G})/G y 
T(Q/G) son isomorfos como fibrados vectoriales sobre Q/G mediante TG*TtAGGYG (^ t^^ e 
r^qy Por lo tanto la sucesión anterior es isomorfa a la sucesión
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0 -^ S ^> (TQ)/G ^ T(Q/G) -^ 0 (2.1.3)

de fibrados vectoriales sobre Q/G que es exacta y llamada sucesión de Atiyah de tf, que fue­
ra introducida en [Ati57]. Explícitamente, <t>i(ivQx9'G(q,í,^ = tvTQ'G(Çq^Q^ Y <MlvTQ'G(1Jq^ = 
Tq^q).

Atiyah define una conexión como una escisión 1 a derecha de (2.1.3) (Definición en la 
página 188 de [Ati57]) y también Mackenzie (Definición 4.1 en el Apéndice A de [Mac87])

Un levantamiento a TQ de la imagen de una escisión a derecha de (2.1.3) corresponde 
precisamente a la distribución horizontal de la conexión, mientras que su forma de cone­
xión es equivalente a un levantamiento de una escisión a izquierda de (2.1.3) (véase las 
págs. 292-3 en [Mac87] ).

En otro nivel, la sucesión de Atiyah (2.1.3) se puede interpretar como una sucesión 
exacta en la categoría de algebroides de Lie. Aquí, no todas las escisiones anteriores son 
morfismos en esta categoría. Solo aquellos que surgen de las conexiones planas correspon­
den a las escisiones a derecha de (2.1.3) en la categoría de algebroides de Lie. Para más 
detalles sobre estos temas, son buenas referencias [Mac87], especialmente su Apéndice A 
y [GKP11]

2.1.2. Sucesión de Atiyah: caso discreto.
Consideremos la siguiente sucesión de fibrados sobre Q:

QxG ^QxQ ^QTxP1 ((Q/G) x (Q/G)) (2.1.4)

donde F^q^g) := (q, l^(q)) y F2(g0,9i) := (qo, ^(qoY^^qiYYY Es claro que Fi es inyectiva 
y F2 es suryectiva.

Consideramos las siguientes G-acciones

ÇxG(q,h) := (Ç^yN-1), 

^xQ(9o,f) := (^(qoM^(qiy)Y 
C^'^’^UgO.Mgol.-rGh))) ;= (/9(g0), (^g,). ^q^)

Lema 2.1.1. Sean F : Q x G -^ Q x Q y F2 : Q^ x QP1 —> Q/G x Q/G definidas como 
antes, entonces F^ y F2 son aplicaciones suaves y G-equivariantes

Demostración. Como las aplicaciones l^ y tf son suaves y Q^ xpi ((Q/G) x (Q/G)) C 
Q x ((Q/G) x (Q/G)) es una suvbariedad embebida por el ítem 3 del Ejemplo A. 1.30 del 
Apéndice entonces Fi y F2 resultan suaves. Es sencillo ver que Fi y F2 son G-equvariantes.

□
Las escisiones en inglés son conocidas como splitting.
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Entonces obtenemos la siguiente sucesión de fibrados sobre Q/G-.

(Q x G^G -^ (O x Q^G -^ (^ xP1 ((Q/G) x (Q/G)))/G

Notar que A^XpAQ!GAAQ lep.G ç^ (7r(g0), ^(íi))) 1—> (^(ío)? ^(íi)) es un isomorfismo 
de fibrados sobre Q/G de (Q^ xpi ((Q/G) x {Q/G^/G sobre {Q/G) x {Q/G). Entonces 
tenemos la siguiente sucesión de fibrados sobre Q/G\

G^VQ^QMG — kQIGV^AQIG') para

F1(a°xG'G(g,g)) := 7r°xG'G(g, Ç(g)) y F2U°xe'G(go, gi)) ~ (U®), V®)),

donde G := (Q x G)/G. Por analogía con (2.1.3) llamaremos a la sucesión (2.1.5) Sucesión 
de Atiyah discreta.

La sucesión de Atiyah (2.1.3) es una sucesión de fibrados vectoriales o incluso, de 
algebroides de Lie sobre Q/G, de modo que nociones como exactitud o escisión están bien 
definidas, mientas que la sucesión de Atiyah discreta (2.1.5) es una sucesión de fibrados 
o de grupoides de Lie, donde esas nociones no son tan claras.

2.1.3. Conexiones sobre fibrados principales: caso continuo
La definición más utilizada de conexión principal es la que sigue, que es equivalente a 

la definición de Atiyah.

Definición 2.1.2. Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal, para cada q E Q defini­
mos el subespacio vectorial V(g) := ker{Tqiv). Una conexión sobre el librado principal tf 
consiste en una elección de un subespacio HorA{q) C TqQ tal que:

L TqQ = V{q) © HorA{q)

1. HorA^^I = ©((»o>U)(g))

3. HorA{q) depende de q de forma diferenciable.

los subfibdrados V{q) y HorA{q) son llamados subespacio vertical y subespacio horizontal.

Definición 2.1.3. Asociada a una conexión sobre un G-fibrado principal, se tiene una 
Vforma de conexión con valores en g

A : TQ —> g

donde vq - fQ{q) E HorA{q)

Teorema 2.1.4. La 1-forma de conexión A de una conexión satiface las siguientes pro­
piedades:
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1- A«Q(q^ = (, para todo £ G g

2. A es G-equivariante.

Equivalentemente, dada una aplicación suave A : TQ —> g que cumple con las propie­
dades (1) y (2) existe una única conexión cuya 1-lorma de conexión es A.

Demostración, ver Proposición 1.1, pág. 64 de [KN96]

Lema 2.1.5. Dada una curva G1, 7 : [0,1] —> Q/G, con 7(0) = r y q E tf T(r) existe una 
única curva 7* : [0,1] —> Q tal que 7*(0) = q, 77(7*(í)) = 7(1) y (7*)'(í) 6 Hor^Ql*^)) 
Vi G [0,1], " ...................... ............................ ~........

Demostración, ver Proposición 3.1, pág. 69 de [KN96]

Llamamos a la curva 7* el levantado horizontal de 7 en q.

2.1.4. Conexiones sobre librados principales: caso discreto
Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal, denotamos a la G-acción a izquierda sobre 

Q por lQ. Consideramos la G-acción sobre Q x Q dada por l/HQ{q, q') := {l^{q), ^^tY Ia 
acción diagonal y la acción sobre la segunda componente, l^^Qq,^) := (új^íúQ) para 
g G G. Para una variedad X, denotamos por A y C X x X a la subvariedad diagonal, 
definimos la subvariedad Va := (tf x tt) '(A^) = Içé^ÇXq) = {(g, Z^(g)) G Q x Q : q G 
Qy g G G}, líamela suvbariedad vertical dsicreta.

Definición 2.1.6. Sea Hor C Q x Q una subvariedad embebida Z^x ^-invariante que 
contiene la diagonal Aq C Q x Q. Hor define una conexión discreta Aa sobre el librado 
principal tf : Q —> Q/G si {idq x tf)|hot : Hor —> Q x {Q/G) es un difeo morísimo local 
inyectivo. Denotaremos Hor por Hor^d. Si Hor^d es una conexión discreta tal que para 
todo {q, q') G Q '^ Q se tiene que {q, q') G Hor^ si y sólo si {q', q) G HorAà decimos que 
Hor^d es simétrica.

Definición 2.1.7. Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal. Un conjunto abierto U. C 
Q x Q se dice que es de tipo-pD si es /PxP-invariante y V<i C U (en particular, Xq cU). 
Un subconjunto U. de tipo-pD es de tipo-D si es G X G-invariante. Si U C Q x Q es de 
tipo-D (o tipo-pD) y Z2-invariante para la acción estándard que intercambia componentes 
se dice que es simétrico de tipo-D (o simétrico de tipo-pD)

Dado U C Q x Q un subconjunto de tipo-pD definimos,

U' := {idQ x ix){U) cQx Q/G y U" := (tf x tv){U) C (Q/G) x (Q/G) (2.1.6)

Como tf es un G-fibrado principal entonces ambos subconjuntos son abiertos.
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Proposición 2.1.8. Sea HorAd una conexión discreta sobre un G-fibrado principal tf : 
Q —> Q/G. Entonces

il := I^^Hofa^ = {(Wg (^í)) EQ X Q : (g0,9i) € HorAd1g E G} E Q X Q

es un subconjunto de tipo-D. Si además, HorAd es simétrica, entonces il es simétrico de 
tipo-D.

Demostración, ver Proposición 2.4 en [FZ13]
□

El subconjunto abierto il definido en la Proposición 2.1.8 se llamará el dominio de la 
conexión discreta HorAd. Para cualquier (g,^) G il existe g E G tal que

^q') = ÇXQ2(9,9") Para algún (q, q") E HorAd (2.1.7)

Es fácil ver que tales g y (g, g") son únicos.

Definición 2.1.9. La forma de conexión discreta asociada a la conexión discreta HorAd 
es

Ad : il —> G con Ád^qE 91) := 9

donde g es el único elemento que satiface (2.1.7).

Teorema 2.1.10. Sea Ad una conexión discreta con dominio il sobre el G-fibrado princi­
pal tf : Q —> Q/G. Entonces, la forma de conexión discreta Ad : il —> G es una función 
suave tal que, para todo (g0, qQ E il y go, g^ E G,

Adlig^qo^AgM^ = giAM^gõ1 (2.1.8)

Además, HorAd = {(9o?9i) £ 7/ : Ad^qo^Q = e}. Inversamente, dado un subconjunto 
U C Q x Q de tipo-D y una función suave A : U —> G tal que (2.1.8) se cumple (con 
Ad reemplazado por A) y A(qo, qo) = e para todo q0 E Q, entonces Hor := {(g0, qQ EU : 
^(9o59i) = e} define una conexión discreta cuya forma de conexión discreta asociada es 
A. '

Demostración. Lemma 3.2 y Teorema 3.4 en [FZ13]
□

Definición 2.1.11. Sean U C Q x Q un subconjunto de tipo-D. Llamamos forma de 
conexión discreta a una función suave A : U —> G que satisface las condiciones (2.1.8) 
(remplazando Ad por A) y A(qo, qo) = e.

Dado el G-fibrado principal tf : Q —> Q/G y un subconjunto U C Q x Q de tipo-D 
definimos,

Tíq/U) := {formas de conexión discretas con dominio U. }
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Ejemplo 2.1.12. Sean R>o := (0,+oc) C R y el grupo multiplicativo bajo la multi­
plicación en números complejos 17(1) := {f G C : |c| = 1}. Consideremos el grupo de 
Lie G := 17(1) actuando sobre el segundo factor de Q := R>o x 17(1) por multiplicación, 
entonces tf : Q —> Q(G está dada por p^ : R>0 x 17(1) —> R>0. Aunque no es relevante para 
este trabajo podemos pensar Q como el espacio de configuraciones (para la descripción 
del centro de masa) de un sistema mecánico planar formado por dos partículas de igual 
masa. Para p G N, definimos

Ad,n : Q x Q —> 17(1) por Ad^^o, M> (ru M) := exp(í(ri - roy^.

Es fácil probar que Ad,p, es una forma de conexión discreta sobre tf globalmente definida, 
es decir con dominio U := Q x Q.

Definición 2.1.13. Sea U C Q X Q de tipo-pD. Una aplicación suave A : U —> G 
es una forma de conexión pre-discreta si para todo g G G, A o 1®*® = /^ o A (donde 
^(y') = g/ú ' ) sobre U y A(g, ^(qY = g para todo q G Q.

Para U C Q x Q de tipo-pD definimos,

^c^U) := {formas de conexión pre-discretas con dominio UY

Es claro que si U es de tipo-D entonces Se (7/) C S'c(¿7)

Definición 2.1.14. Sean Ad una conexión discreta con dominio 11 sobre un G-fibrado 
principal tf : Q —> Q(G y sea 11 := (idq x tf)(U). Definimos el levantamiento horizontal 
discreto

hd AV -^QxQ
como h^qo/rf) := (g0,9i) si y sólo si (ç0,9i) € HorAd y 7v(qQ = zq.

El levantamiento horizontal hd es exactamente la aplicación inversa del difeomorfismo 
(idq x tt)\hota : Hor —> 11. Definimos hd ■ = P2 ° hd-

Teorema 2.1.15. Sea Ad una conexión discreta con dominio 11 sobre un G-fibrado prin­
cipal tf : Q —> Q/G. Entonces:

(1) 11 C Q x Q/G es G-invariante para la G-acción definida por l^^'^^qo^rQ := 
(^(ío), d) para todo g E G.

(2) hd : 11 —> Q x Q y es G-equivariante para las G-acciones l^AQ/G) y ¡QxQ

(3) hd es una sección sobre 11 de idq x tf : Q x Q —> Q x (Q/Gf esto es, (idq x tf) o hd = 
ida- •

(4) Para todo q0 G Q, (q0,iv(q0Y G 11 y hd(qo,iv(qoY = (doAof

Inversamente, si W C Q x Q/G es un conjunto abierto que satisface la condición (1) (con 
11 remplazado por W^ y h \W —> Q x Q es una aplicación tal que las condiciones (2) 
, (3) y (4) se satifacen (con 11 y hd remplazados por W y hf Entonces, existe una única 
conexión discreta Ad con dominio 11 := (idq x Fr)-1^') sobre tf : Q —> Q/G tal que 
W = 11 y h = hd-
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Demostración. Teorema 4.4 en [FZ13]. □

Sea U C Q x Q un subconjunto de tipo-D. Definimos el conjunto,

'LhÇU^ := {levantamientos horizontales discretos sobre U'^

Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal y un conjunto U C Q x Q de tipo-D. 
Entonces dada una forma de conexión discreta Ad ".U —> G, definimos

hAd:U'^QxQ por hAd(q, r) = (q, l^y^-ilq'T) (2.1.9)

para algún q' E 7r-1(r).
Inversamente, dado un levantamiento horizontal hd \W —> Q x Q, definimos

A¿ :U^G por .4^0,91) := fAhd(q0,tf^)), qi) (2.1.10)

con k definida como en (A. 1.2).
Entonces podemos definir,

FCh : MG) -^ ^h(U) por FChW := h^ (2.1.11)

y
Fhc : ^h^ -^ ^c^ por FHcW ■= < (2.1.12)

Teorema 2.1.16. Las funciones Fch Y Fhc definidas en (2.1.11) y (2.1.12) respectiva­
mente son mutuamente inversas.

Demostración. Para su demostración se usan los Teoremas 2.1.10 y 2.1.15. □

2.2. Categoría de fibrados con secciones

Es bien sabido que los espacios fibrados (Definción A. 1.20 del Apéndice) y los mor­
fismos de fibrados suaves (Definición (1) de A.1.23), junto con la identidad estándar y 
composición de funciones, forman una categoría, la que denotamos por 5b- Si M es una 
variedad diferencial, vamos a denotar por ^m a la categoría de fibrados sobre M, la cual 
es la subcategoría de espacios firados con base M y morfismos sobre íÓm- Las categorías 
5b y ^m no son abelianas o exactas, por lo que no existe una noción general de exac­
titud o, incluso, de núcleos. A fin de recuperar algunas de esas nociones, trabajamos en 
una versión ligeramente enriquecida de la categoría 5b. Definimos la categoría de espacios 
fibrados con secciones, denotada por ^bs, formado por los objetos,

ob5bs := ^E,p,M,S),a) : (E,p,M,S) E ob5b y a E T(F)} 

y los morfismos

úom$bs((Fi, d), (F2, u2)) := {(F, f) G hom^E^ E^ tal que F o a = a2 o /}
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Es fácil verificar que con la identidad estándard y la composición de morfismos, ^bs es una 
categoría. Para cualquier variedad suave M, denotamos por ^bsM C ^bs a la subcategoría 
con fibrados sobre M y morfismos sobre la uh/: como todos estos morfimos son de la forma 
^F,idM), nos referiremos a ellos por F en lo que sigue.

A continuación mostramos algunos ejemplos de fibrados con secciones.

Ejemplos 2.2.1. Para los ejemplos de fibrados que siguen consideremos G actuando a iz­
quierda por Z^ de modo que tf : Q —> Q/G es un G-fibrado principal. Vamos a considerar 
la acción a izquierda lFxG de G sobre Q x G definida como ^xG(q,h/ := ^qVghg 1), 
la acción diagonal lQxQ de G sobre Q x Q dada por V^^q^ q^ := (^(9i), ^(92)) y sus 
aplicaciones cociente, tvQxQ’g : Q x Q —> (Q x Q^/G y tvQxG’g : Q x G —> (Q x G}/G. 

Como tf : Q —> Q/G es un G- fibrado principal entonces la acción Z^ es libre y propia, 
por el Teorema A. 1.25 y Lema A. 1.27.

Veamos que la acción [QXQ es libre y propia. Supongamos que lQxQ(qi, q^ = (91,92) 
entonces (l^qQ, ^^q^ = (91,92) y, en consecuencia, g = e porque la acción lQ es libre. 
Para probar que la acción [QXQ es propia vamos a utilizar la Proposición A. 1.15 del 
Apéndice. Dadas sucesiones convergentes (q^q^jes en Q x Q y (gQjes en G tales que 
((^x(5)(9i, 92))j'gn es convergente entonces se tiene la sucesión Q/Q convergente tal que 
(^(9j))jgn es convergente y como lQ es propia entonces existe una subsucesión de QjQjes 
convergente, por lo tanto la G-acción [QXQ es propia.

Veamos que la acción lFxG es libre y propia. Sea g E G tal que Z^xG(g, h/ = (q,h/ 
entonces UG(q').ghg ^'j = (q,h/ y como l^ es una G—acción libre entonces g = e, por lo 
tanto lQxG es una. acción libre. Ahora, supongamos que tenemos una. sucesión convergente 
(qj, h/)^ en Q x G y una sucesión (gQjes en G tal que ^^AqphQ es convergente, 
entonces (Z^(qQ, gjhjgjQ es convergente, por lo que ^(qQ es convergente y como la 
acción Z^ es propia entonces existe una subsuceción QjjQkes convergente, por lo tanto la 
acción lQxG es propia.

(i) Veamos que ((Q x QQG^-e Q/G, Q) es un fibrado. Para esto probemos que G 
actúa, sobre el fibrado trivial (Q x Q,Pi,Q,Q) en el sentido de la Definición A. 1.28 
del Apéndice. Como ya. vimos las acciones Z^XP y Z^ son libres y propias y la G- 
acción Z^ es tal que tf : Q —> Q/G es un G-fibrado principal. Definimos la G- 
acción a. derecha como ^(9) := lQ-i(qY La proyección p^ es G-equivariante, ya. 
que Pi(ZPxQ (90,91)) = Pi((^(9o), ^(91))) = ^(9o) = ^(Pi(9o, 91))- Para q E Q, 
consideremos la carta, trivializadora (U, idp-ipr)) con U := Q y así U resulta. G- 
invariante, con lo cual podemos definir la siguiente G-acción a. izquierda sobre U xQ 
como lGxQ(qo,qQ := (Z^(9o), ^1(91)). La aplicación idp-i^Lr^ resulta. G-equivariante 
trivialmente. Por lo tanto, por la proposición A. 1.29 del Apéndice,pi : (QxQQG —> 
Q/G definida por pi(tfPxP’g(ço, 9i)) := tf(ço) es suave y ((Q x QQG1p^1 Q/G, Q) es 
un fibrado.

(ii) Veamos que (G,pi,Q/G, G) es un fibrado. Para esto probemos que G actúa, sobre 
el fibrado trivial (Q x G,pi,Q,G) en el sentido de la definición A.1.28 del Apéndi­
ce. Como ya. se probó, las acciones lQxG y Z^ son libres y propias. La G-acción
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lQ es tal que tt : Q —> Q/G es un G-fibrado principal, la proyección pi es G- 
equivariante porque pi(lQxG(q, h)) = Pi{l^{q), ghg ') = l^{q) = ^(pi(9,ú-)), para 
q E Q consideremos la carta trivializadora {U, idp-i^u)) con U := Q y así U resul­
ta G-invariante y si además tomamos la G-acción a derecha sobre G definida por 
rg’W := ^-i(h) = g‘hg. tenemos que la G—acción a izquierda sobre U x G de­
finida por lGxG{q,h) := {l^{q),lG(h)) = {l^{q), c^L^h)) resulta estar bien definida 
por lo que la aplicación idp-i^ir^ resulta G-equivariante trivialmente. Por lo tan­
to, por la Proposición A. 1.29 del Apéndice,pi : {Q x G)/G —> Q/G definida por 
PiQvQxG'cQq1 y)) := 7r(g) es suave y ((Q x G)/G,py,Q/G,G) es un librado.

Ejemplos 2.2.2. Fibrados con secciones.
Consideremos los fibrados (G,pi, Q/G,G), {{Q xQ)/G,p\,Q/G,Q) y el librado trivial 

{Q/G x Q/G, p., Q/G, Q/G). ' - - - '

(i) Sean go,9i E Q tal que 7r(g0) = ^{qi) Y g £ G tal que lQ{qQ = qi con lo cual 
^xG(9o,e) = (^(9o), geg^Q = (91,6), entonces t;QxG'g{q0,e) = t;QxG'g {q^, e). En­
tonces definimos,

uG : Q/G —>G por a0{iv{q)) := ivQxG'G{q, e).

Veamos la suavidad de erg. Si definimos, F : Q —> Q x G por F{q) = {q,e), como 
G actúa de forma libre y propia sobre Q y Q x G (con l^ y l®xG respectivamente) 
y porque F resulta G-equivariante entonces por el Corolario A.1.18 del Apéndice 
tenemos que a^ es suave. Y además, pi o ag^y)) = pQivQxG'G{q, e)) = 7r(g) = 
^q/g(tt(¿)).

Por lo tanto Oq es una sección del librado {G,pi, Q/G, G). Tenemos entonces el 
espacio librado con sección {{G,pi, Q/G, G), a¿).

(ii) Sean go,9i E Q tales que 7r(go) = ^{qi) Y g ^ G tal que l^{qo) = qi entonces 
lgXQ{qo.qo) = (^(90), lg{qo)) = (91,91), con lo cual 7vQxQ’G{q0,q0) = tvQxQ’g{qT, qT) 
entonces definimos,

^(QxQ)/G : Q/G —> {Q xQ)/G por aiQxQpGO^q)) := ivQxQ'G{q,q)

Veamos la suavidad de ct^qxq^g- Si definimos, F : Q —> QxQ por F{q) = {q, q), co­
mo G actúa de forma libre y propia sobre Q y Q x Q (con l^ y l^^ respectivamente) 
y porque F resulta G-equivariante entonces por el Corolario 9.4 de [FTZ16] tenemos 
que o-(QxQ)/G es suave. Y además, pi o o-(QxQ)/G(7r(Q) = pi(7rQxQ’G(g, Q) = iv{q) = 
ídQ/G(ír(9)) entonces U(qxq)/g es una sección del fibrado ((Q x Q)/G),px,Q/G,Q). 
Por lo tanto tenemos el espacio fibrado con sección {{QxQ)/G,pi, Q/G, Q), cv^qxqpg)

(iii) Y por último, podemos definir
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^q/Gxq/G : Q/G —> Q/G x Q/G por (Jq/gxQ/gW := (^(9), 7r(g))

Es trivial que oq/Gxq/G es suave. Finalemente como PiocrQ/Gxq/GE(q)) = PiE(qY ^(9)) 
= ?r(g) = idq/GE(q)) entonces resulta que cq/gxq/g es una sección del fib ráelo 
(Q/G x Q/G,pi,Q/G,Q/G). Por lo tanto, tenemos el librado con sección

((Q/G x Q/G^Q/G^/G),^^^).

Ejemplos 2.2.3.

(i) Veamos que Fb definida en (2.1.5) es un morfimo entre los librados con secciones 
(G,Pi, Q/G, G, U(qxG)/g) y ((Q x Q)/G),pi,Q/G,Q,a^qxq^/G).
(F1,idq/G) G hom5b((Q x G)/G,(Q x Q)/G) ya que pT o F1(7vQxG’G(q,h))) = 
Pi(ttQxQ’G (q, 1*9^^ = ^^ = idQ/G(Eq)) = idq/G op1(EQxG’G(q, h)) y además Fy o 
ct^QxGPgQv^ = E1(7FQxG’G(g,e)) = 7vQxQ’G{q,q) = a(QXQ)/GE(q)) = ^(QxQ)/g 0 
idq/GE(q))- Por lo tanto E G hom$bSQ/G((G, aõ), ((Q x Q)/G, aq/cxq/c^Y

(ii) Ahora veamos que F2 definida en (2.1.5) es un morfimos entre los librados con sec­
clones ((Q x Q)/G),p„ Q/G, Q, u(QxQ)/G) y (Q/G x Q/G, P1, Q/G, Q/G, o"q/Gxq/g)- 
(F2,idQ/G) G hom5b((Q x Q)/G,Q/G x Q/G) ya que pT o F2(7rQxQ’G(q0, qQ) = 
Pi(7r(g0),7r(g1)) = iv(q0) = idq/GE(qQ) = idQ/G o p1(ivQxQ’G(q0, qi)) Y además te­
nemos F2 o atoxQ)/G(-K(q)) = F2(-KQxQ’G(q,q)) = (7v(q),7v(q)) = aq/GXq/GYiM) = 
aQ/Gxq/G°idq/G(Eq)Y Por lo tanto F2 G hom$bSQ/G(((Q x Q)/G, o-(qxq)/g), (Q/G x 
Q/G, aq/Gxq/G)).

Ejemplo 2.2.4. Sea M una variedad suave. Entonces (M, idM, M, {0}) es un librado 
(trivial) sobre M. Claramente, idM es una sección del librado. Por lo tanto,

M^ := ((M, idM, M, {0}), idM) G ob5bSM.

Dado ((E,p, M, S), a) G ob5bS]xr, definimos 0E : M —> E por 0E := a. Es fácil verificar 
que hom5bSM(M\ (E,a)) = {0E} de modo que AE es objeto inicial en ^bSM (ver A.2.1).

Similarmente, definimos 0e : F —> A-í por 0e := p y se verifica que hom5bSM ((F, a), A-E) = 
{0e}, de modo que AE es objeto terminal en ^bsM- Por lo tanto concluimos que AE es 
el objeto cero en ^bsM-

Lema 2.2.5. Si tf : Q —> Q/G es un G-fibrado principal y F2 está definida por (2.1.5), 
entonces F2 es una submersion suryectiva.

Demostración. Como tf : Q —> Q/G es un G-fibrado principal entonces, por el Teorema 
A. 1.16 del apéndice, tf es una submersion que además es suryectiva, entonces tf x tf : 
Q x Q —> (Q/G) x (Q/G) también es una submersion suryectiva. Por otro laclo, como 
ya vimos en el ejemplo 2.2.1 la acción 1QXQ es libre y propia, entonces por el teorema 
A. 1.16 del apéndice resulta que -kQxQ'g : Q x Q —> (Q x Q)/G es una submersion que

20



además es suryectiva. Y por último, tenemos que F2 o -jfQxQ'G = ^ x tf y T^xq-g^^F-í o 
T^^XQ'G = T^^Qv^^Y entonces como tf x tf y qvQxQ'G son submersiones suryectivas 
tenemos que F2 una submersion suryectiva. □

Definición 2.2.6. Una sucesión (Fg,crg) -^b (F2,u2) -^b (Fg,crg) en ^bsM es una exten­
sión en ^bsM de (Fg,crg) por (Fg,crg) si qi es un embebimiento, //2 es suryectiva y los 
subconjuntos Im/qY) := //g(Eg) y ker^) := ie" (og(M)) son iguales. Decimos que una 
extensión es escindida a derecha si //2 tiene un morfismo inverso a derecha en ^bs^ y es 
escindida a izquierda si qi tiene un morfimo inverso a izquierda en ^bs^-

Observación 2.2.7. Si una sucesión (Fg,^) -^b (F2,u2) -^b (Fg,<73) en ^bsM es una 
extensión entonces Im^qi) es un espacio fibrado sobre M con la proyección ^im^i)- Para 
ver esto comenzamos por notar que como qi es un embebimiento entonces Im(j]i) es una 
subvariedad embebida y t^l/mOn) : Im(j]i) —> M es suave. Ahora veamos la trivialización 
local de Im{r]iY como (Fg, <^g, M, Sg) es un espacio fibrado entonces sabemos que para 
cada m E M existe un abierto U C M con m E U y un difeomorfismo <hg : (^^(U) —> 
U x Si tal que pi o$g = 0g|^ i^. Ahora veamos que Im/qQ es difeomorfo a U x Sg; como 
(úiM^r^'Mmto))-1^)) C ^{U) ya que para e G (Tyil1™^)-1 ((-Mm^pTW)) 

se tiene que qi\Im^{e) E (Mm^i))-1^) entonces ^Mq^^iV^Xe)) EU y como qi 
es un morfimos de fibrados entonces c^VmEnÁ'FV™^ = ^i(e) con 1° Que e e ^^(U). 
Como Gyg^^^jjíMmYi))-1^)) C ^(U) podemos definir <b : ^Ij^/U) —> U x 

Si por $(e) := $go(/7g|/m(’n)j-i(e), como $g y yyg l^'^C?1^ son difeomorfismos también lo es $ 
y por último por la trivialización local de Ei y porque //1 es un morfimos de fibrados sobre 
M entonces pi(<b(e)) = pg^g^glMvi))-!^)) = ‘MGlgW’71))-1^)) = <M™(vi)(e) (como 
^2 o qi = 0g entonces «M^m = A° (?7gl^^^)-1)- Por lo tanto {ImYqiYMMrnp M, SQ 
es un espacio fibrado.

Además, como qi E hom$bSM((Fg, o-g)(F2, a2)) entonces (Im/rhY o-2|/m('n)) G ob^M- 
Por último como ker^) = Im/gY)) entonces también (ker/q^Y <72|fcer^2^) E ob$bSM.

Ejemplo 2.2.8. Por el Ejemplo 2.2.2 sabemos que la sucesión de Atiyah discreta

G A (Q x Q)/G ^ Q/G x Q/G

es una sucesión en 5b5q/G, veamos que esta sucesión es una extensión de {Q/GxQ/G, 0-qjgxqig 
por {G^gY

Por el Lema 2.2.5 F2 es suryectiva. Vamos a probar que Fg es un embebimiento utili­
zando la Proposición A. 1.42.

Antes veamos que Fg : Q x G —> Q x Q definida por Fi{q1 g) := {q,l^{qY es un 
embebimiento. Probemos que Fg es una inmersión, supongamos que T^qo^Fi{uqo, UgQ = 
(0, 0), con Uq0 = Y(0) G Tq0Q y ^go = úbO) e TgoG entonces,

jb-oñwasto) = («'(o), b^doí0^») = (°'°)
at at 7
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en consecuencia a/(0) = ugo = 0.
Ahora veamos que vgo = 0. Considerando la trivialización del G-fibrado principal tt, 

sabemos que existe un abierto U que contiene a go y $ : tt 1 (ÍJ) —> UxG un difeomorfismo, 
para 7r(go) = xo consideremos la aplicación $ := 'hl^^^, restringida y corestringida a 
las subvariedades embebidas tt 1 (vy,) y {.f’o} x G respectivamente, de este modo, $ resulta 
un difeomorfismo. Entonces si go = $^(^(ío), ^o) tenemos,

^|t=0Z^(í)(o(í)) = ^|í=0ZQ(g(í),o(í))
= DJ9^, go)g'(O) + D2lQ(g0, qo)a'(O)
= £>iZQ(go,goy(O)
= Ílt=oÇ(t)Í9o)

= i^oÇt/^H^M)
= ^|í=o<b-1(7r(go),g(t)ho) 
= 0.

Si consideramos las aplicaciones, G^ : G —> {^(ío)} x G definida por G(9o)(g) := 
(7r(g0),g) y la multiplicación a derecha Rh0 ; G ^ G definida por Rh0(g) := gh0 tenemos,

^|í=o<h_1(7r(go),g(í)ho) = T^^g^^r1 o TgoGM o TgohoRho(g\0)) = 0,

como $, í^) y Rh0 son difeomorfismos entonces en particular T^, TG^ y TRh0 son 
inyectivas, por lo tanto g'(0) = vgo = 0.

Como hemos probado que ugo = 0 y vgo = 0 resulta que TF\ es inyectiva, con lo cual 
Fy es una inmersión.

Ahora veamos que Fy es una aplicación propia. DefinimosR;QxQ-> Q x Q como 
RGo^G := (gi,go) y Ô \ G x Q —> Q x Q como 9(g,q) := (Z^(g),g), que es propia por 
ser la G acción sobre Q propia, y Fi(g, g) = (R o 0 o R)(q,g), si tomamos un conjunto 
compacto K en Q xQ, entonces F^^K) = (R ° 6 ° R)1^) = R 1 ° 9 1 ° R1 ÍK') es 
compacto porque R es un difeomorfismo y 9 es una aplicación propia. Por lo tanto Fi es 
una aplicación propia.

Como Fi es una inmersión inyectiva (esto último por ser la G-acción sobre Q libre) y 
propia entonces por la Proposición A. 1.9 del Apéndice resulta que G es un embebimiento.

Ahora veamos que F^ es un embebimiento, como F es G-equivariante, entonces por el 
corolario A. 1.18 del Apéndice, la aplicación inducida en el cociente F^ : G —> (Q x Q}/G 
es suave. Como G es un embebimiento entonces por la Proposición A. 1.42 del Apéndice 
Fy es un embebimiento.

Luego como ker(F^ = E2\ctq/gxq/g(Q/G x Q/G^ = ZgxQ2(AQ/G) = Vd/G = 
Im(F1'), la sucesión de Atiyah discreta es una extensión en $bSQ/G-

Proposición 2.2.9. Sean ((Si, <))i, M, Si), ai) y ((S2,02, Af, S2), <72) fibrados con seccio­
nes, F E hom^bSM^E1, ai), (S2, a2)) y K := F-1(ít2(Aí)) C Et una subvariedad embe­
bida. Asumimos que 0 : K —> M definida por 0 := 0i|/< es un fibrado y definimos
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a := ui|A. Entonces (A', cr) G 5bs:\í y si ij< : K —> E± es la inclusión, ((K, a), ij<) es un 
núcleo categórico de F(ver Definición A.2.6 del Apéndice).

Demostración. Como 0: K —> M es un fibrado y a := ui|A (está corestricción esta bien 
definida porque F es un morfismo, es decir se satiface, cr2 = F o oy, de donde sale que la 
imagen de da está contenida en K) es una sección de 0, es claro que (K, a) G 5bs:\í y que 
ii< € hom^K, a), (E^ en)). Ahora probemos que ((K, a), ix) es un núcleo categórico de 
F, es decir, veamos que M^ G-h- K -k- E± es un pullback de M^ -^-A E-¿ ^ E-. Probemos 
que el siguiente diagrama es conmutativo:

(2.2.1)

oK=<i F

M^ —^ E2 
0-b2=o-2

si k E K,

(cr2°^)(&) = (og ° <A|a')(&)

= ^(AlW)

= ^(^(^(/c))) porque F es morfismo de fibrados

= ^(tk^^yV) como k E K, F(k) = cr2(m) para algún m E M

= cr2(m) porque cr2 es sección de <A

= F(k) porque k E K.

Por lo tanto F o iK = cr2 o <)>, es decir el diagrama conmuta.
Por otro laclo, si <^j-- : K —> M es un fibrado y (K, a^) E ^bsM tal que

K^^Ey (2.2.2)

es también un diagrama conmutativo en ^bsM, se observa que para k E K, F(j(kk = 
^í^kW) Por lo que j(k) E K C Ei. SeaA := j|A, es inmediato que 5 E hom^^k^^Ky ^^ak 
porque j es un morfismo de fibrados sobre M.

Veamos que el diagrama
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es conmutativo. Tenemos que

(iK o 5)(k) = j|^(¿) 
= ÍW

y
^o^^k) = <j\K(k))

= ^i|kÜ(^)))

= MKk))

= 02(E(,7(^))) porque F es un morfismo de fibrados

= ^(^(^-(E))) porque el diagrama (2.2.2) es conmutativo

= (j)^^ porque a2 es sección

Esto prueba que (K, Ír) satisface la propiedad universal de pullbacks y entonces 
((K, a), ii<) es un núcleo categórico de F.

□
Corolario 2.2.10. Sea (Ei,ui) ^4 (E2,<t2) -^4 (E3, as) una extensión en ^bsm- Entonces 
^ker^Y^"^ y ^Ex, o"i), úi) son núcleos categóricos de 772.

Demostración. Por la Observación 2.2.7 tenemos que ^ker^ : ker^) —> M es un 
fibrado. Entonces por la Proposición 2.2.9 ((ker^), cr^6^11'2^, ikert^?) es un núcleo ca­
tegórico de 772. Además, sea 771 := i]i\Im('ni\ como el morfismo 771 es un embebimiento con 
7 771(771) = Ee?’^), 771 G hom^SM((Ei, oy), (ker^), a^^)) es un isomorfismo que satis­
face ikerí,^ °F = Fi concluimos del Lema A.2.7 que ((Ei, ai), 771) es también un núcleo 
categórico de 772. □

Proposición 2.2.11. Una extensión en ^bs^ es una extensión categórica (ver definición 
A.2.15) en la misma categoría.

Demostración. Si (Ei,ui) ^ (£2^2) ^ (Eg,^) es una extensión en ^bSM, entonces 
772 es suryectiva y como ^bsM es una categoría concreta (ver Definición A.2.11), es un 
epimorfismo. Por el Corolario 2.2.10, tenemos que ((Ei, ai), 771) es un núcleo categórico 
de 772. Por lo tanto, la extensión es una extensión categórica en ^bsM.

□
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Ejemplo 2.2.12. Como vimos en el Ejemplo 2.2.8, la sucesión discreta de Atiyah (2.1.5) es 
una extensión en $bSQ/G- Entonces, por la Proposición 2.2.11, es una extensión categórica 
en el misma categoría.
Observación 2.2.13. No está claro por el momento si una extensión categórica (Ex, oy) ^v 
(E2,<t2) ^ (Es,^) en fibs\i donde 772 es una submersion es una extensión. La úni­
ca obstrucción es probar que kerfq^ es un fibrado, esto es cierto bajo ciertas hipótesis 
adicionales, como por ejemplo que 772 sea propia.

En algunos casos necesitamos trabajar con aplicaciones en fibs que no están global­
mente definidas. La siguiente definición introduce una noción que será muy útil en estos 
casos.
Definición 2.2.14. Sean ^E^cr^ E ob$bSM para j = 1,2 y $ : U —> E2 una aplicación 
suave con UcEx abierto. Entonces decimos que $ es un morfismo de fibrados semilocal 
de (E^o-J en (E2,<72) si
(1) <^2 0 d* = <^i|¿y, donde ^ : Ej —> M son las proyecciones de los fibrados,

(2) oy/M) C U y $ o oy = oy.
Decimos que un morfismo de fibrados semilocal $ es un isomorfismo semilocal si existe 

un morísimo semilocal T : W —> Ex con W C E2 tal que T o $ = idu y $ o $ = id^. 
Definición 2.2.15. Sean (E^a^ E ob$bSM para j = 1,2, 77 G hom^fiíE^a^fiE^afif) 
y $ : U —> E2 es un morfismo semilocal de (Ex,oy) en lvE2la2f Decimos que $ es un 
morfismo inverso a izquierda semilocal de 77 si $ o 77|,?-i(W) = idn-i(uy Análogamente, 
decimos que $ es un morfimo inverso a derecha semilocal de 77 si 77 o $ = idu-
Lema 2.2.16. Sean (Ej,afi E ob^bSM para j = 1,2, U C Ex abierto, $ : U —> E2 una 
aplicación suave y 77 G hom$bSM(fE2, a2), (Ex,oy)).

1. Si 77 o $ = idu Y la condición (2) de la definición 2.2.14 se verifica, entonces $ es un 
morfismo inverso a derecha semilocal de (Ex,oy) a (E2,oy) de 77.

2. Si $ o 77 = idv-iÇUE EÓfi c ^ y la condición (1) de la Definición 2.2.14 se verifica 
entonces $ es un morfimos inverso a izquierda semilocal de (Ex, oy) a (E2, a2) de 77.

Demostración. 1. Probemos la condición (1) de la Definición 2.2.14. f>2 o $(u) = ^o 
77 o $(u) = ^10idu = ^u^ porque 77 G hom5bSM^E2l afi, (Ex, oy)) y la condición (1) 
del enunciado. Luego $ es un morfismo semilocal de (Ex,oy) a (E2,oy).

2. Probemos que $o<7x = o2. Como 77 G hom$bSM^E2, a2fi (E1; oy)) entonces rfiafiMfi = 
ai(M) C U y por la condición (2) del enunciado tenemos que afiM) C // 1 (¿Y) y 
$ o oy = $0 77 0(72 = idn-içu) 0(72 = 0-2. Luego $ es un morfismo semilocal de (Ex, oy) 
a (E2,o-2).

□
Definición 2.2.17. Una escisión a izquierda semilocal de una sucesión (Ex,oy) ^E 
(E,a) ^ (E2,oy) en fibSM con dominio U es un morfismo inverso a izquierda semilocal 
de 77X con dominio U. De modo análogo, una escisión a derecha semilocal de la misma 
sucesión con dominio U es un morfismo inverso a derecha semilocal de 772 con domino U.
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2.3. Escisiones a izquierda y conexiones discretas.

En la Sección 4.6 de [LMW05] se discute la relación entre las conexiones discretas de 
tt : Q —> Q/G y las escisiones a izquierda de la Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5). En 
esta sección queremos revisar ese análisis en el contexto categórico.

Sea U C Q x Q un conjunto de tipo pD. Definimos el conjunto

12{(G) := {escisiones a izquierda semilocales de la SAD (2.1.5) sobre U/G}

Observación 2.3.1. Si sl G TY^YY entonces,

1. s^tt^15’0^, 91)) = 7rPxG’G(90, yi), para algún g^ G G. Para verlo notamos que 
Pi(sl^QxQ'G(Qo, 9i))) = PiYvQxQ’G (q0, 9i)) por ser s¿ morfismo semilocal, y si 
slYvQxQ’g (qo, 9i)) = ,KQxG'Gyti1 gj), tenemos que 71(90) = ^(gó)- Por lo tanto existe 
h G G tal que íf(9¿) = 9o, lo que implica que 7vQxG’G(qY 91) = 7vQxG’G(q0, lG(g'^ = 
7rPxG’G(9o, 9i), con g^ := lGYYY En conclusión, s^tt^P’0^, 91)) = 7rPxG’G(90,91).

2. Sl(7tPxP,g(9, 9)) = 7fPxG,g(9, e), porque, como Sl es morfismo semilocal, tenemos 
que sL oo-(qxq)/g(7t(9)) = o-(QxG)/G(7r(g)) entonces sL(7rQxQ’G(9, 9)) = ttQxG’g(9, e).

3. sl(tt(5x(5’g(9,/P(9))) = 7rPxG’G(9,9). Para verlo observamos que, como sl es una 
escisión a izquierda semilocal de la SAD (2.1.5) entonces sl(tt(5x(5’g(9, ¿^(9))) = 
Sl(Fi(tt(5xG’g(9, 9)) = 7vQxG’G(q, gY

Dada A G S'c(y), definimos

sL : y —> Q x G por sL(90, 91) := (90, A(g0, 91))- (2.3.1)

Lema 2.3.2. Sea U C Q x Q un conjunto de tipo pD, A G SG(W) y sl definida en (2.3.1). 
Entonces sl es G-equivariante (para la acción diagonal y Z^xG(9, h) := (l^Y1Y ^ WYY 
suave y define una única aplicación suave

sl :U)G —> G tal que tvQxG’g o sl = sL o 7VQXQ'G. (2.3.2)

Demostración. Como U C Q x Q es abierto y /PXP—invariante entonces la G-acción 
[QxQ restringida, a. U es una acción y es suave por ser U una subvariedad embebida en 
Q x Q. Veamos que la G-acción l^xQ restringida, a. U es una acción propia, supongamos 
que (qY q^jeN E G es convergente y YhYes G G tal que Y^jWiY ^j^Yje^ es convergente 
entonces como i : U ^ QxQ es continua, tenenemos que las sucesiones (qY qYje« E QxQ 
Y (^ Í9Í)? ^ (92))jgn G Q x Q son convergentes en Q x Q y como la G-acción [QXQ sobre 
Q x Q es propia por lo probado en el Ejemplo 2.2.1 entonces existe una subsucesión 
convergente de YhYe^b Por 1° tanto la G-acción [QXQ restringida, a. U es propia y es fácil 
probar que también es libre. La G-acción l^xG sobre Q x G es libre y propia por lo probado
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en el Ejemplo 2.2.1. Veamos que sl es G-equivariante, 

sl(Z^xQ(ço,9i)) = ^(Z^o)^^))

= W^WW

= (Z^(9o),ZG(A(go,9i)))

= Z^xG(go, A(g0,9i)) 

= Z^xG(sl(9o,9i))

Entonces por el Corolario A.1.18 existe una única aplicación suave

sL : U/G —> G tal que tfQxG’g o sl = sL o FQXQ'G. (2.3.3)

Lema 2.3.3. Sea U C Q x Q un conjunto de tipo pD y A G ^c(^) entonces, definiendo 
sl mediante (2.3.3) , vale que sl G S'l(L/).

Demostración. Debemos probar que sl es un morfismo inverso a izquierda semilocal de 
Fi. Usaremos el inciso (2) del Lema 2.2.16.

Primero veamos que pi o sL = pi\u/G si (9o? 9i) £ ^?

Pi(sl^QxQ'G(Qo, 9i))) = Pi(fQxg'g(sl(9o, 9i)) P°r definición de sl

= Pi(tvQxG’g(qo, A(q0, 91))) por definición de Sl 

= tt(9o)

= Pi(7rQxQ’G(g0,9i)).

Por lo tanto pi o sL = pi\M/G.
Ahora veamos que sL o^ = idFr^u/Cy y o-(qxq)/g(Q/G) C U/G.
Sea 7vQxG’G(q, g) G F^^U/G). Entonces,

(sl o F^(¿nQxG'G^q, g^ = sl^QxQ'g^q, Z^(9))) por definición de Fy

= ^tvQxG’g o sl)(9, Z^(ç)) por definición de sl

= 7vQxG’G(q, A(q, l^(q))) por definición de .§l

= 7vQxG'G(q, g) porque A G ^.(LC)

= ^FpHu/G^^^^g)).

Por lo tanto Sl ° Fy = idp-i^^Qy
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Por último, sea 7r(g) G Q/G. Entonces, cr^QXQpG^^q^ = tvQxQ'g^Qt q^ G U/G porque 
U es un conjunto de tipo pD. En consecuencia sl es un morfismo inverso a izquierda 
semilocal de Fi, es decir sl G ^(U)

Por el Lema 2.3.3

Fc-u : ^c(^) —^ ^lM definida por FC,L,(A) := s¿ (2.3.4)
con sl como en (2.3.3) esta bien definida.

Dado sl G ^'l^U^ definimos

sl : U —> Q ^x^ G por sL(q0, 9i) := (qo, Sl(ttQxQ’G (qo, 9i))). (2.3.5)

Observación 2.3.4. sl es suave porque s'L : U —> Q x G definida como s'L(qo,q?) := 
SL^qo, q^ es suave porque sl es suave y como Q ^x^G C Q x G es una subvariedad em­
bebida por el Ejemplo 1 de A.1.30 del Apéndice y Im^) C Q 7Tx,-i G entonces s^l^^Xpi0 
es suave. En conclusión sl es suave.

Para sl G F^ÍU) definimos

ASl : U —> G por ASl := k2 ° sl, con k2 definida en (A.1.4), en el Apéndice. (2.3.6)

Lema 2.3.5. Sea sl G T-'l(L(Y Entonces ASl G S'c(W) (ASl definida como en (2.3.6)).

Demostración. ASl es suave porque k2 es suave por el Lema. A.1.34 del Apéndice y porque 
sl es suave por Observación 2.3.4. Veamos que ASl es una forma de concexión pre-discreta.

AsÁ^^J^q^ = k2(sl(^(9o),^(9i))) por definición de ASl

= K2(^(qoVsL(ivQxQ’G(l^(qoyi?(qiW por definición de sL

= K2(l^(qo^ SL(ivQxQ'G(qo, 9i)) por propiedad de 7tQxQ’g

= y^ÇovV^^^toch 9i)))ú 1 P°r Observación A.1.35

= gAsAqo.q^g-1

Por otro laclo tenemos,

AslW'S^ = ^OSlW^Q^

= K2(qvsL(7VQxQ’G(qJ^(q^

= k2(f 7vQxG,G(q, y)) por el ítem 3 de la Observación 2.3.1

= '?(9)

= g-
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Por lo tanto, ASl E YÓqÇUY □

Por el Lema 2.3.5 la aplicación

Fue : S^^) -^ ^^ definida por Fuc-^l) := ASl (2.3.7)

con ASl como en (2.3.6) está bien definida.

Proposición 2.3.6. Las funciones Feu y Fue definididas en (2.3.4) y (2.3.7) son mu­
tuamente inversas.

Demostración. Veamos que Fcu ° Fue = id^' (uy
Sea sL E T^UY como (#)GosL = <^(qxq)/g entonces, para (90, 9i) G W, sl(tvQxQ’g(q0, qYY = 

^Qxg.g^^ g^ para aig¿n g e q Entonces si Fuc'Ysl) = ASl1 tenemos ASl (g0,9i) = 
K2(9o,SL(7TQxQ’G(go,91))) = K2(90,7rQXG,G(90,5')) = 9-

Entonces Fcu^Fuc^sl^ = Fc-lYAslY sea sL := Fcu(Fuc'(slYY veamos que sL = 
sL. Tenemos sL(7rQxQ’G(g0, 9i)) = KQxG'G(q^ ASl (q0, gj) = 7rQxG’G(q0, g) = sL(7rQxQ’G(g0, ^j). 
Por lo tanto s¿ = s¿ entonces Fcu ° Fue = id-u (uy

Ahora probemos Fue ° Fcu = id^y^y Sea A E ^^Y definimos sl := FeuVA^ y 
A :=Fuc(Fcu(A)). Entonces, para (ç0,9i) G U,

A(q01qi) = k2(9o, slYivQxQ’g(q0, q^) = k2(ço, 7rQxG’G(g0, A^, q^ = A^.q^. En­
tonces A = A, por lo tanto Fue ° Fcu = id^- çWy

Por lo tanto Fcu y Fue son mutuamente inversas.
□

Hasta ahora, hemos asumido que U C Q x Q es de tipo pD. Supongamos ahora que U 
es de tipo D. Los elementos de Se (7/) son precisamente las formas de conexión discreta 
de conexiones discretas con dominio U (sobre un G-fibrado principal fijo tt : Q —> Q/G). 
Definimos S¿(7/) := Fcu^cÇGY^ y FGl : ^cÇG) —> Se(7/) como la restricción y co- 
restricción de Fcu] como Feu es una biyección, FCL también lo es. Notar que si FLC : 
Sl(¿7) —> Sc(¿7) es la correspondiente restricción y co-resrticción de Fu ce entonces 
FLé = Fcl-

Observación 2.3.7. Sea sl E '¿lÇU^ definimos

sL : U —> Q x G por sL(ç0, q^ := ^0, k2(ço, SL(7rQxQ’G(g0, 9i)))} (2.3.8)

que es suave por ser composición de aplicaciones suaves. Es fácil verificar que el siguiente 
diagrama de variadades diferenciables y aplicaciones suaves

QxG^ÃÍ_y (2.3.9)

^QxG.G ^QxQ.G

g^^ujg
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es conmutativo, de modo que s¿ es una levantada de sl- Para U de tipo D, podemos 
considerar la restricción de la G-acción l^^^qy^qQ := {q^Q^qQ) a U y la G-acción 
Z^xGim(9, h) := ^q^ghy Entonces es fácil chequear que sl G S¿(W) si y sólo si s¿ es 
G-equivariante para estas acciones.

Observación 2.3.8. Aun para un G-fibrado principal trivial tf : Q —> Q/G con G 
abeliano se puede ver que S¿(W) Ç SL(¿V).

2.4. Escisiones a derecha y levantamientos horizon­
tales.

Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal, U C Q x Q un conjunto abierto de tipo 
D.U' := {idq xtv)/U) C Q x (Q/G) y W := (tf x tf)(¿V) C {Q/G) x {Q/G). En esta sección 
estudiaremos la relación entre levantamientos horizontales discretos de tf y escisiones a 
derecha semilocales de la Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5).

Lema 2.4.1. El subconjunto Q^ x7ropi {Q x Q) C QxQxQes una subvariedad embebida 
y la aplicación

Ã : Q^ x7ropi {QxQ) —> Q x Qdada por X{q, {q0,qi)) := ^/¿^{qo, qi). (2.4.1)

es suave.

Demostración. Veamos que Q^ xnopi {Q x Q) es una subvariedad embebida en Q x Q x Q. 
Definimos F : Q x {Q x Q) —> Q/G x Q/G por F{q, (90,91)) := (^(9), (tf o p1){q0, 91)), 
observamos que Q^ x7ropi {Q x Q) = F '(AG/g)- como F es una aplicación suave, Aq/g 
es una subvariedad embebida (por lema A. 1.8 del Apéndice) y F es transversal a Aq/g, es 
decir se verifica que TF(q^q^qi){Q/GxQ/G) = TFçq,qo,qi)AQ/G+Tçq,qo,qi)F{Tçq,qo,qi)QxQxQ) 
para todo {q, {q0, qQ) G F 1 (AG/g)- porque F es una submersion porque tf es submersion, 
entonces por el Teorema A.1.13 del Apéndice F '(Aq/Ç es una subvariedad embebida.

Veamos que A es suave, definimos Gi : Q 7rx7ropi {Q x Q) —> {Q ^x^Q) x {Q x Q) 
Por G^q, {q0,qQ) := {{q,Pi{q0, 91)), {qo,qQ), que es suave, G2 : {Q ^x^Q) x {Q x Q) —> 
G x {Q x Q) por G2{{q0, qQp {qí, Qs)) = (k(9i, 9o), (92, 9.3)) que es suave porque k es suave 
por el Lema A.1.31 y como {lQxQ o G2 ° GQ(9, (90,91)) = lQxQ o G2{{q, 90), (90, 9i)) = 
/Px(5(/í(9o,9), (90,91)) = l^q){qo,qi) = X{q, (90,91)), por lo tanto X es suave por ser 
composición de aplicaciones suaves. □

Se define la G-acción l^3 sobre Q x {Q x Q) como Ç3(9, (9o,9i)) := (9,ÇxQ(9o,9i)), que 
es suave, libre y propia porque la G-acción [QXQ sobre Q x Q lo es. Como Q ^x^,^ {Q x Q) 
es G-invariante, porque para (9, (90, 91)) G Q TxTOpi {Q x Q) se tiene que 70(9) = 7v{l^{qo)) 
por lo tanto l^3{q, (90, 9i)) G QTxTOpi {QxQ), entonces lQ3 restringinda a Q,,- x,^ {Q x Q) 
es una G-acción y es suave porque Q 7rx7ropi {Q x Q) es una subvariedad embebida en 
Q x {Q x Q). La G-acción restringida a Q 7rx7ropi {Q x Q) es propia porque, usando la Pro­
posición A.1.15, si tomamos una sucesión (9Á (9^, 92))jGn G Q TxTOpi {Q x Q) convergente,
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(gj)jeM £ G tal que (qjA^^qYq^YjeM £ Q x^^ (Q * Q) sea convergente entonces 
porque i : Q x7rj7ropi ÍO x O] ^ O x ÍO x Oj es continua, las sucesiones (ç-7, (q^, q^jes Y 
^j! (^(qLq^Wje^ también son convergentes en Q x (Q x Q) entonces como la G acción 
lQÓ sobre Q X(Q x Q) es propia, tenemos que existe una subsucesión convergente de 
(9j)j'gn, por lo tanto la G-acción lQ restringida a Q Tx (Q x Q) es propia y es fácil 
ver que también es libre.

Lema 2.4.2. A definida como en (2.4.1) induce una aplicación suave

A : Qt x^ (Q x Q^/G —>Q x Q tal que X(q, 7rQxQ’G(q0, qi)) = X^ (9o, q^Y

Demostración. Como ya vimos la G-acción l^3 restringida a la subvariedad embebida 
Q x^ (Q x Q) es libre y propia. Ahora veamos que A es G-invariante,

W? (q, (90,91))) = MqÁlg(qoY^(qi)))

- GY.J^Q^
= G^^y»^

- GYóGYiy^

= í^ím)

= Ã(g,(9o,9i))

Por lo tanto A es G-invariante y entonces por el Corolario A. 1.19, A induce una aplicación 
suave

A : Qt x^ (Q x Q^G —> Q x Q tal que X(q, 7vQxQ’G(q0, 91)) = X(q, (ç0,9i)) (2.4.2)

□
Observación 2.4.3. A es G-equivariante bajo las acciones, YIXlt’P1^QxQ^G(vq17vQxQ’G(q0, qiY : = 
(Ç(9),ttQxQ,G(9o,9i)) Y lQxQ-

Notar que para (q, (q0, 91)) G Q x7r,7ropi (Q x Q) y g £ G,

Ã(/^(9),(9o,9i)) = Z2ezQfovÍ9o,9i)

= Zíto,9)Í9o,9i)

= rQ^N^
= ZfxQ(Ã(ç, (ç0,9i)))

Entonces para {q, 7vQxQ’G(qo, q^) £ Q^ Xpt (Q x Q^/G y g £ G tenemos,
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xvF"19y9'Gq,r9*9'G(q0,qi'l'l - WM^9'9^^

= Mlg(q)Áqo,qi))

= l^^Mq^qo^q!)))

= l^xQ(X(q,7VQxQ’G(q0,qi)))

Por lo tanto A es G-equivariante.

Definimos,

D^(¿/) := {escisiones a derecha semilocales de la SAD (2.1.5) definidas sobre U" }.

Observaciones 2.4.4. Si sr E 'LrÇUY entonces valen las siguientes propiedades:

1. Sñ(7r(go), 7r(gi))) = vr^x^’^go, g2), para algún q2 E Q. Como sr es un morfismo 
semilocal a derecha entonces Pi^SR^^qoY 7r(gi))) = Pi(7r(go), 7r(gi)), es decir, si 
■SñMúo), ^(úi)) = 7vQxQ’g(q'o, q'^ tenemos 7r(gó) = 7r(go), por lo tanto existe h E G 
tal que Z^(g¿) = qo, entonces 7vQxQ’G(qY q^ = RQxQ'G Yto^AqVÍY por lo tanto si 
92 := IhAiY tenemos sñ(7r(g0), tf^))) = 7rQxQ'G(q0, q2Y

2- srAAY^A)) = RQxQ'GYpqY porque, sñ(írQ/GxQ/G(7r(g))) = u(QxQ)/G(7r(g)) enton­
ces sñ(7r(g),7r(g)) = 7fqxQ^(ç5ç).

3. Si srY'crT^ = TVQxQ'G^q'ti1 q'^ entonces r0 = tf^) y zq = tv^Y Como Sr es 
una escisión a derecha de la SAD tenemos (F2 o SH)(ro, n) = iduAroi n) enton­
ces F2YkQxQ'G ^çr gO) = (z'opzq), por lo tanto 7F(gó) = r0 y 7r(g{) = vq.

Para sr E T-rYUY definimos

h : W —> Q x Q por h(g, r) := X(q, SrAAYA) (2.4.3)

Lema 2.4.5. Sea sr E Y.rÇU^ y h definida como en (2.4.3) entonces h E T-hY^Y

Demostración. Veamos que h es un levantamiento horizontal discreto sobre W usando la 
caracterización que da el Teorema 2.1.15. Como W es de tipo D entonces es abierto y 
es G-invariante bajo la acción l‘̂ x('Q^G\qo<i'1') := (l^qoY rxY Sean (go,ri) ^ G' y qi E Q 
tal que 7r(gi) = n, como U es G x G— invariante entonces (^(^o),91) ^ G con lo cual 
(idQ x 7r)(Z^(g0),gi) G W y por lo tanto Z^x(Q/G)(g0,rj = (Z^(g0),ri) G W, es decir 
W es G—invariante. La aplicación h es suave ya que A es suave por el Lema 2.4.2 y 
SR^^qY1') = srÍÍ^ 0 PiXqv^iP^qv^ es suave. Veamos que h es G-equivariante bajo las 
acciones l^^^ó y lQxQ 1
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m^Q/G\q0,r^ =
= h^^vr^

= A(/Q(go),sñ(7r(/Q(go)),r1))

= ^(9o),Sfí(7r(go),ri))

= l^xQ(X(q0, sr^^qq'), rj)) por la Observación 2.4.3

= /^^(/ztoo,^))
Por lo tanto h es G—equivariante.
Veamos que h es una seción sobre W de idq x tf : Q x Q —> Q x Q/G, 

^dQ x tf) o hX^q^ r^ = ^dQ x 7f)(A(ç0, Sk^We o)))

= (idq x 7r)(A(go,jFQxQ’G(go,gi))) 

por el ítem 1 de la Observación 2.4.4

= (idQ x 7r)(X(q0, (g0,9i))

= ^dQXT^QK^^

= (idQ x 7f)(ç0,9i)

= (9o,7r(gi))

= (q0,/q) por el ítem 3 de la Observación 2.4.4

Sea q0 E Q, como U es de tipo D entonces (g0, go) G U1 con lo cual (g0, ^(go)) G W y 

^(9o,7r(go)) = A(go,sñ(7r(go),7r(go)))

= A(g0, ivQxQ'G<qOl go)) porque sR o ctq/Gxq/g = o"(QxQ)/g (sr G Y,r(L<^

= X(q0,(q0,q0^

= Z?£o)^o’9o)

= (9o, 9o).

Por lo tanto, por el Teorema 2.1.15, h G ILhÇGY □

Definimos la aplicación,

Frh : MU^ :-^ SH(¿V) por FRH^ := h, (2.4.4)

donde h es como en (2.4.3). FRR está bien definida por el Lema 2.4.5.
Dado h G Dn(W) definimos

sñ : W —> (Q x Q)/G por sR(q, r) := 7vQxQ'G(h(q, r)) (2.4.5)
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Definimos la G-acción l^^^íc^ r) := (Z^(g), r) que es suave, propia y libre porque la 
G-acción 1^ sobre Q tiene esas propiedades. Veamos que W es G-invariante, sea (g0, ^) G 
U' y gi 6 Q tal que 7r(gi) = zq, como U es (G x G)-invariante entonces (^ (go), q^ € U con 
lo cual (íí/q x 7r)(Z^(g0), q^ EU'y por lo tanto l^^^^qo, r^ = (l^(qoy zq) G W1 es decir 
W es G-invariante, entonces la G-acción /^X^/G^ restringida a W es una acción y es suave 
por ser W una subvariedad embebida, es libre porque la G-acción /^ sobre Q es libre. 
Veamos que l^AQ/G) restringida aW es propia; sea (g¿, z’j)ieN G W convergente, (gJieN G 
G tal que (Z^(g¿), d)¿gn £ G' es convergente, como W es una subvariedad embebida, 
i : W H> Q x (Q/G) es continua, (g¿, r¿)íeN y (V^q^T^^ son convergentes en Q x (Q/G) 
y, como /^X^/Gb es propia, existe una subsucesión de (g^nan convergente, por lo tanto la 
G-acción t^^'^ restringida a W es propia.

Lema 2.4.6. sr definida como en (2.4.5) es suave y define una única aplicación suave

Sr : U" —> (Q x Q)/G tal que sñ(7r(g), r) = sñ(g, r) (2.4.6)

Demostración. §r es suave por ser composición de funciones suaves. La G-acción I^AQ/g) 
restringida a W es una acción libre y propia por lo ya visto y además sr resulta G- 
invariante porque para (g, r) G W se tiene,

siWT^Aq.TY) = sr^^YO

.W^g,),^

= ^^^(^^(h^q^r^^^

= TVQxQ'G(H(qo<r^

= sR(q, r)
entonces por el Corolario A. 1.19 existe una única aplicación suave,

sr : U" —> (Q x Q)/G tal que sñ(7r(g),r) = Sr^c).

Lema 2.4.7. Sean h G Sh(W) y sr definida como en (2.4.6). Entonces sr G £#(£/).

Demostración. Para probar que sr es una escisión semilocal a derecha de la SAD. usare­
mos (1) del Lema 2.2.16. Por el Lema 2.4.6 sr es suave. F2 G hom$teM((Q x Q)/G), (Q/Gx 
Q(G^ por lo probado en el Ejemplo 2.2.3. Como h G Sn(W) por el Teorema 2.1.15 existe 
una única forma de conexión A¿ con dominio il := (id x tf)-1^') tal que h(go,7r(g1)) = 
^O^Mqo.qir1^1^1 VeamOS 9Ue F2 ° SR = Íd\U%
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^osr)^,^ = Fí^SR^^qo^Tv^qi^

= ^2(sñ(9o,7r(gi)))

= F2(7vQxQ’G(h(q0,7v(q1))))

= F2^«-^q0J«dlqMi)_MTO

= (irtool.-r^,,,,-,!®)))

= H9o),7r(gi))

= O'oVi)
Veamos que oq/Gxq/g(Q/G') C U": sea. tv^ G Q/G para q G Q, ctq/gxq/g^^ = 

(?r(g), 7r(g)) G U" ya. que (g, q) G U y por último probemos que sR o ctq/Gxq/G = o"(qxq)/g,

sr°ctq/Gxq/g^^ = Sñ(7r(g),7r(g))

= M^to)
= TvQxQ,G^qi R-(q)))

= ^qxq.gç^ q^ pOr prOpieciaci de los levantamientos horizontales

= OtQxQ^G^^

Por lo tanto sr es una escisión semilocal a. derecha de la SAD, es decir, sr G 'LrÇUY

Por el Lema 2.4.7, la aplicación

FHr : Sh(¿7) :—> Eñ(¿7) definida por FHr(H) := sR (2.4.7)

con sr como en (2.4.6) está, bien definida.

Proposición 2.4.8. Las funciones Frh y Fhr definidas por (2.4.4) y (2.4.7) son mutua­
mente inversas.

Demostración. Veamos que FHr ° FRH = id^H{u)- Dado sr G Dñ(¿7), sean h := Frh(sr) 
y sr := Fhr(HY Para. (g0,9i) € U, tenemos SR^^qo), 7r(gi)) = tvQxQ’g(q'o, q'^ y co­
mo <^(qxq)/g ° sr = <#)q/Gxq/g entonces 7r(g0) = ^(g^), por lo tanto S7?(7f(ç0),?r(çi)) = 
^Qxq.g^qQ^ qii^ para algún (go,^) G U. Entonces,
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M^o),^)) = 7rQxQ'G(h(q0,7r(qiYY

= 7VQxQ'GU(q^sRU^^^

= irQxQ’G(X(q0,irQxQ’G(q0,q^

= 7FQxQ’G(g0,9i)

= M^o),^))
Por lo tanto, FHr o Frh = idv^uy
Ahora veamos, FRH o FHr = id^H(uy Dado h E ^r^U), definimos sr := FHr(H?) y 

h := Frh(sr\ Para cualquier (90,91) G U existe 9^ G Q tal que h(9o,7r(9i)) = (9o? 9i) 
entonces,

^o,7r(9i)) = A(9o,sñ(7r(9o),7r(91)))

= A(9o,7rQxQ’G(/z(9o,7r(9i))))

= A(9o,7tQxQ’g(9o,9,i))

= (%, 91)

= ^(9o,tt(9i))

Por lo tanto, FRH o FHr = idv,HÇUY □

Observación 2.4.9. Por la Proposición 2.4.8, si U. es de tipo D, existe una corres­
pondencia biyectiva entre las escisiones a derecha semilocales de (2.1.5) y levantamientos 
horizontales sobre tt, que a su vez, son equivalentes a conexiones discretas sobre tt. Esta 
equivalencia es el análogo discreto de la equivalencia entre las escisiones a derecha de 
la sucesión de Atiyah (2.1.3) y conexiones como en [Mac87]. Observar que mientras las 
escisiones a derecha e izquierda de (2.1.3) son equivalentes -y ambas son equivalentes a 
conexiones- en el caso discreto se requiere una condición adicional de equivariancia de 
la escisión por la izquierda de (2.1.5) para corresponder a una escisión a derecha -o una 
conexión discreta.

2.5. Producto fibrado asociado a una conexión dis­
creta

Sean (Ej, (f)j, M, Sj^j) G ob$bSM para 3 = 1,2. Como las aplicaciones ^ son submer- 
siones, por el Teorema A. 1.13 Ex ;= Ey xE2 resulta una subvariedad embebida en 
E, x E v además Ex es un pullback de E^ —^ m ^L g2 en ja categoría Mfd por el 
Ejemplo A.2.5. Sea Y>x : Ex —> M tal que (¡>x := Ye o pT = 02 op2; es fácil verificar que 
(Ex, Y>x, M, Si x S2) es un fibrado y que además, si ax(m) := (^(m), <72(m)) entonces
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(Ex ,ax) G ob$bSM. Como Ex C Ei x E2 es una subvariedad embebida, podemos definir
las siguientes funciones suaves:

-.E,—.>EX por F^d) := (ei,u2(<))i(ei)))

f2x :EX —■> E2 por F^ei’C^ := e2

-,EX —^Ex por S1 (el? e2) := 61

: E2 —;>EX por s2 (62) := (^i(02(e2)),e2)

Es fácil verificar que F*, F^ , sx, 82 son morfismos en ^bs^ y se satifacen las relaciones:

sx o F^ = idE1, F£ o s% = idE¿, F^oF^aíOij)!, Syos^aio^

Entonces tenemos el siguiente diagrama en ^bs-.j:

(Ei,^)^^,^)^^,^) (2.5.1)

La sucesión

(Eu ai) (Ex, ux) (E2, u2) (2.5.2)

será llamada Sucesión producto fibrado de (Ei,ai) y (E2,a2y

Observación 2.5.1. Se puede verificar que

(E^ui) ^d— (Ex,ax) (E^ofi)

es el pullback de

(Eb ux) ^ (M\ idM) (E2, u2)

La sucesión producto fibrado (2.5.2) es una extensión en ^bsM. Es claro que F^ es 
suryectiva y como F^ es una aplicación inversa a derecha suave de Si entonces por el 
Lemma A.1.36 F^ es un embebimiento y por último es fácil verificar que Im(Ffi') = 
ker^Y

Dada la extensión en ^bsM

(Ei, ai) -^ (E, <7) —^ (E2, cr2) (2.5.3)

queremos estudiar diferentes relaciones entre morfismos semilocales de (2.5.3) en la suce­
sión de productos fibrados (2.5.2) y escisiones semilocales de (2.5.3).

Sea U C E abierto tal que a^M^ cU, $ \U —> Ex un morfismo semilocal tal que el 
siguiente diagrama
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Ei^ex E2 (2.5.4)
idE1 e2

Ei —-—^ E — > E21 Fi Fí ¿

en ^bsM es conumutativo. Definimos

Si : U —> Ei por si := sx o $ (2.5.5)

Lema 2.5.2. si definida en (2.5.5) es una escisión a izquierda semilocal de (2.5.3).

Demostración. Para probar que Si es un morfimo inverso a izquierda semilocal de Fi, 
vamos a usar (2) del Lema 2.2.16. Veamos que c^i o si = 0, por la Observación 2.5.1 y 
porque el diagrama (2.5.4) es conmutativo, tenemos para e EU, ^1 o si)(e) = ^1 o sx o 
^)(e) = (^2 0 F^ o $)(e) = (02 0 p2)(e) = 0(e) (porque F2 es morfismo de librados), 
además se tiene que si o Fi|f-i^ = sx o $ o Fi|f-i^ = sx o F^ l^-i^) = idp-i^y P°r 1° 
tanto, Si es un morfismo semilocal inverso a izquierda de Fi y por lo tanto una escisión 
semilocal a izquierda de (2.5.3).

□
Dada Si : U —> Ei una escisión a izquierda semilocal de (2.5.3) se define,

$ : U —> Ex por $ := (si,F2\u\ (2.5.6)

Lema 2.5.3. $ definida como en (2.5.6) es un morfismo semilocal tal que el diagrama 
(2.5.4) es conmutativo en ^bsM.

Demostración. Chequeamos que $ está bien definida: para e E U1 0i(si(e)) = 0(e) = 
02(F2(e)), por lo tanto $(e) E Ex. $ es suave porque es una aplicación suave en Ei x E2 
y Ex C Ei x E2 es una subvariedad embebida de Ei x E2. Veamos que $ es un morfismo se­
milocal de E en Ex: a(M) C U por hipótesis, para e EU, (¡)ex (^(e)) = °e, (si(e), F^e^ = 
01(s1(e)) = 02oF2(e) = 0(e) y para cualquier m G M, $(cr(m)) = (si(a(m)), F2(cr(m))) = 
(ai(m), a2(m)) = ax(m\ Por lo tanto $ es un morfismo semilocal.

Veamos que el diagrama (2.5.4) es conmutativo. Probemos que F2X o $ = F2, F2X o 
$(ei) = F2x (si(ei), F2(ei)) = F2(ei). Ahora veamos que <hoFi = Fx, como (2.5.3) es una 
extensión entonces por el Corolario 2.2.10 (Fi,Fi) es un núcleo categórico de F2. Luego 
el diagrama

Ei-^E

<j>i f?
-----------^E2

CF-2 z

es conmutativo en ^bSM, entonces, para cualquier ei E Ei, F2(Fi(ei)) = cr2(0i(ei)). Por 
lo tanto, ^(F^ei)) = (s^F^d)), ^(F^d))) = (ei, ^(^(d))) = F1x(ei).
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ParaUcE abierto tal que u(M) C U definimos,

ELy/U) := {$ \U —> Ex morfismos semilocales tal que el diagrama (2.5.4) conmuta}

y
5^(7/) := {escisiones a izquierda semilocales de (2.5.3) con dominio ¿7}

Por el Lema 2.5.3, la aplicación

Hlu : ^/(U) —> ^(U) definida por HLu(sQ := $ (2.5.7)

con $ como en (2.5.6) está bien definida.
Por el Lema 2.5.2, la aplicación

Hul : ^(U) -^ ^(LE) definida por HUL(^) := Si. (2.5.8)

con si como en (2.5.5) está bien definida.

Proposición 2.5.4. Las funciones Hlu Y Hul definidas en (2.5.7) y (2.5.8) son mutua­
mente inversas.

Demostración. Veamos que Hul ° Hlu = id^^uy Sea si G El(U)1 entonces Hul ° 
HLu(sQ = Hul(si,F2\u) = s* (si,F2k/) = si. Por lo tanto HVl ° HLu = id^Uy

Ahora veamos que Hlu ° Hul = id^x^y Sea $ 6 S^(W) entonces Hlu ° Hul^ = 
Hlu(^i ° $) = («i o $,F2|íí) = (Pi ° ^tF^ oí) = (pi o ^,p2 o $) = <1>. Por lo tanto 
Hlu ° Hul = íd^x^

Aplicamos las construcciones previas a M := Q/G, (Ei,ai) := (G, a^ y (S2,cr2) := 
((Q/G) x (Q/G),<7(q/g)X(q/g)). Entonces, tenemos la sucesión en ^^Sq/g

G^GP1 xP1 ((Q/G) x (Q/G))¿(Q/G) x (Q/G) (2.5.9)

(G x (Q/G),pi o pi, Q/G, G x (Q/G)) es un fibrado que equipamos con la sección 
^Gxto/oHq^ := (7vQ^G’G(q,e)^(q)Y~

La aplicación 0 : G x (Q/G) —> GP1 xpi ((Q/G) x (Q/G)) definida por

0(7rQxG’G(go,y),7r(g1)) := (7FQxG’G(g0, y), (tf^q), 7r(gi)))

es un isomorfismo de fibraclos sobre Q/G. Es fácil verificar que que 0 es un isomorfismo 
en ^bSM. La sucesión (2.5.9) en ^bSM es isomorfa a

G ¿^ G x (Q/G) ^ (Q/G) x (Q/G)
81 S2

(2.5.10)

donde
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F^Q^Gp^^g^ .= {TVQxG'G{q1g)1iv{q)) 

F2(ivQxG’G{q,g),r) := (7r(g),r), 

Si(7rQxG'G(q, g\ r) := TvQxG'G^q, g) 

M^toA) := (7rQxG’G(g,e),r)

La sucesión (2.5.10) será Hamada sucesión producto fibrado de (G, erg) con ((Q/G) x 
(Q/G), C(Q/)Gx(Q/G))

Volviendo a fibrados principales con conexiones discretas tenemos el siguiente resultado 
(Proposición 4.19 en [FTZ10]).

Proposición 2.5.5. Sea Aa una conexión discreta con dominio il sobre un fibrado prin­
cipal tf : Q —> Q/G. Definimos $^d : il —> Q x G x (Q/G) y H^ : W —> Q x Q donde 
W := {(9o,9o,n) G Q X G X (Q/G) : (90, d) Gil'} por

*M9o,9i) := (90,AKqoaQaíqi)) 

^aMAoAi) := ÇoxQ2(M9o,n))

Entonces <1?^ y H^ son suaves y mutuamente inversas. Además, considerando la 
acción diagonal de G sobre Q x Q y 9o, D.) := (^(90) Jg(9o), n), ambas
aplicaciones son G-equivariantes e inducen los difeomorfismos $.4^ : il/G —> W/G y 
^ : W/G > il/G. '

Explícitamente, las aplicaciones <1?^ y H^ están dadas por 

^d(7rQxQ,G(9o,9i)) = (7TQxG’G(9o,-4d(9o,9i)),7r(9i)) 
/ . (2.5.11)

'L^d(7FQxG’G(go,9o),ri) = icQxQ'G{l^QQ'2{ha{qo,r^)

Corolario 2.5.6. Dada una conexión discreta Aa con dominio il sobre un G-fibrado 
principal tf : Q —> Q/G la Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5) es equivalente a la 
sucesión producto fibrado semilocal (2.5.10) en ^^Sq^q de forma canónica.

Demostración, veamos que $^d y H^ definidos en (2.5.11) son isomorfismos semilocales 
en ^VsSqjq. Por la Proposición 2.5.5 <1?^ y ^^ son difeomorfismos. Veamos que <1?^ "• 
A/G —> G x {Q/G) es un morfimo semilocal.

Sea TvQxQ'G{qtil qQ G il/G,

((Pi °Pi) 0 5,^)(7tQxQ’G(9o,9i)) = (Pi °Pi)((7TQxG’G(9oMd(9o,9i)),7r(9i))) 
= tf(9o) 
= Pl(7FQxQ’G(g0,91))

Por lo tanto, {Q oP1) o = QVyc.
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Veamos que U(qxq)/g(Q/G) C U/G. Como U es el dominio de la conexión discreta, 
entonces Aq C il por lo tanto U(qxq)/g(Q/G) C U/G. Probemos que $^d o (T(qxq)/g = 
°Gx(Q/G)-

^d o^(qxq)/g(tt(9)) = ^Ad^QxQ,G(q.qY

= ^QxG,G(q.Ad(q,q)^A(q^

= (7FQxG’G(g,e),7r(g))

= ^GxÇQfG^^Y

Por lo tanto d’Xd ° °"(QxQ)/g = aGx(Q/Gy
Seguido de lo anterior, $^d : U/G —> G x {Q/G) es un morfismo semilocal.
Veamos que ^^ : W (G —> (QaQ)/G es un morfismo semilocal. Sea (7rPxG’G(^Oj yo)? ri) £ 

W/G, ' “ “

ÍPi ° ^Xdií^^^'^^^-.^)-/'i) = Pi(7rQxQ’G(/^xQ2(/zd(go,ri)))

= M^^k^^qo^W^ con n = vr^)

= M^xQ'GWQgoAd^

= 4?o)

= (Pi °Pi)((^QxG,G(Vo,yo),ri)).

Por lo tanto (pi o ^Aa^9^'0^^ 9oYT^ = (P ° Pi)^QxG,G(qo, 9oY n)-
Ahora veamos que ay. x(q/g^Q/Q c W/G- Sea ^(ç/gjW = (7rQxG’G(y,e),r) con 

r = 7r(g), entonces (q, e,r) G W ya. que (y, r) G Uz (porque (q,q) G U); por lo tanto 
(7rPxG’G(ç) e), z') G W/G, de modo que o"gx(q/g)(Q/G) C W/G. Probemos que T^d o 
°GxQ/G = °VQxQpG-

^a4°ogxqig^^ = ^A^QxG'Gkq.^AqY^

= 7rQxQ,G^QxQ2('/Zd('g,j7r('g,)^

= ^^-yiye-l.g, lQMqq,_,(,)))

= TVQxQ'G(vq1q^

= CT^QxQycÁAqY-
Entonces 'P^d o a^ = G(qxq)/g- P°r 1° tanto 'P^ : W(G —> (Q x Q)/G es un morfismo 
semilocal.

Veamos que ^ o $Xd = idVyG y $>id o ^ = id^w/G- Sea 7rQxQ’G(q0, q^ G U/G,
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4% O ^(tF^’^o,^)) = ^d((7rQxG’G(ço, Az(?0,91)),7r(^)))

= ^^Tm^

^-4d(90,91) ^°’^d(90,91 toll))

= Tr^eygo.tL^yt^

= ^F^X ^’G (io, 91) •
Por otro lado, sea ^QxG^G^g^^ G W/G,

^Ad°^Ad(^QxG,G^9o\ri^ = ^Ad^QxQ’GV?oxQ2(.Mqo,n))))

= ^d(7TQxQ’G(ZQxQ2(9o,yd(9o,9i)-i^i)))) con 7r(gi) = n

= ^Ad^QxQ’G(qOJ^MqOi^^

= (ivQxQ’G(q0, '^VqO^goAdVto,qi^ 1 ̂ <<am<^

= (7c^x^’G(9o, goAd(qo, q^Ad^o, 9i)), tt(çi))

= (7cQxQ’G(9o,yo),7r(9i))-

Por lo tanto d^ y P^, son isomorfismos semilocales.
Ahora veamos que el siguiente diagrama es conmutativo, en donde tenga sentido que 

l v 'P sean morfismos semilocales.

G -^ G x (Q/G) -^* (Q/G) x (Q/G) (2.5.12)

iclGv ^Ad ^Aa «kq/G)x(.Q/G)

G^^Qx Q^G -^ (Q/G) X (Q/G)

Veamos que «P^ o FT = FT y F2 o ^Ad = ^lu/G-

($Xd o F1)(AQxG’G(q,g)) = <ÍAd(AQxQ’G(qJ^q^

= ^QxG,G(q.Ad(qJ^(q))^7v(l^q^

= (AQxG’G(q,gAd(q,q)^7v(l^(q^

= (AQxG’G(q,g),A(q))

= FT(AQxG’G(q,g)).
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(A o ^d)(7TQxQ’G(go,gi)) = F2(7rQxG’G(go,-4d(9o,9i)),7r(gi))

= (^(qo)^(qi))

= F2(7rQxQ’G(go,9i))

Veamos que ^Ad ° FT = FT y F2 o ^Ad = F2\w/G

(^ oF1)(7rQxG’G(g,y)) = ^Ad^QxG,G(q,g)^(q))
= »QxQ'C(lGxQ2(h,l(q.7r(q')')

= ^^i?291^,, ,)-.(»)»

= i9xQ-Giq,l3A,(, ̂ M))

= ^QxQ^gjQ^))

= F1(ivQxG’G(q,g^.

(F2o^Ad)((7rQxG'GXqo,go^r1y) = F2^vQxQ'G^xQ'^

= f2^vQxQf^Q’^^ con ri = ^^

= f2^fw^^

= Kq^X^AM^-M^

= (7r(g0),7r(gi))

= F2((7r^xG,G)(go, yo)? ^(f)))

= A((7rQxG’G)(ço,£o),n)), r^TF^i).

2.6. Escisión a izquierda y descomposición del pro­
ducto librado

En esta sección exploramos la relación entre tener una escisión a izquierda de la Suce­
sión de Atiyah Discreta y un morfismo semilocal <h G hom^aQ/G{{{QxQ)(G, <7(qxq)/g), (Gx 
(Q/G), o"gx(q/g)))-

Sea U C Q x Q de tipo pD y sea ^^(¿V) el conjunto de todos los morfismos semilocales 
<h : U/G —> G x {Q/G} que hacen que el siguiente diagrama en J&5q/g sea conmutativo 
(siempre que tenga sentido, porque <h es semilocal).
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G-^G X (Q/G) -^ (Q/G) X (Q/G)

“V $ ?Aq/G)x(Q/G)

G^Q* Q)/G ^ (Q/G) x (Q/G)

Dado $ G D^W) definimos,

Sl : U/G —> G por sl := Si ° $, con Si definida en (2.5.10)

(2.6.1)

(2.6.2)
Adaptando lo probado en la Sección 2.5 podemos ver que s¿ 6 "F-'l^Y Por lo tanto 

definimos la siguiente aplicación

Fy-y : D^W) —> Sl(^) por FyiyÇ^ := sl, con sl definida en (2.6.2) (2.6.3)

Dado sl G YyX^O definimos

$ : U/G -^ G x (Q/G) por $ : = (sL,p2 o F2\u/gY (2.6.4)
Por lo probado en la Sección 2.5 podemos ver que <b G Y/y/UY por lo tanto se puede 

definir la siguiente aplicación

Fyy : ^(¿V) —> 'F'u/U^ por FyuYsL^ := 4*, con <b definida en (2.6.4) (2.6.5)

Proposición 2.6.1. Las funciones Fy-y y Fyy, definidas en (2.6.3) y (2.6.5) son mutua­
mente inversas.

Demostración. Veamos que Fyy' ° Fy/y = id^yxy sea $ G Yy/UY

Fyy' O Fy,y^) = FyuY^l O $) por definición de Fy/y

= (sx o $,p2 ° F2\u/cY por definición de Fyy,

= (si o $,p2 ° F2 o $) porque el Diag. (2.6.1) conmuta

= (P1($),P2($)) 

=

Por lo tanto, Fyy, O Fy-y = idyuW.
Ahora veamos Fyy o Fyy, = idy^y^ sea sl G D'l(¿/)

Fu-l- ° FuuYsG) = Fu'lYsl,P2 ° F2\u/cY por definición de Fyu-

= Si o (sL,P2 ° F2\u/cY por definición de Fy-y

= sl por definición de Si.
Por lo tanto, Fy-y o Fyy- = Id^uy □
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Cuando U es un subconjunto de tipo D. el subconjunto Sl(¿V) C S¿(W) corresponde a 
las escisiones a izquierda semilocales que surgen de conexiones discretas en tf con dominio 
U. De este modo, "Fu/U) := Fl-u'^-l^W^ es el conjunto de los morfismos semilocales en 
Eg(G) que surgen de una conexión discreta en tf con dominio U. Definimos FLu : ^(¿7) —> 
Tíu^W) como la restricción y corestricción de F^u' a l°s subconjuntos correspondientes. 
Está claro que Flu es una biyección y si Ful : ^uYM) —> ^l^U^ es la correspondiente 
restricción y corestricción de Fu'lu entonces F^y = Ful-

Observación 2.6.2. Supongamos que U es de tipo D. Para cualquier $ G S^(W), sea 
sl := Fu-u($) Y sl su levantada definida por (2.3.8). Entonces, sl G Sl(¿7) si y solo si 
11 es G-equivariante en el sentido de la Observación 2.3.7. Definimos

-.U —> (Q x G) x (Q/G) por <fi(9o,9i) := (sl(9o, 9i), AQxYY 

Es claro que $ es suave y es fácil chequear que el diagrama

(2.6.6)

Q xQ^K) x G) x Q/G (2.6.7)
^QxG.G ^Q-GxidQ/G

(QxQ)/G^Gx(Q/G)

en la categoría de variedades y funciones suaves es conmutativo. Por lo tanto, en cier­
to sentido $ es la levantada de $. Se puede comprobar que la condición de que s¿ 
sea G-equivariante es equivalente a la G-equivarianza de $ para las G-acciones lQxQ2 
y ^QxGimx(Q/G)^ ^, r^ ._ ^ ^ ^ por io tanto, $ G T-y/U) si y solo si su levantada $ es 
G-equivariante para las acciones que se acaban de considerar.

Proposición 2.6.3. Si U. es de tipo D y $ G S^(W), entonces $ es un isomorfismo 
semilocal en 5b5Q/G.

Demostración. Sea $ la levantada de $, definida por (2.6.6), donde sl := Ful^Y Si 
la correspondiente forma de conexión discrea es Ad := FLcYslY usando (2.3.1), tenemos 
que, para (90,91) £ ¿7, $(90,91) = ((<7o, Az(9o5 91)), ^i))- Como Ad G SG(W), entonces 
por la Proposición 2.5.5 se tiene que $ y $ son isomorfismos semilocales. □

2.7. Escisión a derecha y descomposición del produc­
to fibrado

En esta sección exploramos la relación entre tener un morfismo semilocal $ G hom^SQ/G ((G 
{Q/G), aGx(Q/G)Y {{Q x QM^Y o\qxq^gY) Y una escisión a derecha de la Sucesión de Ati­
yah Discreta.

Sea U C Q x Q un subconjunto de tipo D, definimos los conjuntos abiertos U" := 
(tf x tf)(¿7) C {Q/G) x {Q/G) y W := F^^'Y Sea ^^{U) el conjunto de todos los 
morfismos semilocales $ : W —> (Q x Q)/G tal que el diagrama
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G-^G X (Q/G) -^ (Q/G) X (Q/G)

iáG ^ iá(Q/G)x(Q/G)

G^^Qx Q)/G ^ (Q/G) x (Q/G)

(2.7.1)

en $bSQ/G es conmutativo cuando tiene sentido que lo sea. 
Para sr E ^r(G) definimos

» : W —» (Q X Q)/G por »(TGxGG(g, g), r) := -rGx»G(ÇxG=(A(g, SR(jr(g), r)))) 
(2.7.2)

donde A está, definida en (2.4.2).

Lema 2.7.1. Sea. sr E ^r(G) y T definida como en (2.7.2) entonces T G T-Y^Y

Demostración. Veamos que T es un morfismo semilocal. Probemos que pi o T = p1 o p-¡_,

(pi o ^(7rQxG’G(q,gYr) = p^9*9'0^^2 (X(q, SR^Çq), r)))))

= M^^^^T^^^^^^^^^Y SR^qV^ ='TCQxQ'G(vq1q^

= PiÍ7rGxG'C(/^^^

= PiG«x«'G(Z«x«xCi?)(9.<h))))

= Pi(tf(3x(3’g(/^x(32(9, 9i)))

= Pi(7fQxQ’g(9,/Q(9i)))

= ^Piop^^^^^q.gYrY

Ahora veamos que aGxÇQjG^Q/G) C W y ^oaGxto/G) = atoxQpG. Sea. (7vQxG’G(q, eY ^{q)) E 
^GxÇqjg^QIGY entonces F2(ttQx:6’g(9, e), tf(9)) = (vr(q), vr(q)) E U" ya. que (9,9) E U y 
si tomamos (90, 9i) tal que (77(9), 77(9)) = (tt(90), tt(9i)) también (90,91) G U por ser U 
(G x G)-invariante, por lo tanto (ivQxG’G(q, e), iv(q^ E W.
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O(JGx^Q¡G^Aq^ = 4'(7rQxG’G(g,e),7r(g))

= ^^^^Kq^n^^

porque sR o aiQ/cgxiQ/G) = o"(QxQ)/g

= ^QxQ^^QxQi^q^ ^ q^^

- ^^'qe^fz^to,»)))
= 'irQxQ’G(l^xQ2(q,q))

= 'ivQxQ'G^q1 q)

= ^QxQ)/GWqY)-
por lo tanto ^ o CTq^q^ = 0\qxq^g. Entonces ^ : W —> (Q x Q/G) es un morfismo 
semilocal.

Veamos que el diagrama (2.7.1) es conmutativo con T definida como en (2.7.2). Veamos 
que ^ o Él = Fy y F¿ o T = É2.

('I'o Fi)(7TQxG’G(g,y)) = ^^TvQ^^^q.gYiv^q^

= tfQxQ’g(/QxQ2 ^q, sñ(7r(g), 7r(g)))))

= 7rQxQ’G(/^xQ2(A(9,7rQxQ’G(9,9))))
porque sR o o-(q/G)x(q/G) = <jçQxq^g

= 7vQxQ,G^QxQ2^^q^q^q^^

= ^^iT91^,^-^

= 7FQXQ’G(/^XQ2(Ç, Ç))

_ ^QxQ^^^ [Q^q^

= F1(7TQxG’G(g,y)).
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(F2o^)(7rQxG'G(q,g^ r) = F2(7vQxQ'G(lQxQ2 (X(q, sR(7r(q), r))))

por ítem 1 de la Obs. 2.4.4

= F2(7rQxQ’G(ÇxQ2(X(q,(q,9i)))))

= f^Q^qxq.^

= F^^xQ^q^

= F^QF^jQ^

= (7r(g),7r(ZQ(gi)))

= H^),^))
= (tt(q), r) por la Observación 2.4.4 item 3

= F2(7vQxG’G(q,g),r)

Por lo tanto, hemos probado que el diagrama (2.7.1) es conmutativo.

Por el Lema 2.7.1, la siguiente aplicación está bien definida.

Frd, : Y^ -^ ^(¿7) como FRD,(sR) := T, (2.7.3)

donde T está definida por (2.7.2).
Dado T G Dp(¿7), definimos

sR : U" —> (Q x Q)/G por sR := T o s2|¿/", donde s2 es la definida en (2.5.10). (2.7.4)

Lema 2.7.2. Sean 'L G Sp(W) y sR definida como en (2.7.4) entonces sR G S^(W).

Demostración. Probemos que sR es un morfismo semilocal inverso a derecha de F2. Para 
esto vamos a utilizar el Lema 2.2.16.

Veamos que F2 o sR = id^"^ sea (7r(g0), 7r(gi)) 6 W,

(F2o sñ)(7r(g0),7r(gi)) = (F2 o (T o s2))(7r(g0),7r(gi))

= (F2 o 'L)(7rQxG’G(ç0,e),7r(çi))

= F2(7rQxG’G(g0,e),7r(g1))

= (7r(9o),7r(gi)).
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Veamos ahora que C(q/g)x(q/g)(Q/G) C U" y sñoo-(Q/G)x(Q/G) = o-(qxq)/g. Sea (r, r) G 
0"(Q/G)x(q/g)(Q/G) entonces (r, r) = (71(9), 7r(g)) G U" ya. que (9,9) G Aq C U y U" = 
(tí X 7t)(¿7).

(•S7?oa(Q/G)x(Q/G))(7r(g)) = sñ(7r(9),7r(9))

= (Tos2)(7r(g),7r(g))

= 'h(7F(5xG’G(g, e), 7r(g))

= ^OCJGx^Q¡G^^

= ^tQxQMG^F^q^ porque T es morí, semilocal

Por lo tanto Sr G S^(W).

Por el Lemma 2.7.2, la siguiente función está, bien definida:

Fd’r : ^d^M^ —^ ^-R^^ como Fr'r(^ :— sr, (2.7.5)

donde sr está, definida por (2.7.4).

Proposición 2.7.3. Para U C Q x Q de tipo D. la aplicación Fr'r definida por (2.7.5) 
es la inversa, a. izquierda de Frd' definida en (2.7.3). En consecuencia. Frd- es inyectiva.

Demostración. Para sr G £#(£/), sea. T := Frd^sr) y sr := Fr-r^Y Entonces, para. 
(90, 91) G U, tenemos

Sñ(7r(g0),7r(gi)) = T(s2(7r(g0), 71(9^))

= 'I'(7rQxG’G(g0,e),7r(gi))

= 7rQxQ’G(^xQ2(A(go,sñ(7r(go),7r(g1))))
_ tvQxQ'g^QXQ2 ^qQi ^QxQ.gÇgQ^ gi^y pOr ej ^em ^ c|e ja q^ 2.4.4

= 7rQxQ’G(/^xQ2(Ã(g0, (go,^)))

^.=(e»'-(Ç9qJq„,q^

^QxQ.G^QxQi^^ qry^ 

^^'G^qo^^ 

SR<iv<qoYiv<qi)Y

de modo que sr = sr y entonces Fr-r o Frd- = id^R(u)-
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Observación 2.7.4. Con las definiciones anteriores FRR' : V1R(U) —> ^d^M) puede no 
ser sobreyectiva. De hecho es posible encontrar contraejemplos cuando tf : Q —> Q/G es 
un G-fibrado principal trivial con G abeliano.

Sea ’LD(U) := FRD,(T1R(L(')') C ^(W). Como por la Proposición 2.7.3, FRD, es in- 
yectiva, entonces la correstricción de de FRd- a Do (¿7), FRR : 5^(7/) —> Do (¿7) es una 
biyección.

‘ Definimos W := ^(U") y W : = (tfQxG’g x id.Q/aVW C (Q x G) x (Q/G) y 
además para T G T/D(U) definimos

T : VV —> Q x Q por tV(q,g,r) := X(q, 'P(7FQxG’G(y, g), r)) (2.7.6)

donde A esta definido por (2.4.2). Observemos que T está bien definida y es suave.
Como W es el dominio de T y (ttQxG’g xidQ/G)(W) C W, vemos que '^(,n'QxG’G(q, g), r) 

esta bien definida para (7r^xG’G(g, y), r) E VV. Además, como T es un morfismo semilocal,

Pi('P(7rQxG’G(g,y),r)) = (pi op1)(7FQxG’G(g,y),r)

= <q)
entonces (q, ^(tvQxG’g(q, g), r)) E Q ^ (Q x Q)/G por lo tanto la composición con A 
está bien definida. Finalmente concluimos que, ^ está bien definida y por ser composición 
de funciones suaves, T es también suave.

Lema 2.7.5. Para T G IYD(L() y ^ definida por (2.7.6), el siguiente diagrama en la 
categoría de variadedes suaves es conmutativo.

Q x G x (Q/G) * > Q x Q (2.7.7)
^xG.G^  ̂ ^QxQ.G

Gx(Q/G)—^(QxQ)/G

Demostración. Para (q,g,r) E VV definido como en (2.7.6), tenemos 'f,(7F^xG,G(y, g), r) = 
^QxQ.G^g^ q,^ para gdgún q' ^ Q. Luego,

7rQxQ-G(\j/(ç) g^ r^ = 7vQxQ'G(X(q, '5í(7rQxG'G(q, g), r)))

= TrQxQ,G(X(q, 7vQxQ’G(q, q')))

= TVQxQ,G(q,q')

= ^(7rQxG'G(q, g), r),

demostrando la conmutatividad del diagrama. □

Proposición 2.7.6. Para ^ G 'F'^U)^ se tiene que ^ G T-D(U) si y sólo si T es G- 
equivariante para las acciones l^xGmlX^'G^(q^h^r) := (q,gh,r) y l®*®2.
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Demostración. Si ^ e Sp(W), entonces existe sr E T-rÇU^ tal que T = Frd'(sr\ Sean 
(ç, h, r) EW y gE G,

q,y»>-G>™>-<Q/G>yJ>h,ry = q,yJ>gh, r)

= X(q, ^(7rQxG'G(q, gh^ r))

= A(g,TrOxeG(/G1xO2(A(g,sK(7r(g),r)))))

= A(g,,Gx»G(/Gx»2(A(g,,Gx»G(g,,!)))))

por ítem 3 de la Obs 2.4.4

= X(q,^>-»G^QSl^^

= X<q,^»G(l$9-(q,O'l

= A(g,7r°x»G(g,Z®1(g,1)))

— A(g, 7rGxG,G(g,/G(g^'))), donde q" = /G(gí)

= óG.MEm

= mió

= /Gx0,(g,gl').

Por otro laclo,

^^(^(q, h, r)) = l^xQ1^X(vq^(<ivQxG'G^q1h^vr^

= ZGxe,(A(g,7rex°'G(Zye2(A(g,s/i(Tr(g),r))))))

= Çxe2(A(g,7rGx»G(ZGx°2(A(g,7rGx»G(g,g;))))))

= Z?x»(A(g,,Gx»G(Z?x»2(/G„i„)(g,gl)))))

= iMEMxQMi?MYm

= l^xQ2(X(q,7TQxQ’G(q,q”))))

= gxQ,0-o

= Çx°2(g,gí).

de modo que T tiene la G-equivarianza requerida.
Inversamente, supongamos que T es G-equivariante para las acciones dadas. Entonces, 

sea sr := Fr-r^) £ ^^(¿V) y T := Fro^sr) E Y,d(UY Queremos comprobar que T = T 
de modo que T G 'LnÇUy Para cualquier (q^g/r') E W, usando la G-equivarianza de T y 
la conmutatividad de (2.7.7) tenemos,
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^Qxg.g^ gY T^ = RQ^^Q^Çl^Q^X^q^SR^^qY^Y

= ^QxQ,g ^QxQ2 ÇX(q, ^(tvQxG,g(^ e), r))))

= ^QxQ^^QxQi (^(g; e, r)))

= 'ivQxQ'G^^q1gvr^

= T(7r(5xG’G(g, g\ rY

probando que T = VP. de modo que ^ G Y,d(UY
D

Observación 2.7.7. Todos los elementos de Sp(W) son isomorfismos semilocales. De 
hecho, si T G Sp(W), utilizando las definiciones, si Sr := FrrY^Y h := Frh^sr) y 
Aà := FrcW, podemos escribir

T(7rQxG(go,y),7r(g1)) = 7vQxQF(lQx<^(X(q0,sR(TV^^

= TVQxQF(lQxQ2(X(qo,7rQxQF(h(qoM

= 7rOxO’G(Z2xO2(/z(g0,7r(gi)))).

Comparando esta última expresión con (2.5.11) y usando la Proposición 2.5.5 se prueba 
que T es un isomorfismo semilocal. Además, se muestra que T 1 = T G S^(W), para 
$ := (Flu o FClKAiY

El siguiente Teorema resume los resultados de esta sección con respecto a la Sucesión 
de Atiyah Discreta de un librado principal y las conexiones discretas en el mismo espacio.

Teorema 2.7.8. Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal y U C Q x Q de tipo D. 
Entonces se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo
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en la categoría de conjuntos, donde las flechas con linea llena y cola recta son biyecciones, 
las flechas con línea llena y cola curva son aplicaciones inyectivas y las flechas punteadas 
son aplicaciones suryectivas.
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Capítulo 3

Curvatura de una conexión discreta

La curvatura de una conexión en un fibrado tiene muchas propiedades importantes 
que se relacionan tanto con la geometría como con la topología del espacio subyacente. 
En esta sección presentamos una noción de curvatura para una conexión discreta en 
un fibrado principal. Motivamos nuestra definición con el hecho de que las curvaturas 
continuas pueden verse como obstrucciones.

A continuación, introducimos una noción de curvatura asociada a una conexión dis­
creta Acb Este objeto se construye como la obstrucción a que Ad : Q x Q —> G sea un 
morfismo de grupoides de Lie, una noción que repasamos a continuación. Aquí seguimos 
la notación que se acostumbra en Mecánica Geométrica (ver, por ejemplo, [MdDM06]), 
es decir, en cierto sentido, opuesto al utilizado en [Mac05].

3.1. Curvatura de una conexión: nociones básicas.

3.1.1. Algebroides de Lie
Vamos a recordar la definición de curvatura dada por Mackenzie en [Mac87] y la 

definición que actualmente mas se utiliza.

Definición 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable. Un algebroide de Lie sobre M es 
un fibrado vectorial (E, <p, M, V) con p : E —> TM un morfismo de fibrados vectoriales y 
una aplicación [-,-] : L(E) x L(E) —> L(E), R—bilineal, sujetos a los siguientes axiomas,

1. (L(E), [-,-]) es un álgebra de Lie,

2. la aplicación L(p) : L(E) —> X^MY inducida por p, es un morfismo de álgebras de 
Lie,

3. para cualquier / G C°°(M) X1 Y E V(E) se satisface, [AT,/V] = /[di, V] + p(X)(f)Y 
(Regla de Leibniz).

La aplicación p es llamada ancla.
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Definición 3.1.2. Sean ((Ei, <p\1 M, Vi), pi) y ((E2, 922, M, V2), P2) dos algebroides de Lie 
sobre M. Decimos que una aplicación F : Ey —> E2 es un morfimos de algebroides de Lie 
si es un morfismo de fibrados vectoriales tal que P2 0 E = pi y E/Y, Y] = [E(A),E(y)] 
para todo X, Y E r(EQ.

Ejemplo 3.1.3. Algebroide tangente. Si M es una variedad diferenciable, entonces el 
fibrado tangente tm : TM —> M es un algebroide de Lie. El corchete de Lie es el corchete 
usual de campos vectoriales y la aplicación ancla es la identidad.

Ejemplo 3.1.4. Sea tf : Q —> Q/G un fibrado principal. Entonces (TQ/G,tq,Q/G) es 
un algebroide sobre Q/G con el ancla igual a ^2 (ver sucesión (2.1.3) ) y el corchete de 
Lie dado por el corchete de Lie de campos en PG(Q) (secciones G-invariantes), ya que 
este espacio es isomorfo a P(Q/G) como C^ (Q/G)-módulo (ver Proposición 2.4 en el 
Apéndice A de [Mac87]).

Ejemplo 3.1.5. Sea tf : Q —> Q/G un fibrado principal. Entonces ((Q x g)/G,pi, Q/G) es 
un algebroide de Lie sobre Q/G. Como se puede establecer una biyección entre el conjunto 
de secciones P((Q x g)/G) y el conjunto de funciones G-equivariantes GG(Q,g), se puede 
definir el corchete de Lie en P((Qxg)/G) mediante el corchete de Lie en g (ver Proposición 
3.5 en el Apéndice A de [Mac87]) y la aplicación ancla es pQfi**'0 (q, Q) = 7r(g).

Una conexión A sobre el G-fibrado principal tf : Q —> Q/G puede verse como una 
escisión a derecha de la Susesión de Atiyah (2.1.3) (Definición 4.1 en el Apéndice A 
de [Mac87])). Y tomando la definición de Mackenzie (Definición 4.10 del Apéndice A 
de [Mac05]) la curvatura B de una conexión A es un morfismo de fibrados vectoriales 
B : T(Q/G) © T(Q/G} —> g definida sobre secciones por

MWe^ := ^([€1,6]) - [<i),O]

para £1,^2 € SC(Q/G) y donde 0i es el morfismo inyectivo que aparece en (2.1.3). De este 
modo, B es la obstrucción a que M([Q,£2]) = [M(Q),M^)] o, en otras palabras, a que 
A sea un morfismo de algebroides de Lie. La equivalencia de esta definición de curvatura 
con la más tradicional, que se da a continuación, viene dada por Proposición 4.16 en el 
Apéndice A de [Mac87]).

Definición 3.1.6. Se define la curvatura de una conexión A como la 2-forma sobre Q:

B : TQ x TQ-^ g

B(uq,vQ := dA(HorA(uQ,HorA(vQ)

donde d es la diferencial exterior, Hor^uQ es la parte ^-horizontal de uq y A es la 
1-forma asociada a la conexión.
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3.1.2. Grupoides de Lie
Buscamos una definición de curvatura de una conexión discreta, para esto estudiamos 

la Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5) en la categoría de grupoides de Lie. Recordamos 
algunas definiciones y propiedades ya conocidas de los grupoides de Lie.

Definición 3.1.7. Un grupoide sobre un conjunto M es un conjunto G junto con las 
siguientes aplicaciones.

1. Las aplicaciones source y target o, 3 : G —> M. Definen el producto fibrado G2 := 
G gxa G = {(úi,^) E G x G \ /3(yi) = o(g2)}.

2. Una aplicación multiplicación m : G2 ^ G tal que o(m(yi, y2)) = a(gi) y 3(m(di, y2)) 
3(92) para todo (yi,y2) E G2 y m(yi,m(y2,g^)) = m(m(yi, y2), y3) para todo 
91,92,93 E G tal que (91,92) y (92,93) E G2 (es decir, m es asociativo, siempre 
que esté definida).

3. Una sección identidad e : M —> G tal que, o o e = idM = 3 ° e y que para todo 
g EG, m(e(a(g)),g) = gy m(g, e(3(g))) = g.

4. Una aplicación de inversión i : G —> G (indicada simplemente por i(g) := g-1) tal 
que para g E G, 3(g p = a(g), 3(g) = oóg p. ^(g-1^) = e(3(g)) y mlg.g p = 
e(n(y)).

Tal grupoide generalmente se denota por G =4 M. Un grupoide G =4 M es un grupoide de 
Lie si G y M son variedades suaves, cty 3 son submersiones suaves, y las otras aplicaciones 
de la estructura, m, e e i, son suaves. Un grupoide de Lie es totalmente intransitivo si 
a = 3, y es localmente trivial si (o. 3) : G —> M x M —a veces llamada ancla de G— es 
una submersion sobreyectiva.

Ejemplo 3.1.8. Sea X una variedad diferencial. El producto de X x X tiene una es­
tructura natural de grupoide de Lie sobre X, con «(xojXx) = x0 y 3(^o,^i) = ^i sub­
mersiones. Entonces (A" x A')2 = {((xq, xq), (x’q,^)) G (A" x A'j x (A" x A'j : aq = Xq} = 
{((¿’0, aq), (aq, xj)) : ^0,^1,^ G A"}. La multiplicación está definida como m((xo, xp, (xi,X2 
(xo, X2), la sección identidad e : X —> X x X se define como c(xq) = (xo,xq) y por último 
í(a?o,aq) = (aq,a?0), las aplicaciones m, e e inversión son suaves. Este grupoide es conocido 
como grupoide par sobre X.

Ejemplo 3.1.9. Sea G un grupo de Lie. Entonces, G puede verse como un grupoide de Lie 
sobre un punto G =4 {0} con la multiplicación e inversión dada por las correspondientes 
operaciones del grupo. La sección identidad es la asignación Once la identidad de G. 
La noción de grupoide de Lie es una generalización de este ejemplo.

Ejemplo 3.1.10. G un grupo de Lie resulta un grupoide de Lie sobre M = e. Las 
proyecciones o, 3 : G —> {e} se difenen como ct(g) = 3(g) = e, la aplicación identidad 
e(g) = e, la inversión como i(g) = g-1 (inverso en el grupo G), y la multiplicación se 
define como 9i* 92 = 9291- Denotaremos a este grupoide de Lie por Gop.
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Ejemplo 3.1.11. Sea X una variedad suave definimos a = 3 = idx- Entonces, X =4 X
es un grupoide de Lie. Siendo A^ = A.y- C X x X, definimos m(x,x) := x, e(x) := x e
i(x) := x, para todo x E X. Este grupoide de Lie es llamado grupoide de Lie base y será 
denotado por Afi

En la Proposición siguiente denotaremos a la multiplicación en el grupoide como gi ■ 
g2 := m^gi^Y esta notación la utilizaremos en otras ocasiones cuando sea conveniente.

Proposición 3.1.12. Sean G =4 M un grupoide de Lie y g E G. Entonces, valen las 
siguientes afirmaciones.

1. Si h E G es tal que

2. Si h E G es tal que

3. Si h E G es tal que

4. Si h E G es tal que

(h, g) E G2 y h ■ g = g, entonces h = e(o(y)). 

(y, h) E G2 y g • h = y, entonces h = e(/3(y)). 

(fi,y) E G2 y h • g = e(/3(y)), entonces h = y 

(y, h) E G2 y g ■ h = e(o(y)), entonces h = g

Demostración. Ver demostración en [Mac05], página 5, Proposición 1.1.2. Por nuestra de­
finición de grupoide de Lie considerar las aplicaciones source y target como la aplicaciones 
target y source de [Mac05] respectivamente. □

Corolario 3.1.13. Sea G =4 M un grupoide de Lie. Entonces,

1. Para h E G se tiene que (7, ' ) 1 = h.

2. Para (hi, h.2) E G2 vale (hi ■ //2) 1 = ^2 1 " ^í1-

Demostración. 1. Vamos a usar el ítem 3 de la Proposición 3.1.12, como (h, fi-1) G G2 
y h • He1 = e(o(fi)) = e(3(h-1y) entonces h = (7 ') 1.

2. (h^1 ■ h3\hi • ^2) € G2 ya. que 3^^ • h-i1) = ^(^i1) = ct(hi) = ct(hi ■ ^2) y 
(h2 1 ■ h-vY ■ (hi ■ h2) = eíXhi-h^Y) porque (h^1 • h^1) - (hi • h2) = h2 1 ■ e(3(hiY ■ h2 = 
h2 1 ■ e(a(h.2Y ■ h^ = h2 1 ■ h-2 = e(3(h»2Y = e(3(hi ■ h^YY entonces por el ítem 3 de la 
Proposición 3.1.12 tenemos que h^1 ■ h^1 = (hi ■ ^2) 1-

Proposición 3.1.14. Sea. G =4 M un grupoide de Lie. Entonces la inversión i : G —> G 
es un difeomoerfismo.

Demostración. Ver la demostración en [Mac05], pág 6, Proposición 1.1.5. Por nuestra, defi­
nición de grupoide de Lie considerar las aplicaciones source y target como las aplicaciones 
target y source de [Mac05] respectivamente. □
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Definición 3.1.15. Dados dos grupoides de Lie G =4 M y G1 _ M' un morfismo de 
grupoides de Lie es una aplicación suave F : G —> G' tal que, para todos (91,92) € G2, 
(F(yi), F(y2)) € pG'p y FQpgQ = F(yi)F(y2). Tal morfismo F induce una aplicación 
suave Fo : M —> M' de tal manera que

a' o F = Fo o a, P' o F = Fo o P y F o e = e o Fo (3.1.1)
(ver el ítem (3) del Lema 4.2.5).

Los grupoides de Lie y sus morfismos forman una categoría que denotamos por LGpd. 
Si M es una variedad diferencial denotaremos por LGpdM a la subcategoría de LGpd 
cuyos objeto son grupoides de Lie sobre M y cuyos morfismos inducen la identidad sobre 
M.

3.2. Sucesión de Atiyah Discreta en la categoría de 
grupoides de Lie

Como se ve en el Ejemplo 3.1.8, el conjunto de la derecha de la Sucesión de Atiyah 
Discreta (2.1.5),(Q/G) x (Q/G), es un grupoide de Lie. Los siguientes ejemplos clan una 
estructura de este tipo para (Q x Q)/G y (Q x G)/G.

Ejemplo 3.2.1. Sea tt : Q —> Q/G un G-fibrado principal con la acción a izquierda Z^. 
(Q x Q^/G es un grupoide de Lie sobre Q/G con las aplicaciones,

a^QxQ'CQqtilqQ^ := 7r(g0) y P(ivQxQ'G(q0, qQ) := ^(fo).

Veamos que a es suave. Definimos F : Q x Q —> Q por F(q0,qp := q0, como l^ y 
^QxQ actúan ¿e forma libre y propia sobre Q y Q x Q respectivamente y porque F con 
estas acciones es G-equivariante. Entonces por el Corolario A. 1.18, a está bien definida 
y es suave. De forma similar se prueba que P es suave. Veamos que T^qxq^/g^^oi es 
suryectiva. Sea u^ E T^^pQ/G) = Im(TgoTr) entonces existe ^(Q C Q tal que 7(0) =
9o y G^ = ^|t=07r(7(í)); luego ^(go) = ^|í=07r(7(í)) = ft\t=oa^QxQ^Gppt\ qQ^ = 
T^QxQ.G^^a^/t^o^ppY De manera análoga se prueba que P es una submersion.

PQ x QPGp = {(7rQxQ,G(9o,9i),^QxQ’G(9Í,92)) : P^QxQ'cpqçrqfiP

= aiv-KQxQ'CpqY q'PY q0, q^q^, q'2 G Q}

= {(7rQxQ’G(®,9i),7rQxQ’G(gí,^)) :Tr(qP = t(O
= P^QxQ,G(qo,qiY^QxQ,GPg(qi\q'2Y : 9 e G9o,9i,92 g Q}

= {(7rQxQ’G(®,9i),7T(3x(3’G(gi,Zg-i(^))) : g G G,q0,qi,q'2 G Q]

= P^QxQ’G(qo,qiY^QxQ’G(qi,q2Y : 9o, 91,92 G QY

Se define la multiplicación como,

m(7rQxQ’G(g0,9i),7rQxQ’G(fo,g2)) := 7vQxQ’cpq0,q2Y

58



Veamos su buena defnición, sean (tt^'5,0^, 9i), tt^15’0^!, 92)) £ ((Q x Q)/G')2, 
(9o, 91) Y (91,92) tal que (90,91) = (^(9o), ^(91)) Y (91,92) = (í(9i), í (92)), entonces

m(7TQxQ’G(50, 5i), 7TQxQ/G(gi, q2^ = m(7rQxQ/G(5o, 91), ^QxQ/G(Çg-i(9i), 92)) 
= m(7TQxQ'G(q0, q^Y 7íQxQGYq1, lí^ ^Y
= ^QxQ'GlwQh-MY)
= ^^x^’G(^(9o), ^(92))
= 7T^X^’G(90, 92)
= m(7TQxQ’G(g0, 9i), 7TQxQ/G(gi, g2))-

Veamos que la aplicación multiplicación m es suave. Antes vamos a introducir una apli­
cación suave auxiliar Ã : ((Q x Q)/)2 —> (Q x Q x Q^/G. Para esto definimos la aplicación 
A : (Q x Q) ^2x^opi (Q x Q) -y Q x Q x Q por A((q0, q^, (q2, qY) := (9o, 91, í(g2,</i)^3^
que es suave por ser composición de funciones suaves, k es suave por el Lema A. 1.31. Con­
sideremos la G-acción Z34 sobre O4 definida por Z|4(9o, 9i, 92,9.3) := (90,9i, ^(92), ^(93)), 
esta acción induce una G-acción libre y propia sobre (Q x Q) ^^x (Q x QY veamos 
que A resulta G-invariante,

ól(Z|4(9o, 91), (92,9.3)) = A((q0,q1),(Ç(q2),Ç(q3)))

= ^^S^^

= (9o,9i,yg2gZ1)g-i(¿^

= (9o,9i,5(gi,g2)(93))

= ól((go, 9i), (92,93))
entonces por el Corolario A. 1.19 la aplicación A induce una aplicación A : (Q x 

Q) ^x^ (Q x Q^G tal que ÃYq^qiY^^^^Y = ól((9o, 91), (92, 9s))
Si ahora consideramos la G-acción Z12 sobre Q x Q TOpx-i (Q x Q^/G definida por

^2((9o,9i),7tQxQ’G(92,9.3)) = ((^(9o,^(9i))),7tQxQ’G(92,93))s tenemos 
^(^2(9o,9i),7tQxQ’G(92 , 93)) = ^((^(9i),^(92)),7rQxQ’G(g2,g3))

= A((lQ(q0Yl^(qiYY(q2,q3Y

(^(^o),^(9i),^(92i/q(9i))(93))

= (Ç(9o),Z?(9i),í(g2,gi)(93))

= (Ç(9o),Ç(9i),Ç(5(g2,gi)(93)))

= Ç4(Mqo.qi)^QxQ,G(q2,q3^
donde Z^3 es la acción diagonal de G sobre Q3. Entonces por la Proposición A. 1.17, 

la G-equivarianza de A nos proporciona una aplicación suave À : (Q x Q)/G p,,x-1 (Q x 
Q)/G —> (Q x Q x Q}/G} tal que

A(7TQxQ’G(g0, 91), 7TQxQ’G(g2, q3Y = ivQxQxQ’G(A(q0, q^Y Y12, 9s)).
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Notemos que el siguiente diagrama es conmutativo,

((to X «j/G)) faxh toQ x Q)/GJ) -Á» (Q X Q x Q)/G

(Q x Q)/G

donde p\3 es la aplicación suave inducida por la G-equivarianza de pi3 : Q x Q x Q —> 
Q x Q. Como A es un clifeomorfismo, vemos que m = pj3 o A es una aplicación suave.

Se definen las aplicaciones identidad e inversión como

«(,(,„)) := x°x°’G(g„, ío) «U0*»0^ í,)) := x^to, 9„)

respectivamente.
Veamos la suavidad de la identidad e, como e = chqxQiX; (ver ítem 2 de los Ejemplos 

2.2.2), resulta que e es suave porque oqQxçp/G 1° es- Probemos la suavidad de la inversión 
i: definimos F ; QxQ —> QxQ por F(q0, q^ = (gi, g0), como lQxQ actúa de forma libre y 
propia sobre Q x Q y F resulta G-equivariante con esas acciones entonces por el Corolario 
A.1.18, i resulta suave.

Se satifacen,

(i)
a(m(7rQxQ’G(90,9i),7rQxQ’G(91,92))) = a^ivQxQ’G^qtil q^

= tt(9o)
= a(7rQxQ’G(g0,9i))

^(m^^^o^i),^0’0^!^^ = fF<KQxQ'G^qtil q^
= 7f(ç2)
= /?(7fQxQ’g(ç1,ç2))

(ii) La multiplicación es asociativa,

m(m(7FQxQ’G(g0, 9i), 7rQxQ’G(gi, q^\-irQxQ’G(,q2, q^ = m(7rQxQ'G(q0, q2\7rQxQ’G(_q2, q?^) 
= ivQxQ’G(q0,q3)

m^QxQ,G^0’ q^Y m(7TQxQ'G(q1, q^, 7íQxQ'G(q2, q3')')') = m(7rQxQ'G(q0, q3\TvQxQ'G^q3l q3^ 
= qvQxQ,G^qQiq^

(iii) a(e(7r(g))) = a(7rQxQ’G(g, q^ = 7r(g) y /3(e(7r(g)) = p(<KQxQ'G^ q^ = 7r(g)

(iv)

m^a^QxQ'G^qOl 9i))), 7rQxQ(g0, 91)) = m(7rQxQ’G(90, 90), 7vQxQ’G(q0, 91)
= 7fQxQ’g(9o,9i)

m(7rQxQ’G(90, 9i), e(/3(7FQxQ’G(9o, 91))) = m(7rQxQ'G(q0, q^, ^^^(qr, q^ 
= 7fQxQ’g(9o,9i)
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a(i(ivQxQ'G(q0,qi^ = a(ivQxQ'G(qi, qQ) = 7r(gi) = 3(tvQxQ'G(qo, qQ) 

3(i('KQxQ’G(q0, 9i)) = /3(7TQxQ’G(gi, go)) = 7r(g0) = a(7rQxQ’G(g0, 9i)) 
m^QxQ,G^qOi q^-^QF^ Çq)) = ^QxQ^^ ^ = e^QxQ,G^ q^ 

m(7vQxQ’G(q1,q037VQxQ’G(q0,q1^ = tvQxQ’G(qu qT) = e(3(7VQxQ’G(q0, qT^

Ejemplo 3.2.2. G = (Q x G^/G es un grupoide de Lie sobre Q/G con las aplicaciones 
source y target a, 3 : (Q x G)/G —> Q/G definidas como

O:^GxC'C(g. g^ = 7r(g) y 3QvQxG'G(q, g)) = ir(q^

Veamos que a y 3 están bien definidas y son suaves. Definimos F : Q x G —> Q por 
F(q, g) = q. Como l^xG y l^ actúan de forma libre y propia sobre Q x G y Q y F resulta 
G-equivariante con estas acciones, entonces, por el Corolario A.1.18 queda probado que a 
y 3 están bien definidas y son suaves. Veamos que F^xo/a^^a es suryectiva: sea w^) G 
T^^Q/G^ = Im(TqT?y entonces existe y(í) G Q tal que 7(0) = q y uy^) = ^|í=07r(7(í))i V.HIUIILLO VA1OLV / V V J ^TT^) ^ |t=UV / V))
entonces w^ = ^|í=07r(7(í)) = f |/=o<Ú^GxG'GhC)-g)) = T^q^a^t\t=oivQxG’GQíktY g\
Dado que 3 = a, el mismo cálculo muestra que 3 es una submersion.

((Q x GQGQ := {(7FQxG’G(go,go),7rQxG/G(gi,gi)) : 7r(g0) = tt^)}

= VFQxG'G(qo,goVQxG'G(S(qo^ : qo e Q,go,gi e G}

= ^ivQxG,G(qo,go^ivQxG,G(qo,g_1gig^ : qo e Q,go,gi,g e G}
= ^QxG’G(qo,go^TVQxG’G(qo,hQ) : q0 G Q,go,ho G G}

Dado ((7rQxG'G(q0,g037rQxG'G(q0,h0')') G ((Q x GQGQ, definimos la multiplicación 
como

m^QxG,c^ g^y ^Qxcgc^q^ ^j .=

(F1|^(W><^))-1(m(QxQ)/G|^toxG)((F1xF1)|¡gx^(^xG(go,go),7rQx

con Fi definida en (2.1.5). La mutiplicación m resulta suave porque (Fi x -^i)|((qxG)/g)o • 
((Q x G)/G)2 -g ((Q x Q)/G)2 es suave ya que (FT x Fl)(((Q x G)/G)2) C ((Q x Q)/G)2, 
((Q x G)/G)2 C (Q x G)/G y ((Q x Q)/G)2 C (Q x Q)/G son suvbariedades embebidas, 
m((QxQ)/G)2\F1(QxG)/G : ((QxQ)/G)2 -> Fx((QxG)/G) es suave porque FX((Q x G)/G) C 
(Q x QQG es una subvariedad embebida y tti^qxq^cMQ x QMG^Q C F^Q x G)/G) y 
por último (Fi|F1*-toxG)/G) ) 1 es suave porque Fi es un embebimiento, por lo probado 
en el Ejemplo 2.2.8.

Es fácil ver que

m((7TQxG’G(go,go)),(7rQxG’G(go,úo))) = 7rQxG’G(g0, goho)

61



La aplicación identidad e : {Q/G) —> (Q x G)/G se define por

W := ivQxG'G(q, e),

siendo e el elemento neutro de el grupo de Lie G. Es claro que está bien definida.
Como e = U(qxg/g)) (ver ítem 1 de los Ejemplo 2.2.2 ), entonces resulta suave la 

aplicación e.
Definimos la aplicación inversa i : (Q x G) ,G —> (Q x G) ,G como

^QxG^G^g^ .-^G.G^q^g-^y

Veamos que la aplicación identidad i es suave. Definimos F ; Q x G —^ Q x G por 
F^q,g^ = (</•// 1 )• como l®xG actúa de forma libre y propia sobre Q x G y F es G- 
equivariante entonces por el Corolario A. 1.18 la apliciación i resulta suave.

Se satisfacen,

(i)

aym^ =a^QxG'G(q0, gogi^ = 7r(y0)
=a(-7vQxG’G(q0ig0y

8(TnyG^^ =(3^QxG’G^qOjgogiy =7r(y0)
=/3(7rQxG’G(yo,yo))

para todo (TrQxG'G(q0, goy 7vQxGF^qQi g^ E ^q x G)/G)2.

(ii) Para(7rQxG’G(go,yo),7rQxG’G(9o,yi)), ^QxG'G^qOl g^y 7rQxG’G(y0, g2^ G ((QxG)/G)2,

m(m(ivQxG’G(q0, g0^7vQxG’G(q0, gi^,7vQxG’G(q0, g2^=m(ivQxG’G(q0, g0gi^7vQxGG(q0, y2)) 
= 7íQxG,Cyqo^ (gyg^g^

y

m^QxG,G^qOi gyym^QxG^^^ g^y^QxG^^^ g2yy = m(7vQxG’G(q0^ goy7vQxGG(qo, gxg^ 
= -KQxG,G^q0ig^gig2y

como la multiplicación en el grupo de Lie G es asociativa entonces la multiplicación 
m es asociativa.

(iii)

«(e^íí))) = a(7rQxG’G(y, e)) = 7r(y) y /3(e(7r(y))) = /3(7rQxG’G(y, e)) = 7r(y),

^qEQ.

62



(iv)

m(eH^QxG’G(q, g)))^QxG’G(q, g^ =m(ivQxG’G(q, e^TVQxG'G^ g^

y

m^QxG,G^ gYe<P^QxG'G<q, g^ =m(ivQxG’G(q, g),7rQxG’G(q, e)) 
=^xG'G^l9^

(v) Sea xGxG,G ^q.g^ £ (Q x G'^jG.

(V^q.9)) = ^fa) - a(-r°xG,G(<Z. 9^ = a(.i^»xG-Gg

PWQxG'G^q.g^ = P^QxG'G^g^ = ^ = «(7rQxG’G(9,y)))

además la inversión cumple,

m(2(7rQxG’G(g, gY^QxG'G^L g^ =m^QxG'G^ g^\ivQxG'G<q, g)) 
=^xG'G(q,e) = e(3^xG'G(q,g^

y

m(ivQxG’G(q,gYi(7rQxG’G(q,g^ = m^QxG'G^q, g^ ^QxG'G^ g”1))
=lvQxG,G^q^ = e^Q^GP^g^y

Ejemplo 3.2.3. Veamos que Fy definida en (2.1.5) es un morfismo de grupoides de Lie
sobre Q/G con (F^q = idQ/G-

Sea(7vQxG’G(q0,g0y7vQxG’G(q0,g1y G {{QxG^/G^ entonces como F1(7vQxG'G(q0, goy = 
ivQxQ’G(qo,Ço(qoy, F!(ivQxG’G(q0, gTy = ivQxQ’G(q0, l^(q0^ y también 7rQxQ’G(g0, Ç0(q0^ = 
^QxQ^yQ ^yq^ entonCes (F1(7rQxG’G(q0,9o)), F1(7rQxG’G(q0, gi)3 € ((Q x Q)/G)2.

9o
Por otro laclo tenemos,

F^Q^’G^^g^ -õiTQxG'G^qtilg^ = F1(7FQxG’G(go,9o9i)) 

= 'R^^W^gM^ 
y

^i(ttQxG’G(9o,9o)) "(QxQ)/G F1(7rQxG’G(9o,y1)) =7rQxQ’G(9o,Ço(9o)) "(QxQ)/G ^ ^'G <q«,q>^
—9xQ'GWQMto^ "(QxQ'l/G >r0x0q5,tooMG(/G^

Ahora veamos que (F^q = idg/c- Como Qq es suryectiva y (F^q oa^ = O(qxq)/g oFt 
entonces tenemos

63



(FM^) = IFMaõ^^eY) 
= a(QxQ)/G(^i(7rQxG’G(ç,e))) 

= a(QxQ)/G(7rQxQ’G(ç,ZQ(g))) 

= <q)
Por lo tanto (Fi)0 = idQ/G.

Ejemplo 3.2.4. Veamos que F2 definida en (2.1.5) es un morfismo de grupoides de Lie 
sobre Q/G con ÇF^o = idQ/G.

Sea (7vQxQ’G(q0,q1^7vQxQ’G(qliq2^ € ((Q x Q^JG^ entonces
VF2(<RQx<FG^qtiiq^\F2^^ = ((tf^q), tf^)), (4^), 7r(g2))) G ((QxQ)/G)2.

Por otro laclo tenemos,

MV^QF^qyy^xWG^ = F^QxQ'G^qOlq^

= (7r(g0),7r(g2)) 
y

^2(7TQxQ’G(go,91) "(Q/OxtQ/G) F2(7TQxQ’G)(gi,g2) = (7r(g0),7r(gi))-(Q/G)x(Q/G) (7r(gi),7r(g2))

= (vtVo),^))

Ahora vemos que (F2)0 = idQ/G. Como (F2)0 o atoxQ^G = «q/gxq/g ° F2 y atoxQ)/G 
es suryectiva entonces

(F2)o(7r(g)) = (F2)o(a(QxQ)/G(7rQxQ’G(9,9))
= aQ/GxQ/G(F2(7vQxQ’G(q,q)) 

= aQ/GxQ/G^(qV^(q^ 
= 7r(g).

Por lo tanto, (F2)0 = idQ/G.

Entonces la sucesión de Atiyah discreta

G (Q x Q)/G -^ ^IG1) x (Q/G) con

F1(IrOxG’G(g,g)) := 7rGx°’G(g,/G(g)) y UG^qgo.gi)) := (irfao),ir(gi)),

es una sucesión en la categoría de grupoides de Lie.

Definición 3.2.5. Dados Gi, G3 en LGpdM tal que Gy es totalmente intransitivo y G3 es 
localmente trivial, una sucesión Gi ^ G2 ^- G3 en LGpdM se dice que es una extensión 
en LGpdM de G3 por Gy si qi es un embebimiento, q2 es una submersion suryectiva, para
ImíriV) := qi(Gi) y ker(q2) := q21(eG3(M)), Im^) = ker(q2) (como conjuntos).

64



Observación 3.2.6. No existe una noción completamente satisfactoria de sucesión exac­
ta en la categoría de los grupoides de Lie. Una versión de la exactitud es considerada por 
Mackenzie en [Mac87, Prop. 3.15]: dice que la sucesión Gi ^A G2 ^A G3 en LGpdM es 
exacta si qi es un embebimiento, 772 es una submersion sobreyectiva e Im/qQ = ker/q^Y 
donde ker/qA := Aã^AÁM/Y Sin embargo, en [Mac05, Definición 1.7.15], se introduce 
esencialmente la misma noción bajo el nombre de extensión. Esta es nuestra Definición 
3.2.5. Por supuesto, en categorías abeliana, las sucesiones exactas y extensiones son esen­
cialmente los mismos objetos, sólo cambia la perspectiva.

Proposición 3.2.7. La Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5) es una extensión en LGpdQ/G 
de (Q/G) x (Q/G) por G.

Demostración. Es un caso especial de la Proposición 4.2.25 con U = Q M Q.
□

Proposición 3.2.8. La Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5) es una extensión categórica 
(ver Definición A.2.15) de (Q/G) x (Q/G) por G en la categoría LGpdq/G-

Demostración. Es un caso particular de la Proposición 4.3.5 con U = Q x Q.
□

3.3. Curvatura de una conexión discreta

Para motivar la definición de la curvatura de una conexión discreta, consideremos 
primero el caso de una conexión discreta Aa sobre el G-fibrado principal tt : Q —> Q/G 
que se define globalmente, es decir, con dominio 11 = Q x Q. En este caso, la forma 
de conexión discreta Aa : Q x Q —> G es una función suave entre variedades que, por 
los Ejemplos 3.1.8 y 3.1.9 resultan ser grupoides de Lie. Nos preguntamos si Aa es una 
morfismo de grupoides de Lie, en verdad, la pregunta que resulta ser relevante es si 
Aa G homLGpf/(Q x Q,GopY donde Gop es el grupoide de Lie del Ejemplo 3.1.10.

Como G^ = GxG, la condición (Aa(qo, qiYAa(qi, 92)) G G^ para todo ((g0, qiY (OE 92)) G 
(Q x Q)2 se satiface siempre. Entonces, para ((qo,qiY (qiAi)) G (Q x Q)2 se tiene,

A/((9o,9i)(9i,92)) = A/(9o,9i) * A/(9i,92) ^^ Ad(qo,q2) = Aa(qi,qAAa(qo,qA ^^ 
e = Ad(qo, qs^AaAi, qQAaA^ qQ.

En general, esta última condición puede fallar y para medir su falla, introducimos la 
curvatura discreta de Aa. La siguiente definición, inspirada en este análisis, es válida aún 
cuando Aa no está definido globalmente.

Definición 3.3.1. Sea Aa : U —> G una conexión discreta sobre el G-fibrado principal 
tt : Q —> Q/G. Sea

Gl3) := {(9o,91, 92) G Q3 : (gy qQ G U para todo 0 < i < j < 2}. (3.3.1)
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Definimos la curvatura discreta de Ad como Bd : U^ —> G por

Bd(qo, 91, 92) := Ad(qo, qG) XAd(qi, q^Ad^qo, 9i)- (3.3.2)

Decimos que Ad es plana si Bd = e sobre U^.

Observación 3.3.2. Como U® = p^ÇU^ np021(¿V) Cp[21(¿/) con p^ las proyecciones 
Pij (90, 9i, 92) = (qn q^ para 0<i<i7<2y¿/es abierto entonces resulta U^ abierto en 
O3 y B¿ es suave por ser composición de aplicaciones suaves (inversión, multiplicación, 
conexión discreta y las proyecciones pt^ para 0 < i < j < 2.)

Ejemplo 3.3.3. La curvatura de la conexión discreta Ad,p, introducida en el Ejemplo 
2.1.12 es '

^((r0, fi0), (n, fii), (r2, fi2)) = exp(z(-(r2 - roy + (r2 - r^ + (n - royy, 

para todo ((r0, fi0), (n, fij, (r2, fi2)) G U^ = Q3.

En principio, nuestra Definición 3.3.1 no es un paralelo exacto a la definición utilizada 
en el caso continuo. Un paralelismo completo se logrará más adelante, en la Proposición 
4.2.4. También sucede que esta noción de curvatura discreta es, entre otras cosas, la 
obstrucción a poder trivializar un librado principal con una conexión discreta, como se 
discutirá en [FZ],
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Capítulo 4

Sucesión Discreta en la categoría de 
grupoides de Lie locales

En en capítulo 2 presentamos y estudiamos la Sucesión de Atiyah Discreta asociada 
a un G-fibrado principal tf : Q —> Q/G en la categoría ^bs de librados con sección. 
Motivados por las propiedades de la Sucesión de Atiyah en la categoría de algebroides de 
Lie, en esta sección estudiaremos la sucesión (2.1.5) en la categoría de grupoides de Lie, 
analizando principalmete su relación con la existencia de conexiones discretas sobre tf. De 
hecho, como se hará evidente en breve, necesitaremos extender el análisis a la categoría 
de grupoides de Lie locales, porque las conexiones discretas no suelen estar definidas 
globalmente.

Más precisamente, en las Secciones 4.1 y 4.2 introducimos la categoría de grupoides 
de Lie locales y vemos que la Sucesión de Atiyah Discreta es naturalmente una exten­
sión en esta categoría; más aún, su restricción a cierto tipo de conjuntos abiertos sigue 
manteniendo esta propiedad, dando el marco propicio para estudiar el comportamiento 
de las escisiones de la sucesión y la relación con la curvatura discreta. En la Sección 4.3 
comparamos las nociones de extensión (definida de una manera ad-hoc, imitando la defi­
nición usual en la categoría de grupoides de Lie) con una noción categórica de extensión, 
viendo que, bajo ciertas condiciones, ambas nociones prácticamente coinciden. Por últi­
mo, en la Sección 4.4 intruducimos una noción de producto semidirecto de grupoides de 
Lie totalmente intransitivos y grupoides de Lie locales; esta noción nos permitirá dar una 
nueva equivalencia entre que la conexión discreta de un librado principal sea plana y que 
la Sucesión de Atiyah Discreta sea isomorfa a una sucesión producto semidirecto en la 
categoría de grupoides de Lie locales.

4.1. Grupoides de Lie locales

Por lo visto en el Capítulo 3, la Sucesión de Atiyah Discreta es una sucesión en 
la categoría de grupoides de Lie. El próximo paso natural es preguntar si, dada una 
conexión discreta A¿ con dominio 11 sobre un G-fibrado principal tf : Q —> Q/G, las
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aplicaciones sr y sr definidas por (2.3.3) y (2.4.6) son morfismos de grupoides de Lie. 
Inmediatamente queda claro que, a menos que Aa esté definida globalmente, ni sl ni sr 
pueden ser morfismos de grupoides. Vamos a trabajar en un sentido mas general, para 
esto, introducimos a continuación la noción de grupoide de Lie local.

Definición 4.1.1. Un grupoide de Lie local consiste en variedades suaves G y M junto 
con submersiones a, P : G —> M, un difeomorfismo i : G —> G, y aplicaciones suaves 
e : M —> G y m : Gm —> G, donde Gm C G^ := G pXa G, Gm abierto en G2, todo 
sujeto a las condiciones que siguen. Como para grupoides, definimos g^ • g2 := m(yi,y2) y 
9 ' := i^gY

1. n o e = íGm = P o e.

2. Para todo (91,92) € Gm,tenemos que <g2\gP^ ^ Gm y g2T ■ gp1 = (gi ■ 92) '■

3. Para todo g EG, (e(n(y)),y), (g,e(XgYP E Gm y e(a(gY ■ g = g = g ■ e(P(g)Y

4. Para todo g EG, \g.g vp ^AJ^ € Gm y g ■ g ¡ = e(a(gY y g ¡ ■ g = AXgY).

5. Si (91,92), (92,9.3), (91,92 ■ 9.3) ^ Gm, entonces (gy ■ 9^9.3) G Gm y (gy ■ 92) ■ g3 = 
9i " (92 ■ 9.3)-

Un grupoide de Lie local es totalmente intransitivo si a = /3, y es localmente trivial si 
(a, P) : G —> M x M es una submersion suryectiva.

Lema 4.1.2. Sea G un grupoide de Lie local sobre M. Entonces las siguientes afirmaciones 
son válidas.

1. o, P : G —> M son suryectivas.

2. Para g E G, odg P = P^ y AH = 0(9).

3. Si (91,92) G Gm, Entonces a(gT ■ 92) = 0(9^ y P(gT ■ 92) = P(g2p

4. e : M —> G es un embebimiento y e(M) C G es una subvariedad embebida.

5. e(M)2 := {(91,92) G e(M)2 : P(gT) = a(g2^ C Gm.

Demostración. 1. Por la condición 1 de la Definición 4.1.1 se concluye que a y P son 
aplicaciones suryectivas.

2. Por la condición 4 de la Definición 4.1.1 y porque Gm C G pXaG se comprueba que 
a^g ' ) = P(g) y cpg) = P(g-1) para todo g E G.

3. Sea(9i,92) G Gm entonces (^2, ^x) G Gm y (gT, g2-g21) = (gT,e(a(g2Y = (gT, e(P(g1))) E 
Gm (por 4 de la Definición 4.1.1). Entonces, por la condición 5 de la Definición 4.1.1, 
tenemos que (yi ■ g2lg2Y^ E Gm C G2, por lo tanto P(gi ■ y2) = ct^1) = P^) (por 
la condición 2). Similarmente, se prueba que ct(gi ■ g2) = a^Y
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4. Como a o e = idM, entonces e es inyectiva y tomando la derivada en m E M, 
Te(m) ° Tme = idTmM, se comprueba que Tme es inyectiva. Por lo tanto, e es una 
inmersión. Además como para U C M abierto, e(C) = c\PU) Ce(M) y porque a es 
continua entonces nW¡ es abierto en G y por lo tanto e(C) es abierto en e(M) con 
la topología de subespacio (de G). Entonces, e : M —> e(M) es un homemorfismo 
(para e(M) con la toplogía subespacio). Por lo tanto, e es un embebimiento y e(M) 
es una subvariedad embebida de G.

5. Se demuetra utilizando los puntos 1 y 3 de la Definición 4.1.1.
□

Observación 4.1.3. Para G un grupoide de Lie Local sobre M, por el ítem 1 de la 
Definición 4.1.1, tenemos

e(M)2 = {(e(mi), e(m2)) G G2 : /3(e(m1)) = o(e(m2)) para m1,m2 E M} 
= {(e(m),e(m)) G G2 : para m E M}.

Vemos que e(M)2 ^ 0; entonces por el punto 5 del Lema 4.1.2, Gm ^ 0. Más aún, como 
Gm C G2i entonces G2 ^ 0.

Lema 4.1.4. Si G es un grupoide de Lie local sobre M con Gm = G2, entonces es un 
grupoide de Lie sobre M.

Demostración. Vamos a probar el ítem 2 de la Definición 3.1.7. Por el ítem 3 del Lema 
4.1.2 para (yi,y2) G G2 se tiene que n(yi-y2) = a(yi) y P(gi-g2) = P^ y si (yi,y2) G G2 
Y (á^áq) ^ G2 entonces (yi,y2 • g^ G G2 y por el ítem 5 de la Definición 4.1.1 tenemos 
que yi ■ (g2 ■ g^ = (gi ■ g2) ■ g^. El resto de los ítems de la definición de grupoide de Lie se 
prueban trivialmente.

□
Lema 4.1.5. Sean G =4 M un grupoide de Lie y U C G un subconjunto abierto tal 
que U ' C U y e(M) C U. Entonces U es un grupoide de Lie local sobre M con las 
aplicaciones cty, Pie iu Y eu inducidas por las de G por restricción o correstricción, la 
multiplicación my se define como la restricción y correstricción de la multiplicación m en 
G a Um := COm V/i y U respectivamente. En particular, cada grupoide de Lie G es un 
grupoide de Lie local con la multiplicación definida globalmente, es decir, con Gm = G2.

Demostración. Como U es un conjunto abierto en G entonces es una subvariedad embe­
bida y por ser las aplicaciones a y P suaves entonces cty := ct\y y Py := P\y son suaves y 
además como U es abierto se tiene que cty y Pu son submersiones.

La aplicación iy := i\y está bien definida ya que í([/) C U. Ahora veamos que es un 
difeomorfismo. Para esto probemos que ipü^ = U (es decir U' = [/), por hipótesis ya 
sabemos que i(U) C U, veamos entonces que U C i^Up Sea g E U, por el ítem 1 del 
Corolario 3.1.13, g = (i o i^g) = ip^gPy con i(g) E i^U) C U entonces g E i(UP es decir 
U C i(UY Como i es un difeomorfismo por la Proposición 3.1.14 y además í([/) = U es 
abierto entonces i\y es un difeomorfismo.
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La aplicación definida como ey := e|ír es suave porque e(M) C U, U es una subvariedad 
embebida y porque e es suave.

Es claro que Um C LQ por definición de Um y que Um es abierto en U2 ya. que 
Um = ^Am"^) y m-1([/) es abierto en G2 (por la continuidad de m). Ahora, veamos que 
my := ^y es suave. Probemos que Um es abierto en G2; como U C G es abierto entonces 
U2 := U x U es abierto en G2 := G x G, con lo cual, U2 = U2 A G2 es abierto en G2 y 
además //z 1 (ÍJ) también es abierto en G2 por ser m continua, entonces Um = [/2nm-1([/) 
es abierto en G2. Como m : G2 —> G es suave y Um es abierto en G2 (en consecuencia, 
es una subvariedad embebida en Gb) entonces m\ym resulta, suave y como U C G es 
subvariedad embebida de G y m\ym {Um) C U entonces m|^ resulta, suve. Por lo tanto 
my esta, bien definida y es suave. Ahora, probaremos las condiciones que establece la 
definición de grupoide de Lie local.

1. Como e(M) C U entonces para, m G M tenemos {ay o ey)/m) = (a o e)(m) = m, 
del mismo modo, probamos que Py o ey = id.M.

2. Sea. (yi,y2) € Um, entonces (yi,y2) € U2 A G2 y gi ■ g2 € U entonces (y^yf1) G 
U2 A G2, es decir (y^yf1) G U2 y como en G vale y^1 ■ y/ = (yi ■ .Aj 1 (por 2 
del Corolario 3.1.13)entonces y^1 ■ y/ G U, por lo tanto (y^Syf1) G Um y vale 
Ár(y2) "u iu{gQ = iu(gi -U gQ ya que la multiplicación y el inverso sobre U son 
restricciones de la multiplicación y el inverso sobre G.

3. Sea. g G U, como e{M) C U y (e(a(y)), y) G G¿ entonces (e(a(y)), y) G U2, como en 
G vale que e(o(y))-y = g entonces (e(o(y))-y G U por lo tanto (e(a(y)), y) G Um y co­
mo €y{ay{g)) = e(o(y)) se tiene que (eír(azr(y)), y) G Um y vale que ey{cty{gP -yg = 
y, por ser ey,ay y la multiplicación sobre U restricciones de e, o y la multipliación 
sobre G. De manera, análoga, se prueba, que (y, e(/3(y))) G Um y g -m em(Pm(g))) = g.

4. Sea. g G U entonces (y, y * ) G U2 (porque U 1 C U y (y, y ' ) G G2) y como en G 
vale que g ■ y 1 = e(o(y)) y e{M) C U entonces (y, y ' ) G Um y vale g -y iy{g) = 
eu(au(y))? P°r ser Qg c^tb iu Y mu restricciones de e, a, la multipliación y el inverso 
sobre G.

5. Sean (yi,y2), (y2,y.3) y (yi,y2-y.3) e Um. Entonces yry2 G U, con lo cual (yi-y2,y.3) € 
U2 y como en G vale que yi ■ (y2 ■ y3) = (yi ■ y2) ■ y.3 y yi ■ (y2 ■ y.3) € U entonces 
(yi " y2,ys) € um y como m,Ll es la restricción y correstricción de m a Um y U 
respectivamente entonces vale yi -y ^2 -u y.3) = (yi -u g^ -u gs-

Por lo tanto hemos probado que U es un grupoide de Lie local sobre M. □

Ejemplo 4.1.6. Sea. una variedad suave M, entonces por el Lema 4.1.5 el grupoide de 
Lie base M^ del Ejemplo 3.1.11 es un grupoide de Lie local.

Ejemplos 4.1.7. Sea. tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal. Sea. U C Q x Q un subcon­
junto abierto y simétrico tal que Aq C U. Recordemos que en los Ejemplos 3.1.8 y 3.2.1 
vimos que (Q x Q^/G y {Q/G) x {Q/G) son grupoides de Lie sobre Q/G.
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1. Veamos que U" tiene una estructura de grupoide de Lie local sobre Q/G. Como 
U" := (tt x tf)(¿V) C Q/G x Q/G es un conjunto abierto, Íq/gxq/gW) = (tt x 
^í-Qxq/U^ C (tt x tt) (7/) = U" y eQ/GxQ/G(Q/G) = AQ/G C U" (porque AQ C U\ 
entonces por el Lema 4.1.5 U" es un grupoide de Lie local sobre Q/G.
Además si U es de tipo pD tenemos,

(U")m = {((7r(90),7r(9i)),(7r(9i),7r(92))) G (Q/G x Q/Gf : (4 11)
(9o, 91), (91, 92) G 7/ y (90, 92) G l^^^/U^

y si U es de tipo-D entonces (4.1.1), resulta

(»")m = {((”"(»),r(9i)),(r(gi),7r(g2))) e (Q/G X Q/Gf : (go,»,®) EM®}.
(4.1.2)

donde U^ esta, definido como en (3.3.1).

2. Ahora, veamos que U/G tiene una estructura, de grupoide de Lie local sobre Q/G. Co- 
moU/G C es un conjunto abierto, í(qxq)/g(7//G) = tvQxQ'g(íqxq(U/^ C tvQxQ'g(U^ = 
U/G, y e(QxQ)/G(Q/G) = 7rQxQ’G(AQ) C tvQxQ'g(U^ = U/G, por lo tanto por el Le­
ma 4.1.5 U/G es un grupoide de Lie local sobre Q/G.
Si U es de tipo pD tenemos,

(M/G),„ = {(^^.G^.gJ.^xftC^^)) e ((Q , Q)/G)2 . (M,g2) eW(3>}i
(4.1.3)

Ejemplo 4.1.8. Para tt : Q —> Q/G un G-fibrado principal, la variedad G es un grupoide 
de Lie sobre Q/G (Ejemplo 3.2.2). Entonces por Lema 4.1.5 es un grupoide de Lie local 
sobre Q/G.

Además, si U C Q x Q es simétrico de tipo pD, por el ejemplo 4.1.7, ambos U" y U/G 
son grupoides de Lie locales sobre Q/G.

En lo que sigue, siempre que consideremos cualquiera de estos tres espacios como 
grupoides de Lie locales, será, con las estructuras mencionadas

Proposición 4.1.9. Sean G =4 M un grupoide de Lie local y g E G. Entonces valen las 
siguientes afirmaciones.

1. Si h E G es tal que

2. Si h E G es tal que

3. Si h E G es tal que

4. Si h E G es tal que

(h,g) E Gm y h ■ g = g, entonces h = e(o(y)). 

(g, h) E Gm y g ■ h = g, entonces h = e(P(g)Y 

(h,g) E Gm y h ■ g = e(P(g^, entonces h = g" 

(g, h) E Gm y g ■ h = e(o(y)), entonces h = g"
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5. Si h E G entonces (h 1) 1 = h.

Demostración. 1. (h,g) E Gm y además (y, y 1 )■ (h, g-y ') = (h,e(ct(g^ E Gm (por 
la definición de grupoide de Lie local) entonces

h ■ g = g

(^ • y) • y 1 = y ■ y 1
h ■ (y ■ y ') = e(o(y)) por los ítems 4 y 5 de la Definición 4.1.1

h ■ e(o(y)) = e(o(y)) por el ítem 4 de la Definición 4.1.1

h ■ e(/3(fi)) = e(o(y)) porque (h,g) E Gm

h = e(o(y)) por el ítem 3 de la Definición 4.1.1.

2. Se demuestra de forma análoga al punto 1.

3. (h,g) E Gm y además (y, y 1 )■ (h, g -y ') = (h,e(ct(g^ E Gm (por la definición de 
grupoide de Lie local) entonces,

h-g = e(3(g^
(Vmy)-y 1 = e(/3(y))-y-1

h ■ (y ■ y ') = e(/3(y)) ■ y 1 por el ítem 5 de la Definición 4.1.1

h ■ e(o(y)) = e(/3(y)) ■ y 1 por el ítem 4 de la Definición 4.1.1

h ■ e(3(h^ = do(y ')) ■ y 1 porque (y.y ') G Gm por el ítem 2 del Lema 1

h = y 1 por el punto 3 de la Definición 4.1.2.

4. Se prueba de forma análoga al punto 3.

5. Por definición de grupoide de Lie local, tenemos que ( A 1. /? ) G Gm y h1 ■ h = 
e(3(h^ = e(a(/?G1)), esto último por el ítem 2 del Lema 4.1.2, entonces por el ítem 
4 de esta Proposición tenemos que (úg1)-1 = h.

□
Corolario 4.1.10. Sean G =4 M un grupoide de Lie local. Entonces e(m)-1 = e(m) para 
cada m E M.

Demostración. Para cada m E M tenemos o(e(m)) = m, entonces por la propiedad 3 de 
la Definición 4.1.1, e(m)e(m) = e(m). Entonces por el punto 4 de la Proposición 4.1.9, se 
concluye que e(m)-1 = e(m). □
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4.2. Morfismos de grupoides de Lie locales

Definición 4.2.1. Sea G =4 M y G' =4 M' grupoides de Lie locales. Una aplicación suave 
F : G —> G' es un morfismo de grupoides de Lie locales si

1. F(eG(M))CeG,(M')y

2. Para todo (f, F?) € Gm, tenemos que (F^), F(y2)) G G'm y F^g^ = F^F^.

Un morfismo de grupoides de Lie locales se dice submersion si es una submersion como 
aplicación entre variedades suaves.

Decimos que F es un isomorfismo de grupoides de Lie Local si existe un morfismo de 
grupoides de Lie locales H : G' —> G tal que F o H = idy, y H o F = idG-

Ejemplo 4.2.2. Sea tf : Q —> Q/G un G—fibrado principal. Dado U C Q x Q, un 
subconjunto simétrico de tipo pD, consideremos las aplicaciones Fi : G -rU/G v L, : 
U/G —> U" que se definen como la restricción y correstricción de las funciones homónimas 
en (2.1.5). Ya vimos en el Ejemplo 4.1.8 que ambos dominios y coclominios son grupoides 
de Lie locales. Es fácil verificar, por cálculo directo, que F^ y F2 son morfismos de grupoides 
de Lie locales.

Ejemplo 4.2.3. Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal, Q conexo, U C Q x Q un 
subconjunto simétrico de tipo pD y sl ‘.U/G ^- G una escisión a izquierda semilocal de 
(2.1.5), es decir, sl G Tfi/Ufi Como ya vimos en los Ejemplos 4.1.7 y 4.1.8, U/G y G son 
grupoides de Lie locales sobre Q/G. Nos preguntamos si sl es un morfismo de grupoides 
de Lie locales.

Veamos que sL(e¿//G(Q/G)) C e^Q/Gf. sL(eu/G(7v(q^ = sL(7vQxQ’G(q, q^ = ivQxG’G(q,e), 
esto último porque sl ° oqxqiG = u^, por ser sl morfismo semilocal (en la categoría de 
fibrados con secciones).

Usando la caracterización de (U/G/m proporcionada en (4.1.3), tomemos un par 
^QxQ.G ^^ q^ 7vQxQ’G(qy q-fifi G fU/G\mi con (g0, qy qQ G U® y veamos bajo que condi­
ciones (slQvQxQ’g (q<y 91)), SlQvQxQ’g (qy g2))) G Gm. Antes observemos que como Sl es un 
morfismo semilocal (en la categoría de fibrados con secciones) tenemos que f¿osL = fu/c^ 
de modo que para (g0, qQ G U.

<f0(sL(7vQxQ’G(q0, f))) = ^/g(ttQxQ’g(f, f)) = 7r(g0). (4.2.1)

Por otro laclo,

Çsyy^yqo.q^yLG^^y.qy-) e Gm

si y sólo si

/3G(sL(7rQxQ’G(go,F))) = «g(sl(ttQxQ’g(9i, q^f

Como cxq = (3q = c/q, usando (4.2.1), esta última condición se convierte en
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7^90 ) = ^g(sl(tTQXQ’G(90,91))) = ^g(Sl(^X^G(91,92))) = 7r(gi).

De manera equivalente, si y sólo si (90,91) € Vd- Por lo tanto, si sl es un morfismo de 
grupoides de Lie locales, debe ser Vd D U. por lo tanto, Vd = U. Pero entonces, Vd es 
a la vez abierto y cerrado en el espacio conexo Q x Q, de modo que Vd = Q x Q. A 
continuación veremos que tf : Q —> Q/G es isomorfo a ivG'G : G —> {[e]}, G actuando 
sobre sí mismo con la multiplicación izquierda. Como Va = Q x Q entonces si fijamos 
qo E Q, para todo q E Q existe h E G tal que q = l^qQ. Entonces Q = G ■ q^ y por lo 
tanto si tf(90) = x0 resulta tf 1 (./'o) = Q. Para q0 E Q existe un conjunto abierto U E Q/G 
que contiene a x0 y un difeomorfismo $ : r HU'; —> U x G tal que $(g) = (7r(g), ç?(g)) 
y ç?(Z^(g)) = g<p(qY Entonces ^l^-0?^ : tf '(vo) —^ {^’0} X G es un difeomorfismo 
ya que ir '(./'o) = Q y {xo} x G son subvariedades embebidas. Entonces y : Q —> G 
es un difeomorfismo tal que ip^Q/Y) = g^{q) y ç d h g ') = ZG(y '(y)). Entonces, si 
definimos F : Q —> G como F(q) = q)^ e id : G —> G entonces resulta que F es un 
difeomorfsimo y id es un isomorfismo tal que F/V^qY = ip/V^qY = g^{q) = id(g)F(q) y 
F-^hg) = ç Hhg) = Zf (y^y)) = lG(F Hg;') = Z^F^y). Por lo tanto los librados 
principales tf : Q —> Q/G y tfg,g : G —> {[e]} son isomorfos.

Así, en casi todos los casos, sr no puede ser un morfismo de grupoides de Lie locales.

Ahora nos preguntamos si las escisiones semilocales a derecha sr de (2.1.5) son morfis- 
mos de grupoides de Lie locales. Resulta que la obstrucción a que lo sean, es la curvatura 
de la. conexión discreta. Aa := Fhc(Frh(sr)\ Esto se explora, en el siguiente resultado.

Proposición 4.2.4. Sean U C Q x Q un subconjunto simétrico de tipo D y Sr : U" —> 
U/G una escisión a. derecha semilocal de (2.1.5) (en la categoría. J&Sq/g)- Definimos 
la conexión discreta. Aa := Fhc(FrhQr)) E Eg(ZV). Entonces sr es un morfismo de 
grupoides de Lie locales si y sólo si Aa es plana.

Las estructuras de grupoide de Lie local de U/G y U" son las consideradas en el 
Ejemplo 4.1.7.

Demostración. Como Ad := FHc(FrhQr^ E Y-c/U) entonces sR = FHR(FCH(Aa^, 
usando (2.1.9) y (2.4.7) tenemos para, (go, qQ E U

SR^{qQ^{qx)) =icQxQ'G<vq0Q(̂ M^_QqQY (4.2.2)

Si (9o,9i,92) £ U^\ por (4.1.2), tenemos que ((7r(g0), tf(9i)), (tf(9i), 7r(g2))) G W,/ 
Por (4.2.2) podemos escribir,

Sñ(7r(9o), 7r(9i)sñ(7r(gi), 7r(g2))

(4.2.3)
'QxQ'G^^^qomF^q^^9XQ'G^a^omrAqiY^qo^-iAakqi.qiF^q^"1
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y

Sfí(7i(9o),7r(92)) = ^^^W^q^-A^ (4-2'4)

2. Para cualquier g E G, (9, y-1) G Gm, entonces como F es un morfismo de grupoides 
de Lie local y por el punto 1 de esta Proposición tenemos F(g')F(g~1') = Ftgg v) = 
F(e(a(y))) = e'(ct'(F(gYY Utilizando el punto 4 de la Proposición 4.1.9 aplicado a 
h := F(y-1) y tomando F(g) como g, tenemos que F(y-1) = F(y)-1.

De modo que si sR es morfismo de grupoides locales tenemos que (4.2.3) y (4.2.4) son 
iguales,

^’^^ = ^^^ (4-2.5)

y por ser la G-acción sobre Q libre se tiene que, Aa^qo, q^ 1 = 4l(/(9o, 9i)~14l</(9i, 92)-1 
para todo (90,91,92) € U^\ entonces Sd(9o,9i,92) = Az(9o, 92)~1Az(9i, 92Md(9o, 91) = G 
para todo (90, 91,92) € U^\ por lo tanto Ad es plana.

Recíprocamente, si consideramos la conexión discreta Ad plana, tenemos que Bd^qo, qi, 92 
Az(9o-92) iAz(9i-92)Az(9o-9i) = e entonces (4.2.3) y (4.2.4) son iguales, por lo tanto 
-5ñ((7r(9o),7r(9i))(7r(9i),7r(92))) = 877(71(90), 7r(9i))sñ(7r(9i), 71(92)). Como sR es un morfis­
mo semilocal en ^sQ,Gl tenemos sR o o-(q/G)x(q/G) = o-(qxQ)/g y como a = e, tenemos 
entonces sR(eG'YQ/GY = e¿//G(Q/G). Por lo tanto, sR es un morfismo de grupoides de 
Lie locales. □

Lema 4.2.5. Sea F : G —> G' un morfismo de grupoides de Lie locales entre G =4 M y 
G' =4 M'. Entonces, las siguientes afirmaciones son verdaderas

1. Foeoa = P o a' oFyFoeop = e’ o P’ o F.

2. F(y ') = F(y) 1 para todo g E G.

3. La aplicación
Fo : M —> M' definida por Fq := a' o F o e (4.2.6)

es la única aplicación suave entre estos espacios que satisface

a' o F = Fo o «, p' o F = Fo o p y F o e = e' o Fo (4.2.7)

Demostración. 1. Para cualquier g E G, (e(cpgYpg) E Gm, entonces como F es un 
morfismo de grupoides de Lie locales tenemos F(e(a(y)))F(y) = F(e(ct(g))g) = 
F(g\ Aplicando el punto 1 de la Proposición 4.1.9 a h := F(e(cpgYY) y tomando 
F(g) como g, tenemos que F(e(a(y))) = e'^a'^F(9))). La otra identidad se prueba 
tomando g = ge^P^Y
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3. Fy es suave por ser composición de aplicaciones suaves y usando el ítem 1 verificamos, 
F0oct = í'ü'oFcOoü = ct'oe'oct'oF = idM'oedoF = ct'oF, F0op = (ct'oFoe^op = 
a' o ¿ o P' o F = idM' °P °F = P' oF y e'o Fy = e'o a'oF oe = Foeo a'oe = 
F o e o idM = F o e. Ahora supongamos que existe Fy : M —> AF suave que satisface 
(4.2.7), entonces tenemos Fy = Fy o idM = Fo o o o e (por el ítem (1) de la definición 
de grupoide de Lie local), entonces Fy = Fy o idM = Fy o a o e = a' oFoe (porque Fy 
satisface (4.2.7)) por lo tanto tenemos Fy = Fy o idM = Fy o a o e = a' o F o e = Fo, 
en consecuencia queda probada la unicidad de Fy.

□
Definición 4.2.6. Todos los grupoides de Lie locales y sus morfismos forman una cate­
goría que denotamos por ILGpd. Para una variedad M, si consideramos solo grupoides 
sobre M y morfismos sobre esos grupoides F E homlLGpd(Gi,G2) tales que Fy = idM, 
obtenemos la subcategoría ILGpdM de ILGpd.

Ejemplo 4.2.7. Sea G E obiLgpdM- Entonces veamos que eG E homiLgpdM(M\GY Sea 
m E M entonces eG(eMi (m)) = eG(idMpTÓp = ^G(mP por lo tanto < GU \i *.. M p C eG(MY 
Para (m, m) G (Mf)m = (Mt)2 = AM se tiene que (eG(mY eG(m^ E Gm (por los ítems 
(1) y (3) de la Definición de grupoide de Lie local, tomando g = eG(mYY Entonces para 
(m,m) G (Mf)m tenemos que eG(mm) = eG(m) = ecH^M (por definición de la 
multiplicación en M^ y por los ítems (1) y (3) de la Definición de grupoide de Lie local, 
tomando g = cg(^)). Y por último (cg)o = e¿GoeGoeM^ = otGoeGoidM = hl\y:id G = idM- 
Entonces eG E homlLGpdMÇMYGY

Lema 4.2.8. Sean F E hom.LgpdM(G, G'Y U C G y U' C G' conjuntos abiertos tales 
que U ' C U, pü'V C U', eG(M) CU y eG-W C U'. Si suponemos que F(D) C U\ 
entonces F\Y (F restringida a U y co-restringida a UP es un morfismo de grupoides de 
Lie locales, donde U y U' son grupoides de Lie locales con la estructura dada en el Lema 
4.1.5. Además, (F\Y )0 = idM-

Demostración. Como U C G y U' C G' son subvaridades embebidas (por ser conjuntos 
abiertos), F : G —> G' es suave y F^U) C U' entonces F^ : U —> U' es una función 
suave. Además, como F oeG = eG- oFy = eGG tenemos que F\^ Yu(M)) = F\^ Yg(M)) = 
F(eG(MY C eG,(M) = eu^M). Luego, si (yi,y2) € Um = U2 C\ m^^U) C G2, tene­
mos (F\Y\giYF\YXg2Y = (^(úi), ^(íte)) G (Gp2 y, como gYg2 E U, Flg'^jFlg'^) = 
F(gPF(g2) = F^g^ E F{U) C U'. Por lo tanto, (F\YXgiY F|g'(y2)) G (U'Ym = 
pup2 r} mc}(up. Además, tenemos F|g'(yi)F|g'(y2) = F^g^ = F\Y'(gig2p Por últi­
mo, como F\u o eG = F o eG y (F\^ )0 satisface (4.2.6) se tiene que (F|^) )0 = idM- Por lo 
tanto F\Ly E homlLgpdM(U,U'\

□
Proposición 4.2.9. Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal y U C Q x Q un subcon­
junto de tipo pD simétrico. Entonces,

1. Para las funciones Fi y F2 definidas en el Ejemplo 4.2.2 ,

G-^U/G-^U" (4.2.8)
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es una sucesión en ILGpdQ/G y

2. si U es de tipo-D y sr E "Lr^U^ es tal que Ad := FHc(Frh(sr)) £ SG(¿V) es plana, 
entonces sR E homiLGpdQ/a(U",U/G) y F2 o sR = idU".

Demostración. 1. Los conjuntos G^U/G yW son grupoides de Lie locales por el Lema 
4.1.5 y el Ejemplo 4.1.7. Como las aplicaciones Fy y F2 definidas en (2.1.5) son 
morfismos entre grupoides de Lie por los Ejemplos 3.2.3 y 3.2.4 y U es un conjunto 
de tipo pD simétrico entonces se satisfacen las hipótesis del Lema 4.2.8, por lo tanto 
se concluye que F^ y F2 son morfismos de grupoides de Lie locales.

2. Como Ad := Fhg^Frh^sr) es plana entonces por la Proposición 4.2.4 sr es un mor- 
fismo de grupoides de Lie locales y como (s^jo = otujGoSR°£u" y sr E ^^Sq/g enton­
ces (sñ)o(7r(g)) = au/G(sR(eU"(7v(q)W = auicAsR^^Y ^(q))) = a^/G(7TQxQ’G(q, q)) 
7r(g) entonces sr E homiLgpdQ/G(G",G/G). Por último F2 o sr = id^" porque sr es 
inversa a derecha de F2 en $bSQ/G por definición.

A continuación establecemos algunas propiedades simples de los grupoides de Lie lo­
cales totalmente intransitivos.

Lema 4.2.10. Sea M una variedad. Entonces el grupoide base Ã-A definido en el Ejemplo 
3.1.11 es un objeto inicial (ver Definición A.2.1 del Apéndice) en ILGpdM-

Demostración. El grupoide Ã-A es un grupoide de Lie local por el Lema 4.1.5. Si G E 
obiLGpdM la aplicación eG : M —> G es un morfismo de grupoides de Lie locales, por el 
Ejemplo 4.2.7. Si F E homiLGpdMW\ G) entonces para cada m E M\ F(m) = F/mm) = 
F(m)F(m) entonces como aG(eG(m)) = m (p°r definición de grupoide de Lie local) tene­
mos F^ctG^G^m^ = F(oG(eG(m)))F(oG(eG(m))). Por el ítem 1 de la Proposición 4.1.9 
tomando h = g = F(oG(eG(m))) se obtiene que F(oG(eG(m))) = eG(oG(F(oG(eG(m))))) 
y por (4.2.7) del Lema 4.2.5 tenemos que F(oG(eG(m))) = eG(F0(oA/t(aG(eG(m))))) = 
eG(idM(ctG(eG(m^ entonces F(oG(eG(m))) = eG(oG(eG(m))) (porque Fo = aMl = 
íÓm), en consecuencia F(m) = eG(m). Por lo tanto el grupoide base A-A es un objeto 
inicial. □

Ejemplo 4.2.11. Vimos en el Ejemplo 3.2.2 que G es un grupoide de Lie sobre Q/G 
con oíq = [3q. Con la estructua de grupoide de Lie local definida sobre G usando el Lema 
4.1.5, las aplicaciones a¿ y P¿ son las mismas. Por lo tanto, G es un grupoide de Lie local 
sobre Q/G totalmente intransitivo.

Lema 4.2.12. Sea M una variedad. Entonces,

1. M^ E obiLGpdM es totalmente intransitivo.

2. Para cualquier G E obiLGPdM, «o E homiLGpdM(G, MQ si y solo si G es totalmente 
intrasitivo.
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3. Para cualquier G E obn,GpdM se tiene que homiLGpdM{G, Aft) = {«g} {G es total­
mente intransitivo) o homiLGpdM(G, AG) = 0 (G no es totalmente intransitivo).

Demostración. 1. Por el Ejemplo 3.1.11 M^ resulta totalmente intransitivo.

2. Supongamos que aG E homngpdM{G, M^Y, como, por definición, (y, eG{PG{g))) G 
Gm para todo g E G, tenemos que (aG(y), aG(eG(/3G(y)))) = («G(y),/?G(y)) G 
M^ = AA/, entonces aG(y) = PG{gY, Por 1° tanto, G es totalmente intransitivo. 
Inversamente, si G es totalmente intransitivo, como aG o eG = ícIm = eMt, tenemos 
aG(eG(Af)) C cm^MY además, si (yi,y2) G Gm C G2 tenemos que PG{gQ = «0(92) 
y, como aG = Pg, «g(9i) = ctG{g2Y entonces (aG(yi), aG(y2)) G AM = (Mf)2 = 
{MQm y aG(9i)«G(92) = »g(9i) = «g(9i92); por lo tanto, aG E ^om^aJ^M^.

3. Analicemos el caso en que G es totalmente intransitivo, entonces por el ítem 2 
aG E homiLGpdM(G, M^Y por lo tanto honiiLgpdM{G, M^ ^ 0. Ahora el caso en que 
G no es totalmente intransitivo. Supongamos que honi/^^ (G, MQ ^ 0 entonces 
existe F E homlLgpdM{G, M^Y y por el ítem (3) del Lema 4.2.5 se tiene que aG = 
í¿m °ctG = aM\ o F = íÓm 0 F = F, entonces aG E homlLgpdM{G, MQ y por el ítem 
2 se tiene entonces que G es totalmente intransitivo, por lo tanto se concluye que 
debe ser hom/Lgp(/M (G, M^) = 0.

□
Observación 4.2.13. Sea M una variedad con más de un punto y M x M el grupoide par 
sobre M (Ejemplo 3.1.8). Es fácil chequear que cxmxm ^ homiLGpdM{M x M, M^ de modo 
que, por el ítem 2 del Lema 4.2.12 , M x M no es totalmente transitivo. Por lo tanto, por el 
punto 3 del mismo Lema, homiLGpdM{M x M, AG) = 0. Probamos entonces que M^ no es 
un objeto final en la categoría ILGpdM- Aún así, para cualquier G E ILGpdM la aplicación 
inicial 0G (ver A.2.1) es un monomorfismo (en sentido categórico): sea G' E ILGpdM y 
f,gE homiLGpdM(G',m^ tal que 0G o / = 0G o y, por lo tanto, por el Lema 4.2.12, G' es 
totalmente intransitivo y homiLGpdM{G', M^ = {o G'} entonces / = «G/ = y y concluimos 
que 0G es un monomorfismo.

A continuación presentamos dos resultados prácticos que se utilizarán más adelante.

Lema 4.2.14. Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal y U C Q x Q un subconjunto 
simétrico de tipo pD. Si s G homlLGpdQ/G{t(" ,U / GY entonces s es un morfismo semilocal 
entre los espacios fibrados con sección {{Q/G x Q/G,pi,Q/G,Q/GYaQ/GxQ/Gp y ((Q x 
Q)/G,pi,Q/G,Q),o-(qxq)/g) (ver Ejemplo 2.2.2).

Demostración. Como Q/G xQ/G y {Q x QQG tienen una estructura de grupoide de Lie 
(ver Ejemplos 3.1.8 y 3.2.1) y también tienen una estructura de librado con sección(ver 
Ejemplo 2.2.2), por el Lema 4.1.5, tenemos:

OlU" =aQ/GxQ/G\U'' = P1\G" y ^U" = éq/GxQ/gI = O"Q/GxQ/G\ 
«U/G =Cí(QxQ)/G\u/G = Pl\u/G Y ^U/G = ^(QxQ)/G\U^G = &(QxQ)/G\U ¡G ■
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Entonces es inmediato que s es un morfimo semilocal entre los espacios
((Q/G x QIG^QIG^QIG^qicxqic^ y ((Q x Q^G^ Q/G, Q), u(QxQ)/G). □

Lema 4.2.15. Sea F E honpLGpdM{G^G') tal que (F x F) 1((G/)m) C Gm y tal que 
F : G —> G' es también un difeomorfismo. Entonces F es un isomorfismo en la categoría 
lLgpdM-

Demostración. Tenemos que probar que F 1 es un morfismo de grupoides de Lie locales. 
Sea (F,F>) 6 (G')m. Entonces por hipótesis, (F '(ó/j.F '(Ó/J) = (F x FDTF q'G e 
Gm y como M = F(F-1(y())F(F-1(^)) = FVF"\^F"\^ entonces F^^ = 
F 1 (y))F 1 (^2). Veamos que (F ')0 = íÓm'- como íÓm = aG' ° F o eG, »G' ° F = íÓm ° «g 
y FoeG = eG, por (4.2.7) del Lema 4.2.5 entonces tenemos que íÓm = aG' °FoeG = íÓm ° 
aGoeG = ctG°FEFog; = ao°F'ofG = (F ' jo- por lo tanto (F 'jo = íÓm • Entonces 
como FoeG = eG/oF0 por (4.2.7) del Lema 4.2.5 tenemos que F-1(eG/(M)) C eG(M). Por 
lo tanto F 1 es un morfismo de grupoides de Lie local, en consuencia F es un isomorfismo 
en la categoría ILGpdM- D

Las siguientes nociones son la adaptación natural de las definiciones para los grupoides 
de Lie.

Definición 4.2.16. Un subgrupoide de Lie local de un grupoide de Lie local G =4 M es 
un grupoide de Lie local G' =4 M' con F E hom^gp^G', G) tal que F : G' —> G y la 
aplicación correspondiente Fq : M' —> M son inmersiones inyectivas. Un subgrupoide de 
Lie local esta, embebido si F y Fo son embebimientos y es llamado embebido ancho (wide) 
si M' = M y Fo = idM-

Proposición 4.2.17. Sea. q E YiomlLgpdM(G,G') tal que q : G —> G' es un embebimiento. 
Entonces im(q) := q^G) C G' es un grupoide de Lie local sobre M con la estructura, 
inducida por las aplicaciones de G'. De este modo im(q) con la inclusión jim^ : im(q) —> 
G' es un subgrupoide embebido ancho de G'. Si además, (zy x q^^G^m) C Gmi entonces 
7/|imM ^ hom/£ggf/M(G, im(q)) es un isomorfismo.

Demostración. En lo que sigue, si X C Y es un subconjunto, vamos a. denotar a. la 
aplicación inclusión por jx,1t . Sea. I := im^q) C G' que por hipótesis es una subvariedad 
embebida. Definimos a'j := a'\i : I —> M; que es suave por ser I una subvariedad embebida 
y a' suave, como q es un morfismo, a' o q = a (por (4.2.7)) y, entonces, T^có o Tgq = 
Tga, por lo que T^ctj : T^I —> T^g^M es sobreyectiva: sea. o E Ta(^M, entonces 
como Tga es sobreyectiva. existe u E TgG tal que Tga(u) = u, entonces o = Tg(ct' o 
zy)(u) = T,,(g)G,(Tgz7(u)) y Tgq^u) E Tg^I, por lo tanto Tg^a'j es sobreyectiva. y en 
consecuencia, a'j es una submersion. Con el mismo argumento probamos que (3j := 3'\i 
es una submersion. Ahora, observemos que como q o e = d por (4.2.7) del Lema 4.2.5, 
e'^M) C I. Definimos e'j := e^1, que es suave porque d : M —> G' es suave y su imagen 
esta, contenida, en la subvariedad embebida I. Sea. i'j := i'\j : I —> I, que esta, bien definida 
por el ítem 2 del Lema 4.2.5, y es un difeomorfismo porque i' es un difeomorfismo de 
G' e I C G' es una subvariedad embebida. Definimos Im := (G'^m C G C G; como
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(G')m C (G'p = G’ piXa, G' es un conjunto abierto e G = I p'Xa, I C G' p,xa, G' tiene 
la topología de subespacio, entonces tenemos que Im C I2 es un subconjunto abierto. Por 
último, definimos m'j : Im —> I por m'j := m/l^. que está bien definida porque 5 es un 
morfismo, de modo que 77V(5(5i), 5(5^) = ^(yi^) € I- que m'j es suave. Como jI,G' es 
un embebimiento, también lo es 3P^G y como I2 C 72 es una subvariedad embebida, 
porque a'j x Pj : I x I —> M x M es suave, transversal a la diagonal AM (porque (\P P'j 
son submersiones) y (ctj x Pj^^Am) = /2 entonces por la Proposición A.1.13, I2 C L2 
subvariedad embebida y en consecuencia jl2'p es un embebimiento. Como jl2^G'^ = 
3P^G ^ oj12’1" es una composición de embebimientos, es un embebimiento. Como además 
tenemos que jl2^G L = j^ b^G P o j^ÁG y, vemos qUe jhÁG h es una inmersión inyectiva. 
Por último, como /2 y (G'p tienen la tpología de subespacio (de (G")2), concluimos que 
jh^G'h es un embebimiento. Por lo tanto, I2 es una subvariedad embebida de (G'p y, 
entonces, Im = (G')m O /2 es una subvariedad embebida del subconjunto abierto (G')m C 
(G'p. En consecuencia, como m' : (G')m —> G' es suave, también lo es m'\im : Im —> G' y , 
finalmente, como m'pImP C I con I embebido en G', mi = m'pj es una aplicación suave.

La verificación de las cinco ” condiciones algebraicas” es mecánica. Por lo tanto tenemos 
que (I, &P PP eP ip m'j) es un grupoide de Lie local sobre M. Es trivial que ji : I —> G' 
es un morfismo de grupoides de Lie locales. Veamos que pjpp = idu"- por (4.2.6) tenemos 
que pjpp = a' o jj o eP entonces a' o jj o e'j(m) = o' o ^/(e^Tn)) = c/ppm)) = m, esto 
último por ser G' grupoide de Lie local, entonces hemos probado que pjpp = íÚm- Por lo 
tanto I := imp]) es un subgrupoide de Lie local embebido ancho.

Definimos rp := 77|J que es suave por ser I una subvariedad embebida de G'. r](G) = I 
y porque 77 es suave. Veamos que rp E homlLGpdM(G, I), para m E M, tenemos rpppnp = 
e'(m) = e^mP por lo tanto yJ(e(M)) C e^Mp Sea (yi, y2) € Gm entonces (77(51), 5(52)) € 
(Gpm y 5(5152) = n^gpd^P por ser 5 un morfismo de grupoides de Lie locales, entonces 
claramente (5(51), 5(52)) £ Im Y 91 pMp = ^PhWPhP P°r el ítem 3 del Lema 4.2.5 
y porque 50 = idM, tenemos (yJ)0(77i) = pp o rp o e)(77i) = o,(y(e(77i))) = 779(771) = 
idMpnp por lo que 7/ G homlLgpdM(G, ip Por último veamos que (yJ x 5J)-1(Lm) C 
Gm: sea. (50,51) ^ pp x rp)-plm) entonces pppoP n^giP ^ Im = (G')m H /2, luego 
(n^goP n^giP e (G'ym, y si (5 x Ti^pcPm) C Gm, tenemos que (50,51) ^ Gm, entonces 
por el Lema 4.2.15 rp es un isomorfismo en la categoría. ILGpd.M.

□
Observación 4.2.18. Si 5 6 homiLgPdM(G, G') y G es un grupoide de Lie, la con­
dición (5 x 5)-1((G,)m) C Gm siempre se satisface. Necesariamente, para. (50,51) G 
(5X'5)”1((G,)m) tenemos que (5(50), n(giP ^ (G'ym C (G'P, entonces P(g0) = P'(n(goP = 
aPn(giP = cpgiP por lo tanto (50,51) E G2 = Gm.

Ejemplo 4.2.19. Sea. G =4 M un grupoide de Lie local. Como ya. vimos en el Ejemplo 
4.2.7 cg G homiLgpdMpM\ Gp Además, por el ítem 4 del Lema 4.1.2, eG : M —> G es 
un embebimiento. Entonces, por la Proposición 4.2.17, eGpK-p = impGp tiene estructu­
ra. de grupoide de Lie local con las aplicaciones inducidas por las de G. En particular, 
€GpMpm = Gm n ecpMp = Gm C eG(MP = ^G(MP, entonces, por el Lema 4.1.4, conclui­
mos que €G(M') =4 M es, de hecho, un grupoide de Lie sobre M. Observamos que, de la
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demostración de la Proposición 4.2.17, ecpM^ es una subvariedad embebida de G2.

Ahora queremos analizar la construcción de un núcleo asociado a morfismos de gru- 
poicles de Lie locales que son submersiones suryectivas.

Sea F E homiLGpdM(G, G'p definimos el conjunto

ker(F) := F"\eGpM^ C G.

Por conveniencia, en lo que sigue, usaremos K := ker(F). Definimos

Oír := «g\k : K —> M y Pr := Pg\r : K —> M.

Como usualmente, tenemos K2 := K pKXaK K C K2, definimos

Km:=K2nGm y mK := mG\Km : Km -E K. (4.2.9)

Por último, definimos

Ír := ¿gIk : K —> K y eK := eG\K ; M > K.

Lema 4.2.20. Sea F E hom/£9J3f/M (G, G') una submersion. Entonces, con la notación 
como antes, K := ker(F) es una subvariedad embebida de G, oír = Pr y ambas son 
submersiones, ír está bien definida y es un difeomorfismo y cr está bien definida y es 
suave.

Demostración. Como €GpMp C G' es una subvariedad embebida (por 4 del Lema 4.1.2) 
contenida en la imagen de la submersion F, por la Proposición A.1.13, K := F^pGpMPi 
es una subvariedad embebida de G y Fp^'^ : K —> ecpM) es una submersion. Por otro 
laclo como oíq' ° eG, = idM tenemos que «g'|eG,(A/) es una submersion. Por lo tanto, 
«r = «g\r = PdM o «G)|A- = («G, O F)\k = aG'|eG,(A/) ° F^1'11'5, es una submersion.

Notar que para k E K tenemos que Fpp = eG/(m) para algún m E M- entonces,
m = ay(cg'(m)) = c<GpF(kp = ctG^k) pero, además, usando Per en lugar de «gg
m = Pc^k). Por lo tanto, para k E K, aa^k) = m = Pc^k) y concluimos que «k = Pr.

Para k E K, usando el ítem 2 del Lema 4.2.5 y el Corolario 4.1.10, tenemos F^-gUP) =
F(k~p = F(kV = ecpacWV = eG-(aG(kP E eGpM\ Por lo tanto iG^ E K y,
entonces, Íg(K) C K, de modo que ír está bien definida. Además, K C Íg^) porque 
para k E K tenemos k = iepc^kp por el Lema 4.1.9, entonces k E Íg^KY Por lo tanto, 
como K C G es una subvariedad embebida, e Íg un difeomorfismo y K = íg(K) entonces 
ír, es un difeomorfismo.

Por último, como eG : M —> G es suave y eG(Aí) C K C G, donde la última inclusión 
es un embebimiento, tenemos que la co-restricción cr := eG|A es suave. □

Lema 4.2.21. Sea F E hom/£Gpf/M (G, G') una submersion. Entonces, con la notación de 
antes, Km C K2 es un conjunto abierto y mi< definida en (4.2.9) es una aplicación bien 
definida y suave.
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Demostración. Como G E obiLGpdM, Gm C G2 es abierto y G2 C G2 una subvariedad 
embebida (por lo tanto tiene la topología de subespacio), existe un conjunto abierto 
U cG2 tal que Gm = UOG2. Entonces Km = K2 n Gm = K2 n Gm = K2 n (U D G2) = 
U D (K2 n G2) = U n K2, probando que Km C K2 es un abierto.

Como F : G —> G' es una submersón, también lo es F x F : GxG —> G' xG'. Entonces, 
como G'2 C (G')2 es una subvariedad embebida y como 0 ^ G2 = (F x F) 1 (6'2) (Observa­
ción 4.1.3), por la Proposición A.1.13, G2 es una subvariedad embebida en G2 y (FxF)|^ : 
G2 —> G2 es una submersion. Como obervamos en el Ejemplo 4.2.19, cg'^M^ C G'2 es una 
subvariedad embebida de modo que por el argumento anterior (Como K2 D cg(M)2 ^ 0, 
otra vez por la la Obervación 4.1.3), K2 = ((F x F)|^)-1(eG/(M)2) es una subvariedad 
embebida de G2. Como Gm C G2 es un abierto, concluimos que Km = K2 O Gm es una 
subvariedad embebida de Gm. Como me : Gm —> G es suave, mG\xm : Km —> G es suave. 
Finalmente, como para (^1,^2) € Km tenemos F(kik2) = F(ki)F(k2) = eG-^mi^eG'^m^ 
para algunos mi,m2 E M, y además, como m2 = (yíL) = Pc^ki) = mi, tenemos que, 
por el ítem 3 de la definición 4.1.1, F(kyk2) = eG'^m^eG'^m!) = ec^m-i) y concluimos que 
kik2 E K, por lo tanto m^Km) C K y vemos que mx := mG|/<m está, bien defínela. En­
tonces como mx es la restricción y co-restricción de una aplicación suave a. suvbariedades 
embebidas entonces también es suave.

□
Proposición 4.2.22. Sea. F E homiLGpdM(G,G') una submersion. Entonces, con la nota­
ción de antes, K := ker(F) junto con las aplicaciones ax, Pi<, mKGKGK es un grupoide 
de Lie local sobre M totalmente intransitivo. Además, la inclusión jx : K —> G pertence 
a. homlLGpdM (JG Gp

Demostración. Por el Lema 4.2.20 ax = Yk son submersiones, ix es un difeomorfismo y 
ex es suave y por el Lema 4.2.21, mx es suave y Km C K2 es un conjunto abierto. Es 
fácil verificar que estas aplicaciones satifacen las propiedades de la Definición 4.1.1,porque 
son restricciones y/o co-restricciones de las aplicaciones de la estructura, de grupoide de 
Lie local de G. Como K C G es una subvariedad, jx es suave. Además, como ex^M) = 
ec^Mj, tenemos jx^x(M)) = ec(M\ Finalmente, si (^1,^2) € Km C Gm, tenemos que 
Ui<(kiYjx(k2)) = (kT,k2) E Gm y jx(kTk2) = kTk2 = jx^Mjx^M porque mK es una. 
restrcción de mG. Entonces concluimos que jx E Yiom.lLGpdM(K, G\ □

Ejemplo 4.2.23. Sean U C Q x Q un subconjunto de tipo pD y F2 definida en el Ejemplo 
4.2.2 en honklLgpdQ/G(U/G,U"'), que es una submersion suryectiva por el Lema 2.2.5. Por 
lo tanto, por la Proposición 4.2.22, K := ker(F2) es un grupoide de Lie local sobre Q/G.

Vamos a. dar una expresión explícita de K y ver que K es en sí mismo un grupoide de 
Lie.

ker(F2) =FpdudQIG')') = Fp^jG = {TOx»°(g0,gi) : V®) = vr(«i)} 2 
^{^««^(g, IpiX : q e Q y g e G} = V„/G. ' ' ' '
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Como,

(WU))2 -U.^'^to.J^^^^J^  ̂E WGf :
».9ieQ, go,91 e G y ir(g0) = 7r(gi)} 

E^^q<hl^WJ^ e (U/Gf :

9o ^ Q Y 9o-'¡ £ C}

y, por (4.1.3),

(M/G),„ = {(7rOx»G(g0,9i),7rOx»G(gi,g2)) e ^Q x Q^Gf : (g0, gi, g2) e ¡V13’}

entonces (ker(F2))2 C ÇU/G)m. En consecuencia, por (4.2.9), ker(F2)m = ker(F2)2 n 
ÇU/G)m = ker(F2)2 y por lo tanto ker(F2) resulta un grupoide de Lie sobre Q/G. Podemos 
reformular este análisis y decir que ker(F2) = Vd/G es un grupoide de Lie con la estructura 
de (Q x Q)/G (como grupoide de Lie) y que jx = ¿v/g es la inclusión Vd/G C (Q x Q)/G.

A continuación introducimos en ILGGpdM el análogo de la noción de extensión en la 
categoría de grupoides de Lie.

Definición 4.2.24. Dados Gy, G^ E obiLGpdM tal Que ^i es tolamente intransitivo y G3 es 
localmente trivial, la sucesión Gy ^ G^ ^ G3 en ILGpdM se dice que es una extensión 
en ILGpdM de G3 por Gi si gi es un embebimiento tal que (rji x 7/i)-1((G2)m) C (Gi)m, //2 
es una submersion suryectiva, e im/pi) = ker(z?2) (como conjuntos). Una extensión como 
antes se dice que está escindida a derecha si //2 tiene un morfismo inverso a derecha y está 
escindida a izquierda si pi tiene un morfismo inverso a izquierda.

Proposición 4.2.25. Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal y U C Q x Q simétrico 
de tipo pD. Entonces, la Sucesión de Atiyah Discreta sobre U (4.2.8) es una extensión en 
la categoría ILGpdQ/G-

Demostración. La Proposición 4.2.9 prueba que (4.2.8) es una sucesión en ILgpdQ/G- 
Como a¿ = [Bq^ tenemos que G es totalemente intransitivo. Además, como U" C (Q/G) x 
(Q/G) es abierto y el grupoide de Lie (Q/G) x {Q/G) es localmente trivial, también lo es 
U". Con la misma idea probamos que F2 = («(qxq)/g, P(.QxQ)/g)\u/g es una submersion 
suryectiva. En el Ejemplo 2.2.8 se probó que Fi es un embebimiento en (QxQ)/Gy 
como U/G C (Q x Q)/G es un conjunto abierto que contiene la im^FQ, entonces tenemos 
que Ft es un embebimiento como aplicación en U/G. Como G es un grupoide de Lie por 
el Ejemplo 4.2.18 la condición (Ft x Ft)-1((¿V/G)m) C (G)m se satisface. Finalmente, 
tenemos

ker(F2) -F^WÍQIGy, = ^‘(Ao/g) = {^^’“(go, 91) : x(g0) = xfg,)} 
-{^«"(g./^g)) : g e Q y g e G} = Vt/G = im.^.
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Sea U C Q x Q, simétrico de tipo pD. Para la Proposición que sigue definamos los 
siguientes conjuntos,

Sp(¿V) := {formas de conexiones discretas planas sobre ¿V}

Sh(^) := {escisiones a derecha de la extensión (4.2.8) en la categoría lLGpdQ/G}-

Proposición 4.2.26. Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal y U C Q X Q un 
subconjunto simétrico de tipo D . Entonces, la biyección Frr o Fch : Sc(^) —> Sh(^) 
determina una biyección entre el subconjunto S^(W) C Sc(W) y el subconjunto Sh(^) C 
MUY " '

Demostración. Por el Lema 4.2.14 tenemos que Tjr^W) C TirÇUY Ahora veamos que 
FHr<FChMYUYY^ = YLrÇUY sea sr E Phr^Fch^c^U^Y de modo que sr = Fhr(Fch(A^Y 
para alguna forma de conexión plana A¿, y como sr E E^(¿V) entonces por el el ítem 2 de la 
Proposición 4.2.9 sr E YLrÇU\ por lo tanto Fhr^Fch^c^UYY^ C ÍLr(UY Ahora tomemos 
sr E 'Lr{U) entoces sr E Y.rÇU^ por el Lema 4.2.14, entonces sr = (FhroFchXAciY P^ 
alguna forma de conexión Ad, entonces por la Proposición 4.2.4 tenemos que Ad es plana, 
por lo tanto ^R(U) C FHr(FchMc(UYY Por lo tanto, Phr^Fch^c^Y = Éñ(¿V). 
Finalmente, como Fhr ° Fch es una biyección, su restricción y co-restricción a Sp(W) y 
Éh(W) es una biyección.

□

4.3. Núcleo de un morfismo de grupoides de Lie lo­
cales

Dada F E homiLGpdM(G, G') una submersion suryectiva, la Proposición 4.2.22 muestra 
que K := ker^F) es un grupoide de Lie totalemente intransitivo. Queremos ver que (K,ji<) 
es un núcleo categórico de F en la categoría de ILGpdM, con ji< : K —> G la inclusión.

Observación 4.3.1. En lo que sigue vamos a considerar núcleos categóricos en la ca­
tegoría ILGpdM, donde M^ es el objeto inicial pero no es objeto cero. Por la Definición 
A.2.6, los núcleos categóricos de F E homiLGpdM(G,G') son pullbakcs M^ Y- H ^ Q 

del diagrama M^ —> G' E- G en la categoría ILGpdM- En particular, si H es totalmen­
te intransitivo, por el punto 3 del Lema 4.2.12, como jy E homlLGpdM(H, AG), debe ser 
ji = otm entonces denotamos a los núcleos categóricos en esta categoría por (H, j2Y

El siguiente resultado prueba que (ker(FY jn) es un núcleo categórico de F en ILGpdM

Proposición 4.3.2. Sea F E homiLGpdM^GTG'^ una submersion y K := ker^F) E 
obiLGpdM con Ia estructura dada como antes. Entonces (K,jK) es un núcleo categórico 
de F en ILGpdM-
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Demostración. Veamos que el siguiente diagrama en ILGpdM es conmutativo.

K^^G (4.3.1)

«k F

- G'

Sea k E K, 
eG'(ctK(k^ = eGYaG\K(kY

= eG-(aG(k^

= eG-(aG-(F(k)Y por el ítem 3 de Lema 4.2.5

= íG'(ctG'^G'(TnYY F(k) = eG'(m) para algún m E M, porque k E K

= eG/(m) porque aCr o eG, = idM

= F^

= F^k^Y
Por lo tanto, eG/ o aK = F o jK.

Supongamos que existe H E obiLGpdM, fH-H^Gyhn-H^ M^ tal que

H — (4.3.2)

hn

M^---- - G' 
0G =eG,

es un diagrama conmutativo en ILGpdM- Como hn E homiLgpdM(H, M^Y por el ítem 3 
del Lema 4.2.12, Hr = an Y H debe ser totalmente intranstivo. Entonces para h E H, 
como el diagrama (4.3.2) es conmutativo, tenemos que F(fH(h^ = eG/(ay(h)) G eG/(M) 
por lo que JhW € K = jxíKY Podemos definir 5 : H —y K como 5 := fn|A. Como Jh 
es suave, K C G es una subvariedad embebida y fn(^) C K entonces 5 = fn|A es suave.

Ahora vamos a probar que 5 E homiLGpdM(H, K). Sea m E M, usando el ítem 
3 del Lema 4.2.5 con F = fH y /o = íÓm, tenemos que 5(ey(m)) = /n(en(m)) = 
6G(id.M(mY E eG(M) = ei<(MY entonces 5(en(MY C ck^M). Además, si (hi,h.2) E Hmi 
tenemos que (fn^hiY fn^Y E Gm A K2 = Km (como vimos en la demostración del 
Lema 5.39); entonces ó^hih^ = fn^hih^ = fn^h^fn^) = 8(hi)5(h2) y concluimos que 
5 E homlLGpdM(H,KY

Ahora veamos que el siguiente diagrama en ILGpdM es conmutativo.
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Notar que, por construcción, el triángulo superior en el diagrama (4.3.3) conmuta y 
como H es totalmente intransitivo, o¿x ° ó G homlLGpdM(H, JVL) = {«y}, entonces el 
triángulo izquierdo también es conmutativo. Por lo tanto el diagrama (4.3.3) es conmu­
tativo.

Por último, supongamos que existe // G homiLGPdM(H, K) tal que el diagrama (4.3.3) es 
conmutativo con p remplazado por 5. Entonces, para cualquier h G H, tenemos jx^pW) = 
fnW = á(ú), como jx es la inclusión, entonces tenemos que zy(ú) = á(ú), por lo tanto el 
morfismo 5 es único.

Observación 4.3.3. En lo que sigue consideraremos extensiones categóricas (Definición 
A.2.15) en la categoría ILGpdM, que no tiene objeto cero y tomaremos en cuenta la 
Observación A.2.17. Aún así, como se señaló en la Observación 4.3.1 , tiene sentido decir 
que (H,j) es un núcleo categórico de F en ILGpdM- Además notar que, si (H,j) es un 
núcleo categórico en ILGpdM, juntando las Observaciones 4.2.13 y A.2.17, concluimos que 
j es un monomorfismo. Además, si F es una submersion, por la Proposición 4.3.2, (K,jx) 
es un núcleo categórico de F, donde jx es la inclusión. Si (H,j) es cualquier otro núcleo 
categórico de F, por el Lema A.2.7, existe un isomorfismo p G homuGpdM^H, K) tal que 
j = ji< ° P- En consecuencia j es inyectiva porque jx es la inclusión y p un isomorfismo.
Teorema 4.3.4. La sucesión Gi -^A G2 ^ G3 en ILGpdM donde Gi es totalmente 
intransitivo y G3 localmente trivial es una extensión en ILGpdM (Definición 4.2.24) si y 
sólo si es una extensión categórica (Definición A.2.15) donde p^ es una submersion.

Demostración. Supongamos que la sucesión Gy -^A G2 -^A G3 es una extensión en 
ILGpdM- Entonces como ILGpdM es una categoría concreta (ver Definición A.2.11) y p^ es 
suryectiva entonces p^ es un epimorfismo. Como p^ es una submersion, por la Proposición 
4.2.22, ker(p2) := p2‘ Ag3 (M)) está en ILGpdM- Además por la Proposición 4.3.2, tenemos 
que (ker^^jkerí.niÇk (donde jkerp?2) : ker^) —> G2 es la inclusión) es un núcleo categóri­
co de P2- Por la Proposición 4.2.17 , yy-L|^'^ú'íil g homlLgpdM(Gi, IrnjrpY) es un isomorfismo, 
y como Im(pi) = ker^) por hipótesis entonces /y1|fce'"Dú g homiLGpdMÇGi, ker(p2y) es un 
isomorfismo. Entonces tenemos el siguiente diagrama en ILGpdM,

(,?1|he,-(^2))

86



que es conmutativo, ya que ^-(J^D2) es un isomorfismo. Sea k E ker^Y Di-YY1!!-^^^112^^ 1 (Aj) = 
ni^niV^VW) = k = íker^ÇkY Entonces por el ítem (2) del Lema A.2.7 del Apéndi­
ce concluimos que (Gi,77i) es un núcleo categórico de 772. Por lo tanto, Gi-^-G2-^ G3 
es una extensión categórica en ILGpd.M-

Al revés, supongamos que Gi ^E G2 -^E G?^ es una extensión categórica en ILGpdM y 
que 772 es una submersion. Entonces por definición de extensión categórica, tenemos que 
(Gi,t]i) es un núcleo categórico de 772 y como 772 es una submersion, por la Proposición 
4.3.2 (ker^Y jkerír^Y es un núcleo categórico de 772. Entonces por el ítem (1) del Lema 
A.2.7 del Apéndice, existe un isomorfimo 77 G homiLGpdM(Gi, ker^)) tal que el siguiente 
diagrama en ILGpd.M es conmutativo,

ker^H^

(4.3.5)

Del diagrama se deduce que ker^) = Im(.F) Y Que ú = riY^^G = '^ l^^úui). En 
particular, como 77 es un difeomorfismo, tenemos que 771 es un embebimiento, y como 
// 1 G hom^cpdiAlm^YGiY tenemos que (// 1 x 77-1)(Im(77i)m) C (Gi)m. Entonces,

(771 x 771)^1((G2)m) = (771 x 771)^1((G2)m H Zm(77i)2)

= (^1 x úi) HlmYnAm) Por definición de (Im^)^

= (77 1 x 77 ^(Im^i)™) C (Gi)m porque 77 = riYMni)
Por lo tanto, tenemos que Gy ^E G^ -^E G3 es una extensión en ILGpd.M-

□
Proposición 4.3.5. Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal y U C Q x Q un subcon­
junto de tipo pD simétrico. Entonces, la Sucesión Discreta de Atiyah sobre U (4.2.8) es 
una extensión categórica en la categoría ILGpd.Q/G-

Demostración. Por la Proposición 4.2.25, la Sucesión Discreta de Atiyah sobre U (4.2.8) 
es una extensión en ILGpd.M- Por el Teorema 4.3.4 la SAD sobre U (4.2.8) es una extensión 
categórica. □

La proposición 4.2.22 muestra que todos los núcleos de un morfismo que sea submersion 
son grupoides de Lie totalmente intransitivos. El siguiente resultado muestra que ésta es 
la única posibilidad.

Proposición 4.3.6. Sea M una variedad suave y K G obnGpdM- Entonces, K es totalmen­
te intransitivo si y sólo si existen G, G' G obiLGpdM Y una submersion F G homnGpdM (G, G') 
tal que K = ker^FY

Demostración. Sea F G homiLGpdMYG,G') una submersion. Si K := ker^F) entonces 
por la Proposición 4.2.22 K es totalmente intransitivo. Inversamente, si K es totalmente 
intransitivo por el ítem 2 del Lema 4.2.12, ai< € homiLGpdM{K, Kd^ es una submersion
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y como eMYM) = M^ = M, tenemos que keríctpY = nK (eA/t(^)) — aK (M) — K. 
entonces existe F := ük G homiLGpdM(K, A/Y) tal que K = ker^KY □

4.4. Producto semidirecto de grupoides de Lie locales

En la Sección 2.7, vimos cómo las escisiones a derecha de (2.1.5) en la categoría 5b5Q/G 
están relacionadas con isomorfismos en la misma categoría entre (2.1.5) y la sucesión 
producto librado (2.5.10). En esta sección exploramos cómo las escisiones a derecha de 
la sucesión (4.2.8) en la categoría ILGpd.Q/G están relacionadas con una determinada 
sucesión producto semidirecto en la misma categoría.

Definición 4.4.1. Sea G un grupoide de Lie local y H un grupoide de Lie totalmente 
intransitivo, ambos sobre M. Una acción externa suave de G sobre H es una aplicación 
suave • : G xaH H —> H con las siguientes propiedades (ver definición en [MM10]). 
Vamos a denotar *(y, h) por g • h.

1. aH(g • h) = aG(g) para todo (y, h) eG ^x^H,

2. (g^ • h = gi • (y2 • hY para todo (yi, y2) G Gm tal que (y2, h) ^ G PGxaH H,

3. g • (/qh2) = (y • hj(y • h^Y para todo (hi, h^ E H2 tal que (y, hj G G pG^aH H,

4. eG^ctH^hY • h = h, para todo h E H.

Lema 4.4.2. Sea • : G □ x„ H —> H una acción externa suave de G sobre H. Entonces, PG “H 1

g • en(/3G(y)) = eH^acYgY Para todo y gG, y (4.4.1)
(y • hp1 = g • hr1 para todo (g,h) E G ^xaH H. (4.4.2)

Demostración.

g • en^G^Y = g* ^H(3G(g))eH(3G(g))) por el ítem (3) de Del. 3.1.7

= (y • eH(3cYgYXg • ^nUdcYgYY por el ítem 3 de la Del. 4.4.1

entonces por el ítem (1) de la Proposición 3.1.12, g • ch^g^aY) = eH^n(g • €H(3c(gYY 
y por ítem 1 de la Defnición 4.4.1 tenemos g • ch^g^Y) = €H(ctG(gYY

Como para (y, h) E G pQxQh H tenemos que (y • hr1, g • h) g H2 entonces,

(g • hr^g • h) =g • (hr1^ = y • eH(3n(hY = y • eH(aH(hY
=g • ÉH(3c(gY = eH(aG(gY = eH(aH(g • hY = eH{3H{g • hY, 

entonces por el ítem 3 de la Proposición 3.1.12 tenemos que (y • h)-1 = g • hr1. □
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Lema 4.4.3. Sea • una acción externa suave de un grupoide de Lie local G =4 M sobre 
un grupoide de Lie totalmente intransitivo H =4 M. Definimos P ;= HpHx G y las 
aplicaciones

ap,Pp : P -y M, por aP(h,g) := qg(9) y 3P(h,g) := (3G^ 
mP : Pm—- P por mp^h^giG (h2,g2^ := (Myi • h^^g^ 

donde Pm := VXh^gGp ^h2,g2^ G P2 : (91,92) G Gm}, 
eP : M -y P por eP(m) := (eH(m), eG(m)), 

iP: P ^ P por ip^h, g) := ((y 1 • //) 1. y 1).

Entonces, (F, ctp, Pp, mp, ep, iP) es un grupoide de Lie local sobre M.

Demostración. Veamos que aP es una submersion suave. Como F : H x G —> M x M 
definida por F(h,g) = (/^^(Tz), o?G(y)) es una submersion entonces por la Proposición 
A. 1.13 del Apéndice F|pU es una submersion y como la proyección p2 : M x M —> M 
es una submersion y m H- (m, m) es su inversa suave a derecha con imagen igual a Am 
entonces P2|am es una submersion, por lo tanto ctp = P2|am ° F\pM : P —> M es una 
submersion y es suave por ser composición de aplicaciones suaves (ya que P C H x G y 
Am G M x M son subvariedades embebidas). De forma análoga se prueba que Pp es una 
submersion suave.

Veamos que ep es suave. Sea ê : M —> H x G definida por é(m) = (ep(m), eG(m)), 
que es suave, y como P C H x G es una subvariedad embebida y ê(M) C P (porque 
m = Pn^nprip = oG(eG(m)) por definición de grupoide de Lie y de grupoide de Lie 
local), por el Corolario A.1.11 é|p es suave. Por lo tanto ep es suave.

Veamos que ip es suave. Definimos Ly : H x G —> G x H como Li(h,y) = (y-1,h) 
como P C HxG y GpGXaRH C GxH son subvariedades embebidas, L^P^ C G^x^F 

~ G„ xa H
y Ly es suave, entonces Ly := L-Pp G “H es suave. Definimos L2 : ^ /3GxaH H —> HxG 
por L2{g, h) = (y • h,g\, como L2(G pGxaH H) C P y L2 es suave entonces L2 := L2\p 
es suave. Por último definimos L3 : H x G —> H x G por L^h, g) = (hr1, y), como 
P C H x G es una subvariedad embebida, L^^P^ c P y L3 es suave entonces L3 := Fslp 
es suave. Por lo tanto, como ip = L3oL2oL31 entonces ip resulta suave. Como ipoip = idP 
entonces concluimos que ip es un difeomorfismo.

Veamos que Pm C P2 es un conjunto abierto. Sea F : F2 —> G2, definida por 
^((^i,9i), (^2,y2)) = (p2(p2((hi,9i), (h2,92)));P2(pi((hi,9i), (^2,92)))), como F2 C FxF 
y G2 C G x G son subvariedades embebidas, F(F2) C G2 y F es suave, entonces F^ 
es suave. Podemos ver que Pm = (F^^^-ÇGmP y como Gm C G2 es abierto entonces 
Pm C F2 es abierto. Ahora veamos que mp : Pm —> F es suave. Sean ^1 = (hi,giP 
^2 = (h2,92), (^1, ^2) G Pm y la aplicación mP : Pm —> H x G definida por mp(^!, ¿2) : = 
(mH(pi(pi^i, ~2)), S(p2(pi(z:i, ^2)),pi(p2(^i, ~2)))), mG(p2(pi(^i, z2)),p2(p2(^i, -2)))) que 

resulta suave, porque, E (donde E es la acción externa de G sobre F), las multipicaciones 
mp, m-G y las proyecciones son suaves, P x P C (F x G) x (F x G), P2 C P x P y
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Pm C P2 son subvariedades embebidas y mp(Pm) cPyPcHxGes una subvariedad 
embebida entonces mp = mp|p es suave.

Por cálculo directo y por el Lema 4.4.2 se prueba que se satisfacen las condiciones de 
la definición de grupoide de Lie local.

D

Definición 4.4.4. Dada una acción externa suave • de un grupoide de Lie local G =4 M 
sobre un grupoide de Lie totalmente intransitivo H =4 M el grupoide de Lie local P 
definido en el Lema 4.4.3 es llamado grupoide de Lie local producto semidirecto definido 
por • y lo denotaremos por H x G =4 M.

Proposición 4.4.5. Sea • una acción externa suave de un grupoide de Lie local G =4 M 
sobre un grupoide de Lie totalmente intransitivo H =4 M. Entonces, el diagrama

H^^Hx G^^G (4.4.3)

es una extensión de G por H donde H x G es el producto semidirecto de H por G 
asociado a • (Lema 4.4.3), jypp := (h, ég(/3h(/í))) y py(h,g) := g. Además, (H x G)m = 
(Px x dx)-1(G'm) y Sx : G —> H x G definida por s^^ := (en(oG(y)), y) es una escisión 
a derecha de la extensión producto semidirecto.

Antes de abocarnos a la demostración de la Proposición 4.4.5 propiamente trataremos 
un resultado parcial de la misma.

Lema 4.4.6. Bajo las mismas hipótesis que en la Proposición 4.4.5 las aplicaciones jx, p^ 
y sx son morfismos en la categoría ILgpdpp 3» es un embebimiento y p» es una submersion.

Demostración. Es claro que 3» está bien definida. Veamos que es suave. Definimos 3 : 
H —> H x G por jphp = (h, ég(/3h(/z))) que es suave y como P;=HxGcHxG 
es una subvariedad embebida y j(H) C P entonces 3» = j\p es suave. Ahora veamos 
que 3» es un morfismo de grupoides de Lie locales. Para m E M tenemos jylcHpoPp = 
(eH^rn^ecAPH^H^rn^ = (eH(m), eG(m)) = eP(m), entonces ^(eH(Aí)) C eP(M\ Para 
(hi,h2) E Hm = H2 tenemos Uy^Mdy^) = ((hi, eG(/?p)(hi)), (h2, €G(/3p)(h2))) G 

Pm ya. que Pp(jyUVp = PcPecAPn^) = Ph^ = aH(M = aG(eG(aH(h2))) = 
ctpUx^h^) y como además H es totalmente intransitivo y tomando g := eG^Pn^h^ 
tenemos (eG(/?H(hi)), eG(/?H(h2))) = (eG(PH(h2)y, eG(PH(h2y)) = (eG(aG(y)), g ) E Gm
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por definición de grupoide de Lie local. Además,

_Á(^1).Á(^2) — ^1, ég(/3h(^1)) j ^fi2, ^G^H^)) j

= Oll^G^H^hl)) • ^2), ^g(3H (^^^(3H(h/^))^ 

hi(eG3aH(h2^ • hí^ecAPH^h^ecAPH^h^ porque (hi^ G H2 

^1^2, ^g^h^^ por propiedades de la acción externa 

^1^2, ^a^HÇhih^'^

= j>MiM,

de modo que, j» es un morfismo de grupoides de Lie locales.
Por otro laclo, p» es suave porque es la correstricción de la proyección en el segun­

do factor a H x G, que es una subvariedad embebida en H x G. Veamos que p» es un 
morfismo de grupoides de Lie locales. px(eP(m)) = /q(ep(m),€G(m)) = eG(m) E eG(My 
Sea. ((/q,9i), (h2,g2)) E Pm, entonces (px(/zi,9i),Px(^2,92)) = (91,92) G Gm, por defi­
nición del conjunto Pm y px(mP((/zi,9i), (/z2,92))) = p^Mgi • h^gig^Y) = 9192 = 
Px(hi, gi^p»^, g2y Por lo tanto p» es un morfismo de grupoidesde Lie locales.

Veamos que s» es suave. Como s : G —> Pt x G definida por 5(9) = (ep(oG(9)), 9) 
es suave, HxGcHxGes una subvariedad embebida y s(G) C H x G entonces s 
correstringida a. H x G es suave, por lo tanto sx es suave. Veamos que sx es un mor­
fismo de grupoides de Lie locales. Probemos que s^^e^M^ C ep^My sea. m E M, 
sx(eG(m)) = (eH(aG(eG(m))), eG(m)) = (ep(m), eG(m)) = eP(m), entonces probamos 
que s^tc^M)) C eP(My Tomemos (91,92) G G^ y veamos que (s» (91), s» (g2)) E 
Pm Y Sx(9i92) = mp^g^-s^Y). Sea. (91,92) G Gm entonces (^ (91), s* (92)) G P2 
ya. que /3P(s*(9i)) = 3G(gi) = «c^ = ap(sx(g2)) y (91,92) G Gw por lo tanto 
(■5x(9i), sx(92)) G Pm y también tenemos,

mpys^ys^g^ = mP((eH(aG(9i)),9i),(eH(aG(92)),92))
= ^H(aG(gi)Xgi • €H(aG(g2^y gig2)

= (cp(qg(9i))(9i • eP(/3G(9i))),9i92)

= ^H(aG(gi)XeH(aG(gi^y 9192)

= (eH(aG(gi)ygig2)

= (en(aG(9i92)),9i92)

= Sx^g^y
Hemos probado que sx es un morfismo de grupoides de Lie locales.

Notar que como p1̂ : H x G —> H (restricción de p^ a H x G) es la proyección 
en el primer factor, es suave y p1̂ o j^ = idH. Entonces, por el Lema A. 1.36, j» es un 
embebimiento.
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Ahora veamos que p» es una submersion. Como P = (Ph x qq) ^Am) y Ph x aG • 
H x G —> M x M es una submersion, por la Proposición A. 1.13, para cada (h, y) G P, 
tenemos que T(h^P = (T^g^Pn x «cPT^T^.^AM) para m := PhW = aG(gY Ahora 
veamos que T^^p» : Tg^P —> TgG es una aplicación suryectiva. Si 5g E TgG. definimos 
5m := TgaG^8g^ E TmM; como Ph es una submersion, existe 5h E ThH tal que ThpH(6iP = 
5m. Entonces observamos que T^g^pH x aG)(6h, ó^ = (ThpH(õhP TgaG(óg^ = (ám, 5m) G 
T(m<mj Am, por lo tanto (<4 5g) E T^^P. Entonces para 5g E TgG, existe (<4 5g) E T^^P 
tal que T^^p» (óh, óg) = 5g; en consecuencia, p» es una submersion.

Demostración de la Proposición 4-4-5- Por los Lemas 4.4.3 y 4.4.6 el diagrama (4.4.3) es 
una sucesión en ILGpdM- Notar que p» os» = idG, lo cual implica que p» es sobreyectiva. 
Como vimos en el Lema 4.4.6, j» es un embebimiento y p» es una submersion. Además, 
como H es un grupoide de Lie, (j», j» ) ¡ ((II x G)m) C (Hpm como observamos en 4.2.18. 
Por otro laclo, como p» o ]» = eG o pHl tenemos que im(j») C ker^^) mientras que si 
(Jm) E keipp»), vemos que g = p»(h,g) = eG<aG<g^ = ^Ph^ Y entonces, ppg) = 
3»d4 e ^mQC), probando que im^i»^ = ker(p^). Por lo tanto la sucesión (4.4.3) es una 
extensión en ILGpdM Y s» es una escisión a derecha de esta sucesión.

Queda por probar que (HxG)m = (pzxpz) '(C,,,). Vemos que ((h^gi), (h^^Y) € Pm 
si y sólo si ((hi,yi), (h2,y2)) Y 14 Y ^91.9-2) e Gm. Pero, como (yi,y2) G Gm implica que 
(4i,gi),42,g2)) G P2, concluimos que Pm = (p» x p»y\GmY □

Llamaremos a la sucesión (4.4.3), Sucesión producto semidirecto en la categoría ILGpdM-

Proposición 4.4.7. Para un grupoide de Lie totalmente intransitivo H sea P 4 E 4 G 
una extensión en ILGpdM que es escindida a derecha por s E honplgPcim (G, E) y tal que 
Em = (p x p)-1(Gm). Entonces

• : G pG^aH H -E H dada por g • h := r1(s(g')j(h)s(gy1') (4.4.4)

es una acción externa suave de G sobre H y existe un isomorfismo $ G hom/£GpdM (-4 H x 
G) tal que el siguiente diagrama en ILGpdM es conmutativo.

H^ól^H^ g-^g

id-H $ ido

H-----^E—-^G
3 p

(4.4.5)

Lema 4.4.8. Con las hipótesis como en la Proposición 4.4.7, • : G pQXQh El —> El es una 
acción externa suave.

Demostración. Veamos que • está bien definida. Para (y, h) G G pGXaH H, tenemos 
44) = aH(hy Entonces, como (pxp^sÇgPjÇh^ = (p(s(gP, p(j(h?)4 = (g, eG(aH(h))) =
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(g,eG(PG(g)Y G Gm y como, por hipótesis, Em = (p x p) 1(Gm), entonces vemos que 
(s(g), j(h)) G Em. De modo análogo, como

(p x pXs(gWPs(g ^) Hpl^gWYP p(s(g ^)) = W(g^pUWYg 
HgecAanWyg-1) = (geG(PG(gY, g Y = ÜM/ '.) G Gm,

tenemos entonces que (s(g)j(hY s^g ')) G Em. Además,

plls^j^Xg-1)) =p(s(g)j(h))p(s(g-1)) = (gpUW^g"1 = ^(pHU^g-1 
^gecAPcAg^g^1 = gg 1 = eG(acpgyp

entonces s(g)j(hys(g-1) G p HeG(My) = ker(p) = im(j\ Comoy'l1”1^ : H —> im^ es tin 
difeomorfismo, entonces vemos que g • h = (j|?mó'))-iys^j(h)s(y-1)) es una aplicación 
bien definida. Admás como, (y, h) —> s(g')j(hys(g~1') es una aplicación suave de G pQX aHH 
en E cuya imagen está contenida en la subvariedad embebida im(j) y (j|?mC))-i es un 
difeomorfismo, concluimos que • es una aplicacón suave.

Como i G homiLGpdM(H, E) es un embebimiento y (j x ./) '(A,,,) C Hm entonces por 
la Proposición 4.2.17 se tiene que jp”1^ ^ homlLgp(lM(H, im^j')') es un isomorfismo, y con 
esto es fácil probar que • satisface las condiciones del producto externo.

□
Demostración de la Proposición 44G. Por el Lema 4.4.8 sabemos que • es una acción 
externa suave de G sobre H. En lo que sigue vamos a definir una aplicación $ : E —> HxG.

Primero definimos, $1 : E —> E como $i(e) := e s(p(e-1)), veamos que está bien defini­
da y es suave. Para e G E, veamos que (e, Ap(c ' j)) G Em, como Em = (px pp^Gm), en­
tonces probemos que (pxp)(e, s(p(c '))) G Gm. Tenemos (pUyjAsípGYyy') = (p4Y p(e ')) 
= (p(c).p(c) ') G Gm, por lo tanto (e, s(p(c '))) G Em. $1 es suave por ser composición 
de funciones suaves y porque E2 C E2 y Em C E2 son subvariedades embebidas.

Como p(<Me)) = p(es_(p(e”1))) = p(e)p(s(p(e”1))) = p(e)p(e)”1 = eG(aG(p(e))) = 
ec(«E(e))5 vemos que zm($i) C ker^p) = im^iP entonces podemos definir $1 : E —> El 
por $i(e) := jó 1 (Ti (c)). donde ji := jp'Gi^ que es suave porque (ji)-1 es suave (por ser 
3 un embebimiento) y $i también lo es.

Ahora definimos, $ : E —> H x G por

$(e) := ($1(e),p(e)) = ^r^^es^e^Y p^Y

que es claramente una aplicación suave. Veamos que im(jE) C H x G. Como por la 
Proposición 4.2.17 ji := J|’mb) ^ homiLgPdM(H, im(j)) es un isomorfismo en la categoría 
lLGp¿M entonces,

PHUrXesUYe^ypP = /3/(es(p(e”1)))
= PMp(e-^)
= PE(s(p(e-^
= Pc(p(e-^
= acMep.
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Por lo tanto $(e) G H x G. Y como HxGcHxGes una subvariedad embebida 
entonces $ : E —> H x G definida por $ := es una aplicación suave.

El resto de la demostración se sigue del Lema 4.4.9, donde el diagrama (4.4.5) se ve 
que es conmutativo en la categoría ILGpdM, y del Lema 4.4.10, donde se prueba que $ 
es un isomorfismo en la misma categoría.

□
Lema 4.4.9. Con las mismas hipótesis que en la Proposición 4.4.7 y $ definida en su 
demostración, el diagrama (4.4.5) es conmutativo en la categoría ILGpdM-

Demostración. Sea P := H x G. Veamos que $ 6 hom/£gp(/M(S, P).
Por cálculo directo se prueba que $ o eg = ep, entonces ^(ce(M^ C ep(M\
Para (e15e2) 6 Em = (p x p) HG¡nj tenemos que (p(ei), p(e2)) 6 Gm. Entonces, como

(Px(í,(ei)),Px(<h(e2))) = (p(ei),p(e2)) G Gm,

tenemos que ($(ei), $(e2)) G (p» x px)-1(G'm) = Pm (por la Proposición 4.4.5). En este 
caso,

$(eie2) Mj¿ 'nC|C2Mp((c|C2) '))).X^ = (j/^1((e1e2)s(p(e2 ^f1))), p(e!e2))
Hjr^eislple^^s^^^ p(eie2))

Eker (p)=im(j) Eker(p)=zm(j)

Hp '(vVpíc, 'p)^ '(ApfcJ^Apí^ 'c, ')n^
Hp^MXer^^Z^sMei^e^Xe^MXer1))),^^^
= (F-1(eis(p(er1)))j/”1(s(p(ei))j(F-1(e2s(p(e21))))s(p(ei)”1)),p(eie2)) 
^/^(cis^eó1)))^!) • ^(e^p^1)))),^^^
= (F-1(eis(p(e71))),p(ei))(j/-1(e2s(p(e21))),p(e2)) = $(ei)$(e2),

y vemos que $ G homlLGpd(E, P). Por cálculo directo vemos que

^0 = idM, ^oj=j» y p»o^ = p, (4.4.6)

entonces el diagrama (4.4.5) es conmutativo. □

Lema 4.4.10. Con las mismas hipótesis que en la Proposición 4.4.7 y $ definida en su 
demostración, <h es un isomorfismo en la categoría ILGpdM-

Demostración. Sea P := H x G. Vamos considerar las aplicación suaves p( : P —> H 
y P2 : P —> G obtenidas como la restricción a P de la proyección canónica sobre el 
correspondiente factor. Entonces, las aplicaciones fi,f2 : P —> E definidas por fi(p) := 
p(pí(p)) y /2(p) := s(p2(p)) son suaves. Además, para (h,g) G P, que satisfacen PhW = 
«0(9), tenemos que

(p(/i(^,9)),p(/2(h,y))) =(p(jz(h)),p(s(9))) = (eG(QH(h)),^)
= (eG(3H(h^,g) = (cg(qg(9)),9) G Gm,
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por lo tanto (fi(h, g^ fi(h, y)) E (p x p)-1(Gm) = Em. En este caso, la aplicación ^ : 
P —> E definida por, ^(p) := fi(p)f2(p) está bien definida, y teniendo en cuenta que ttie 
es suave, vemos que 4/ es suave.

Como para (h, g) E P tenemos

^ULg)) =MjMW3 = Ui^üiW^gWlljiW^g))"1)^^ 
Hjr^MhMgW^g^MhV^PtiÁh^ 
=(jr1UiWs(g)s(p^)~1 s ( pUi(h^)”1), pUi(h^pW) 

=9 ^gGhW) egChÍO =9

=(jr1(ji(h)eE(3H(h))),eG(aG(g))g)
Hp^CyzWeEÍ/MpW)))^) = Cyz^CízWeE^ECyzW)))^) 
Hji^UiW^g) = (Jm3

vemos que $ o d' = idp. Del mismo modo, para e E E,

^(í>(e))=^(j/-1(eS(p(e-1))),p(e)) 
=p(p-1(es(p(e”1))))s(p(e)) = es(p(e”1))s(p(e)) = e,

entonces $ o $ = ti£. De este modo, VP = d* ' y entonces probamos que <b es un difeo- 
morfismo.

Sea (ei,e2) E (Ó x <b)-1(Pm), entonces ($(ei), $(e2)) G Pm. Como p^ es un morfis- 
mo en ILGpd.M, tenemos que (p» ($(ei)), p» ($(e2))) G Gm. Pero, entonces, por (4.4.6), 
(p(ei),p(e2)) G Gm y, como Em = (p x p)-1(Gm), vemos que (ei,e2) G Em. Entonces 
probamos que ($ x <b)-1(Pm) C Em y, por el Lema 4.2.15, $ resulta un isomorfismo en 
la categoría ILGpdM- □

Observación 4.4.11. Una pregunta natural es si todas las acciones externas suaves • 
de G sobre H provienen de extensiones escindidas como las descriptas en la Proposición 
4.4.7. La respuesta es si y se sigue de la siguiente identidad fácilmente verificable

jx(g • h) = Sx^jxW-Sx^"1 para todo (g, fi) G G pGxaH H

y, entonces, por la construcción en la Proposición4.4.7 aplicada a la extensión producto 
semidirecto (4.4.3) con $ = idn»G (recordando que (4.4.3) es una extensión de G por H 
por la Proposición 4.4.5).

Sean H un grupoide de Lie totalmente intransitivo y

H ^EAG (4.4.7)

una extensión en la categoría ILGpdM tal que

Em = (pxp)-1(Gm). (4.4.8)

Consideremos HxG^ construida con alguna acción externa suave arbitraria de G sobre 
H. ~
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Sea X/ := {$ G YiomiLGpdM(E, H'xG) isomorfismo tal que el diagrama (4.4.5) es commutativo} 
También, sea X^ := {escisiones a derecha de (4.4.7) en la categoría ILGpdM}- 
Podemos definir la aplicación

Fri : Xñ —> X/

mediante
Fri(s) := $,

donde $ es el isomorfismo de la Proposición 4.4.7.
Al revés, definimos

Fir : X/ —> X^

por
Fir(^) := s,

para s := T 1 o sx, donde sx está definida en la Proposición 4.4.5.

Teorema 4.4.12. Con las definiciones como antes, ambas Fri y Fir son aplicaciones bien 
definidas que son inversas mutuamente. Más específicamente, en la categoría ILGpdM, 
existe una biyección entre las escisiones a derecha de la extensión (4.4.7) que satisfacen 
(4.4.8) y los isomorfismos de (4.4.7) con la sucesión producto semidirecto.

Demostración. La buena definición de Fri se deduce de la Proposición 4.4.7. Para ver 
la buena definición de Fir, notemos que para $ 6 X/, <I> 1 G homiLGpdM(H xi G,E) y, 
como sx 6 homlLGpdM(G, H x G) por la Proposición 4.4.5, entonces s := T 1 o s^ E 
homlLgpdM(G, EY Entonces como p o s = p o <I> 1 o s^ = p^ o $ o <I> 1 o s^ = idG, tenemos 
que s 6 Xñ.

Veamos que FiroFri = id^ . Para s 6 X^, sean $ := Fries') y s := Fir(^Y Entonces, 
para g E G, recordando la expresión para T 1 = T dada en la demostración del Lema 
4.4.10 tenemos,

s(y) =<I) 1 (.sz (.</)) = <h-1(eH(aG(y)),y) = j/(eH(aG(y)))s(y) = eK<aG^Ys^ 
=eEtvaEYs<gYys^ = s^gY

Por lo tanto, Fir o Fri = id^ .
Ahora probemos que Fri o Fir = id^ . Para $ 6 X/, sean s := Fir(^) y $ := Fir(sY 

Para $, $ G X/, tenemos que pxo^ = p = pxo^ por la conmutatividad del diagrama 
(4.4.5)y, por definición de p»^ tenemos entonces pr2 ° $ = P2 0 ^j donde P2 es Ia restricción 
de la proyección sobre la correspondiente componente. Para e E E, por la definición de $ 
(como se ve en la demostración de la Proposición 4.4.7) y por definción de s, tenemos

(Pi ° ^)(e) ^rHes^e^Y)) = .7/ '(cT '(«z(píe ')))). (4.4.9)

Veamos que c(I> '(.Sz({de 'i)) = ch-1^^(p((<h(e)))), que es equivalente a probar 
<h(e)sx(p(e-1)) = j4p{($(e))).
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<h(eK(p(e x)) = (p^^, p(e^(eH(aG(p(e 1))),p(e ^)

= (MpPP • eH^G^P^^^p^p^1))
= (h(p(e) • eH(/3G(/)(e)))), p(e)p(e)”1)
= piCHkacWiK^cAaGWiFF
= (^(^Me)-1)),^/^^^
= MWO, ^WY^
= ^h<3e< es^e^) 3VgV3e< es(p(e~Y\ )))

GZC=À;er(p)=Zm(j) GZC=À?er(p)=Zm(j)

= (.hen^K^es^p^1^, €G(3K(es(p(e^YYF
= (hen^HUF^es^e-1^, eG^HUlHes^p^e)"1^)
= (HehIPhIpUW^F eG(3H(Pi^(e^
= <h€HU3G^WFFV eG(3G(pr2^(e)))))

= HWiWY óYM^Wi

= (Ji€H(3h(pYWWY èg(3h(Pi(^^)

= (Ji€H(3H(hyFeG(3H(pUW^

= (h,eG(3H(h,P)
_ = J4Pl($(e))) _

Entonces, (p^ o <X>)(e) = jj1^' Cc(Pi(^í6)))))- Con esto tenemos que (p^ o $) = 
j r' o <I> 1 ojx o (pj o $) y como ^ojj = j* (por la conmutatividad del diagrama (4.4.5)), 
entonces

(pj o <í>) =j¡ [ o <I> 1 o $ o ^ o (pj o $) = p( o $.

Hemos probado que (p^ o $) = p^ o $ entonces $ = $, por lo tanto Fri o Fir = id^^
Concluimos, FRj y FjR son mutuamente inversas. □

Corolario 4.4.13. Sean e : Q —> Q/G un G-fibrado principal y U C Q x Q un subcon­
junto de tipo D. Entonces, hay correspondecias biyectivas entre,

1. Tj^IUF el conjunto de conexiones discretas planas sobre e con dominio U,

2. 'LrÇUY el conjunto de las escisiones a derecha de la Sucesión de Atiyah Discreta 
sobre U (4.2.8) en la categoría lLGpdq/G, y

3. Tn^UP el conjunto de isomorfismos de la Sucesión de Atiyah Discreta sobre U. (4.2.8) 
a una extensión producto semidirecto de U" por G.

Demostración. La equivalencia entre 1 y 2 esta dada por la Proposición 4.2.26, mientras 
que la equivalencia entre 2 y 3 la da el Teorema 4.4.12, aplicado a la extensión (4.2.8). □
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Capítulo 5

Conexiones discretas: G grupo de Lie 
abeliano

En esta sección vamos a considerar fibrados principales tf : Q —> Q/G con grupo 
de estructura G abeliano. Vamos a probar que, para este tipo de fibrados, la forma de 
conexión discreta y su curvatura pueden interpretarse como 1 y 2 cocadenas singulares 
respectivamente, siendo la curvatura el coborde de la forma de conexión. Con este for­
malismo mostramos un análogo discreto de la fórmula para la holonomía alrededor de un 
lazo dada por Marsden, Montgomery y Ratiu para conexiones (continuas), ver [MMR90].

5.1. Grupo de holonomía de una conexión

Vamos a recordar algunas definiciones y resultados para el caso continuo. Sean tf : 
Q —> Q/G un G-fibrado principal y A una conxión sobre tf.

Lema 5.1.1. Dados una curva G1, 7 : [0,1] —> Q/G, con 7(0) = r y q E tf T(r) existe una 
única curva 7* : [0,1] —> Q tal que 7*(0) = q, tf(7*(í)) = 7(f) y (7*)'(t) G Hor^/Y(i)) 
Vi G [0,1], “ ' ' '........... "

Demostración, ver Proposición 3.1 de [KN96], página 69.

Definición 5.1.2. Sea 7 : [0,1] —> Q/G una curva C1, con 7(0) = r y q G tt 1 (/j. 
Llamamos a la curva 7* : [0,1] —> Q que aparece en el Lema 5.1.1 el levantado horizontal 
de 7 en q.

Definiciones 5.1.3. 1. Sean 7(f) una curva G1 en Q/G, para 0 < t < 1 con 7(0) = r,
7(1) = f' y q G tt 1 (/j. Definimos el transporte paralelo de q sobre 7 como

pt^Xq) := 7*(1) G tf '(Y)

donde 7* (i) C Q es el levantado horizontal de 7.
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2. Dados un lazo yft) C Q/G y q E tf ^(O)), llamamos fase alrededor de 7 en q al 
elemento g E G tal que,

^(7,9) := 9 77 PT(7)(g) = V^q)

3. Para q E tf ^r), el grupo de holonomía de A es:

HolA(q) := {$^(7, q) E G : y ft) C Q/G es un lazo C1 en /■}

Cuando el grupo estructural G del fibrado principal tf : Q —> Q/G es abeliano, una 
fórmula bien conocida (ver p. 41 de [MMR90]) da una expresión para la holonomía de 
A alrededor de un lazo p en Q/G en términos de una integral de A sobre p o, si 7 es el 
borde de una superficie a, la integral sobre a de la curvatura de A. Más precisamente, si 
V C Q/G es un subconjunto abierto y s : V E Q es una sección local suave de tf, sean 
p : [0,1] —> Q/G un lazo continuo contenido en V y r := 7(0). Para q E Qf, la fibra de Q 
sobre r, definimos $.4(7? d) ^ G por

Sa^M) '=expG (5.1.1)

donde As := s*(M) es la expresión local de A en la trivialización inducida por s (por lo 
tanto es una 1-forma sobre V con valores en g : = LiefG) y expo : g —> G es la aplicación 
exponencial. Si, además, p es el borde de una superfice a contenida, en V, por el Torema 
de Stokes, tenemos

$.4(7.«) = «Pe (5.1.2)

para Bs := s*(B) = dA\ donde B es la curvatura, de A.

5.2. Conexiones y Curvatura discretas

En lo que sigue vamos a. dar una descripción local de la forma de conexión discreta, y 
su curvatura.

5.2.1. Expresiones locales para la conexión y curvatura discreta
Definición 5.2.1. Sean V C Q/G un subconjunto abierto y s : V —> Q una sección local 
de tf. Dada una forma de conexión discreta. Aa \U —> G definimos la expresión local de la 
conexión discreta con respecto a. s por

Asd ;V —> G como M¿(ro,r!) := Ad(s(r0), sfrQ), (5.2.1)

donde V" := (D x V) GU" C Q/G x Q/G.

99



Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal, V C Q/G un abierto y s : V —> Q una 
sección local de tf. Definimos <ps : V x G —> tf-1(E) por

^(as) :=Ç(s(r)) (5.2.2)

que provee una trivialización local del librado respecto de la sección s.

Lema 5.2.2. En el contexto de la Definición 5.2.1 se satifacen,

1. V es abierto, Ayxv C V y (s x s)(V") C U.

2. Ad está bien definida y es suave.

3. AdQ^/r^gQ^s/r^giV) = yMd(r0, n)^1 para todo (r0, n) G V" y g0,gi G G.

4. Si además Ad es simétrica entonces (^(r0, /'J) ' = ^(zq, z'o).

Demostración. 1. V es abierto por ser intersección de conjuntos abiertos. Para (r, r) G 
Ayxv se tiene que (r, r) = (tf(q), tf(q)) con q G tf '(P) y como Aqxq C U entonces 
(r, r) G U". Sea (z'o/zq) G V", de modo que (z'o/zq) = (7F(g0), ^(íi)) para (ç0,9i) € U 
(porque V C U"v Por otro laclo, como tf(qj) = rj = 7r(s(zy)), concluimos que 
existen hj G G tales que s/rQ = ^. (%) y, entonces (por ser U G x G-invariante) 
concluimos que (s(r0), «(n)) G U.

2. Como (s x s)(V") C U entonces Asd está bien definida y es suave porque las aplica­
ciones Ad y s son suaves.

3. Por 1 sabemos que (s(r0), «(n)) G U para todo (z’ojZq) G V y como U es G x G- 
invariante entonces ^s(r0, g0Y ^(zq, g^) = (^O(s(ro)), ^(«(zq))) G U, entonces:

Ad^s^'oDJoYVs^'-v.g^ = Az(^0(s(r0)),^(s(ri))

= QxAdWoY s(r1))y01

= yM^ro/zqjyá1.

4.
(^(ro,^))-1 = (^(ro), sH))-1

= ^/(s^zy), s(r0)) por ser Ad simétrica

= ^d(n,r0).

Ejemplo 5.2.3. En el contexto del Ejemplo 2.1.12, el librado principal trivial, podemos 
tomar U := R>o y la sección global de pi8 s(z') := (z', 1). Entonces, la exprexión “local” de 
Ad^ es ^^(7'0,74) := exp(z(ri - z'o)^) para todo (ro/rj G V = Q/G x Q/G = (R>0)2.
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Definición 5.2.4. Sean V C Q/G un subconjunto abierto y s : V —> Q una sección local 
de tt. Dada una forma de conexión discreta Ad ;U ^ G, definimos la expresión local de 
la curvatura discreta Bd con respecto a s por

Bsd : V^ —> G como S¿(r0, r15 r2) := Bd(s(rQ, s^r^, s(r2)), (5.2.3)

donde V"® := {(r0, n, r^ E (Q/G)3 : (r^ rQ E V ^ 0 < i < j < 2}.

3.
B^roprKrQ = Bd(s(r0), s/rQ, s(r2))

= Ad(s(r0), s^rQ^Ad^s^rQ, s(r2))Ad(s(r0), s(rQ)

= -4d(ro,r2)-1^(ri,r2)^(ro,ri).

4. Para (z'o, n, r2) E P"f3) tenemos que (s(r0), «(n), s(r2)) G U^ó y por la G x G- 
invariancia de U tenemos que (^(s(z'¿), ^.(slrQ)) E 14 para todo 0 < i < j < 2. 
Entonces (^s(r0, y0), ^(zq, gQ, Vs(r2, y2)) = (^O(s(ro), ^(s(ri)), l^(s(r2))) G U^ y

Lema 5.2.5. En el contexto de la Definición 5.2.4 y considerando el isomorfismo <ps : 
V x G —> Q|tr ya definido en (5.2.2). Entonces,

1. y^ = (y x V x V) ÍAU"^ es abierto en (Q/G)  y (s x s x s)(V"®) C lA X3 3

2. Bd está bien definida y es suave.

3. B^r^n,^) = ^(r0, ra)"1^^, r2)^(r0, rj para todo (r0,ri,r2) G V"(3).

4. Bd^s^o, gQ, pAg^gQ, ps(r2, g2)) = goB^o, n, r2)gñ\ para todo (r0, n, r2) E V'^ \ 
90,91,92 E G y <ps definida como en (5.2.2).

3

Demostración. 1. (r0, n, r2) G P"^ O (tí, rj) E V" = (V x E) E\U" VO < i < j < 2 o 
(ro, ri, r2) G (V xV x V)9U"^ y es abierto por ser intersección de conjuntos abiertos. 
Sea (90,91,92) £ (s x s x s)^"^), de modo que (90,91,92) = (s(r0), s(ri), s(r2)) 
para algún /ropr^pr^ E V"^3/ Por otro laclo tenemos que (71(90), 71(91), tt(92)) = 
((ti o s)(r0), (ti o s)(ri), (ti o s)(r2)) = (r0,ri,r2), con (rti<r3<r2) E U"^ entonces 
(71(9,:), iv(qj)) = (r^, Tj) E 14" para todo 0 < i < j < 2, y como U es G x G-invariante 
tenemos que (9», qQ E U para todo 0 < i < j < 2, por lo tanto (90,91, 92) G U®.

2. Bd está bien definida ya que por el ítem 1, (s x s x s)(V"^) C U^. Como 
fí¿(r0, ri, r2) = Bd(s(pi(r0, zq, r2)), s(p2(r0, zq, r2)), s(p3(r0, zq, r2))), (s x s x s) : 
p"( ) _^ ¿/"(3) y gd . ¿/(3) ^ q gon suaves entonces Bd es suave.3
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BdMr0, y0), ^s(z'i, 9i), Vs^192)) =
= -X,/(yMzo-9o)- A.s(/-2-92)) '->Tz(V.s(n ■ 90^

= (92Az(s(r0), s(r2))90 1)-192Az(s(ri), s(r2))yf 1y1Az(s(r0), «(n)^1

= 9oAs¿tQi r^A>^r^A>til r^g^

= goB^ro, ri, r^^gQ1 por el item 3 de este Lema.

Ejemplo 5.2.6. Considerando la trivialización dada en el Ejemplo 5.2.3 y la curvatura 
descripta en el Ejemplo 3.3.3 tenemos,

B^Ao, ri ■ '2) = exp(i(-(r2 - roy + (r2 - r^ + (n - royyy (5.2.4) 

para todo (r0, n, r2) G p'ds) _ ^>0y3, ^g £^cji ver qUe ^^ = 1 s¡ y 8ólo si y = 1.

5.2.2. Transporte paralelo asociado a una conexión discreta
Definición 5.2.7. Sean X un conjunto y N E N U {0}. Un N-camino discreto en X es 
un (N + l)-upla x. = (xq, ...,xn) G A'7V+1. Los puntos inicial y final de x. son xq y xn 
respectivamente. El conjunto de todos los At-caminos con punto inicial x y punto final 
x' se denota por Çl^yx^Y cuando x = U, el conjunto es denotado por ÇInQQ y sus 
elementos son llamados N-lazos discretos. Además definimos 9,(x,xY := Uv=0 ^-nA, x') 
y Q(x) := Q(x, x\

Para x E X y N E N U {0}, el lazo x. = (xq, ...,in) con Xj = x para j = 0,..., N es 
un elemento de ÍInAY Llamamos a este camino discreto lazo constante con base en x

Definición 5.2.8. Sean X un conjunto y U C X x X. Para r, r' E X y N E N U {0}, 
decimos que un At-camino discreto r. E Qjy(r, r') está subordinado a U si Aj-A-A^ E U 
para j = Q...,N. El conjunto de estos 7V-caminos discretos se denota por Q,n,iA'E r'y 
cuando r = r' el conjunto se denotará por ÇIn.uA) Y sus elementos serán llamados Ai-lazos 
subordinados a U. Además definimos fl^z', r') := Uv=o ^^^(p f/) Y ^u(Q := ^u^aY

Sean U C Q x Q un subconjunto de tipo D y hd : W —> Q x Q un levantamiendo hori­
zontal discreto sobre tf. Entonces para cualquier camino discreto en Q/G r. E VLnwVg r'l 
y q E Q\r definimos inductivamente,

9o := 9 Y Qk := hd^k-i, r^ para k = 1,..., N (5.2.5)

(recordemos hd := p2 o hAy Es sencillo verificar que como (zy_i, zy) G U" para todo 
k = 1,..., N entonces (9^-1, r^ E W1 por lo tanto cada q^ está bien definido y tvAA = rk- 
Entonces q. := (9o,---,9v) £ ^v(9, 9v) Y ^(9^) = rN = r' por construcción.
Definición 5.2.9. Sean U C Q x Q un subconjunto de tipo D y hd : W —> Q x Q 
un levantamiendo horizontal discreto sobre tf. Para cualquier camino discreto en Q/G 
r. E klN^»/ryry y q E Q\r llamamos a q. = (g0, •••1qN) £ ^N^qANy definido en (5.2.5), el 
levantado horizontal discreto de r. a partir del punto q.
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Observación 5.2.10. Dado un levantamiento horizontal hd : W —> Q x Q sobre tf y 
A^ su forma de conexión discreta asociada, por lo visto en el Capítulo 2, tenemos que 
A^lhAcp T^ = e Y, como HorAh = (yl^) 1 íc). podemos afirmar que el levantado horizontal 
q. G DN,Hor H^q, QnY

Definición 5.2.11. Sean U C Q x Q un subconjunto de tipo D y hd : U' -E Q x Q un 
levantamiento horizontal discreto sobre tf. Para r. E Dnp^ItaY definimos el transporte 
paralelo discreto sobre r.

PTd : Q|r -G QY' como PT^r.)^) := qN E QT-

donde q. = (g, •••, 91v) es el levantado horizontal comenzando en q.
La buena definición y suavidad del transporte paralelo viene dada por la definición del 

levantado horizontal.

Definición 5.2.12. Sean U C Q M Q un subconjunto de tipo D y hd : W -E Q x Q un 
levantamiento horizontal sobre tf. Para cada r. E DnwY) Y Q ^ QV definimos la fase de 
la holonomía discreta alrededor de r. en q como

^(r.,^) := K(q,PTa(r.KqY G G,

con k definida como en (A. 1.2).

La fase de la holonomía discreta está bien definida ya que Tr(PTd(r.)(g)) = Tr(g).

Proposición 5.2.13. Sean ha :W —> Q x Q un levantamiento horizontal discreto sobre 
tf, r E Q(G, q E Q|r y r. E DN(rf Entonces, para g E G,

1. Si q. E ^N^q^N) es el levantado horizontal discreto del camino r. a partir de q, 
el camino discreto q.' definido por qk := l^q^ para k = 0,..., N es el levantado 
horizontal discreto de r. a partir de l^qf

2. Además, $d(r., Z^(ç)) = g^d(r., qVg~h

Demostración. 1. Por definición, el levantado horizontal discreto de r. a partir de 
^(q) es q' £ ^N(l^(qY Ón) con q'k = Kfq'^-^pr^ para k = 1,...,N. Entonces, 
por el ítem (2) del Teorema 2.1.15, q'T = ha^^qoY ri) = Pí^h^l^^^Xqo^r!^) = 
p-Al^Q (hd(q0, n))) = l^qyf Entonces inductivamente podemos ver que qk = l^q^ 
para k = 2,..., N.

^d(r.,l?(í)) = K(Ç(9),^U(r.)(Ç(</)))

= .<to,q(PTd(r.^

= gn(q, PT^rYÇqYg^1 por la Obs.A. 1.32

= g'Mr.^g-1.
□
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Lema 5.2.14. Sean Ad : U —> G una forma de conexión discreta sobre el G-fibrado 
principal tf : Q —> Q/G, V C Q/G abierto y s : V —> Q una sección de tf. Entonces, 
para cualquier camino discreto r. E flNy^o^N) y Qo ^ Q\r0, las siguientes afirmaciones 
son válidas.

1. Sea q. E DN(q0,qN) el levantado horizontal discreto de r. a partir de q0 E Q|ro. 
Entonces, existe un único gk E G tal que para <ps definida en (5.2.2), qk = <ps/rk,gk) 
para k = 0,..., N .

2. PTd(r.)Q>s(r0, g0)) = ^s(rN,gN) con gN = goH^i^d^k-iAk)-1-

Demostración. 1. Sea q. = (go,..., gv) el levantado horizontal discreto de r. partir de go- 
Entonces (qk-i,qQ G HorAd y <qk-i,qk) G tt 1 (Vz) x tf W) ya que /rk-i,rk) E V. 
Usando la trivialización del fibrado se tiene qk = ^s/i'k, gk) para un único gk E G, 
por ser <ps un difeomorfismo.

2. Por definición de transporte paralelo, PTd(r.)(<ps(r0, g0)) = <ps(tn, gN)-
Por (3) del Lema 5.2.2 y porque (g^-i, qQ G HorAd tenemos gkAd(rk-i, rQÇgk-iQ1 = 
e y, entonces gk = gk-i(Asd/rk-i, rQQ1 y aplicando esto de forma recursiva llegamos 
a gN = go níLi -A^r^Krk)-1.

Proposición 5.2.15. Sea Ad ‘.U —> G una forma de conexión discreta sobre tf. Entonces, 
para cada N > 2 valen las siguientes afirmaciones.

1. Para cada q. E DN(q,q') tal que (qo, qk, Qk+i) G U^ para k = 1,..., N — 1 se tiene

N N-l
^Y^Ad(qk-i,qk)-1^Ad(qo,qN) = Bd(q0, qk, gF i) ' 

k=l k=l

2. Sean V C Q/G un conjunto abierto y s : V —> Q una sección de tf. Entonces para 
r. E DnQo) tal que (r0, fk, '/y-+i) G V"® para k = 0,..., N — 1 y g0 G Q|ro tenemos

N N-l
Ma qo) = go(^f[Ad(rk_i,rk)_1^go1 = Bd(q0, qk, g/<i) ' (5.2.6)

k=l k=l
donde g. G Q vígo) es el levantado horizontal discreto de r. a partir de g0 y go es tal 
que <ps/r0, g0) = g0, con <ps definida como en el Lema 5.2.2.

Demostración. 1. Probemos la igualdad por inducción sobre N.
Sean N = 2 y q. E kl2(q, q') tal que (g0, qk, g^+i) G U® para k = 1
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2
H Aa<qk-i, qkT^A^qo, q-^ 
k=l

AA^q^ 1 Ad(91, 92) 1)A(9o,92)

= (A(9i,92)A(9o,9i)) A(9o,92)

= (A(9o-92) 'AA-FJAí^

= Sd(9o, 91,92) 1

Sea q. E Qa^ i (9. 9') tal que (9o,9k,9fc+i) € M® para k = 1,..., N. Entonces,
ZV+1 N

( H MmA 'jMoúv J = (H^^-^^^^^’^+J^A^o^a^ = 
k=l k=l
N

( H -M^-^ ki^ A(9o, qN) A(9o, q.j'AAqN , 9n+1 ) XA(9o, 9n+1 ) 
k=l
N-l

( H i3d(qo,qk,qk+iT1^Ad(qo,qNT1AAqN,qN+1T1AAqo,qN+A = 
k=l
N-l N

( II BaUj^qk.qk i) ^Baúj,,^^^ = H Bd(q0, qk, qa i) ' ■ 1° que termina el
k=l k=l

paso inductivo, probando la validez del ítem 1 para todo N.

2. Como (r0, rk, rfc+1) G V"^ para k = 0, ...,N — 1, entonces r. E ÍAvA/'o) y por 
el Lema 5.2.14 tenemos que el camino levantado horizontal 9. de r. a partir de 90 
tiene sus componentes qk = <ps(rk, gk) para únicos gk E G y FTA'-XybO'o, úo)) =

N
Vs^n^n) con 9N = yo(H A^rk-i/r^y Entonces, como r0 = rN, PTd(r.Xqo) =

PTd(r.)(Vs(r0,g0)) = ys(r0,gN) = /^(s^q)) = Z^ i(Z^0(s(r0))) = Z^ iAs(r0,y0)) = 

GrAq»!
Un do

Entonces la fase alrededor de r. es:

Az(r.,9o) = K(qo,PTd(r.Xqo^

= K(9o,^g-i(9o))

9n9o

n
= úo ( El ^d^k-i, r^^gQ1 

k=l

Como (z'o, rk, rk+1) E V"® entonces (s(r0), s(rk), s(rk_i)) E ¿A3) para todo k (por el
ítem 1 del Lema 5.2.5 ). Luego,

105



*W.,g0) =
N

= go ( A^rk-ij Vk') '^ho ' Por el cálculo anterior 
k=lN

= 9o ( JI Az(s(rk-i), s^r^y^go1

= £o( H ^dCKroXstrfcXstrfc+i^-^.Ad^roXs  ̂ por ítem 1
k=l
N-l

= 5o ( JI M^o), s(rk), s^rk+^y^go1

porque rN = r0 y -Adfspo), sOo)) = e

= 9o( H B^TO’ rk' rk+iT^go1

N-l
= 9o(go1 JI Mys(ro,go),Vslrk,gk), xíe,xx\VX9o^9<? 

k=l
por el item 4 del Lerna 5.2.5

= JI MqoAkAk+iT1- 
k=l

5.3. Cohomología singular y adaptaciones

En esta sección recordaremos nociones básicas utilizadas en la Teoría de Homología 
Singular (ver [Mun84]) y luego haremos una adaptación para poder trabajar con formas 
de conexiones discretas y curvaturas discretas.

Sean X un espacio topológico, n E NU {0} y {e0,..., e„} una base canónica de Rn+n.

Definiciones 5.3.1.

1. Definimos un n-símplice estándar como A„ := ^2^=otjej e El"1 : =
1 y tj > 0 V j = 0,n}, donde e, E Rn+1 y (ej)k = ^ para j, k = 0,n.

2. Sea X un espacio topológico, un n-símplice singular en X es una aplicación continua 
Tn : An —> X.

xEn este contexto, es conveniente considerar Rn C I- "1 como el subconjunto de sucesiones que se 
hacen cero luego de la n-ésima componente. Por lo tanto, R”-1 es un subespacio de Rn y la inclusión es 
una aplicación lineal.
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3. Una n-cadena singular en X es un elemento del grupo abeliano libre generado 
por los n-símplices singulares, el cual denotaremos por S^Xy Cualquier elemento 
T E Sn(X) tiene una única representación como una combinación lineal finita de 
n-simplices singulares T„ como T = ^CjT^ con Cj E Z. Los elementos Cj son todos 
ceros salvo un número finito de ellos.

4. Para n E N e i = 0,..., n la i—ésima cara de un n-símplice estándar es la aplicación

dada por

n—1 n

^ri^^^í6^ "= 52 ^J 1 (j S^ ^ = 0, 
3=0 3=1

n—1 i—1 n

dnC^2 V^ := 52 Va + 52 VXj sii = l,..., n.
3=0 3=0 j=i+l

5. Para n E N, se define el n-ésimo borde como el morfismo de grupos

9n : Sn(X) -E S^ÇK)

tal que
n 

et ;=ye~w°éy 
i=0

Observación 5.3.2. Para Cj E An_i se tiene

í ej+i E An si i = 0,1,...,j,

I Cj E A„ si z = ] + 1,..., n.

Ejemplo 5.3.3. Sea Ti un 1-símplice singular en X, se tiene

d1T1(l)=T1(0,l)-T1(l,0).

Sea T2 un 2-símplece singular en X, entonces

ÔíTíÇíQí C) = T2(0, to, ti) — T2(to, 0, ti) + T2(to, ti, 0).

Definición 5.3.4. Sea G un grupo abeliano y n E N U {0}. Definimos el grupo de n- 
cocadenas singulares en X con valores en G como el grupo Sn(X, G) := hom(Sn(Xy G) 
y el operador coborde singular 5n : Sn(X,G) —> S'n+1(A', G) como (únan)(T„+i) : = 
»n(<9n+iT„+i) para todo an E S^X^) y T„+i G A^+^X).

Ejemplos 5.3.5.
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(i) Sea a0 E S°(X,G) y Tt un 1-símplice singular de X, entonces

(5o«o)(71i) — o?o(diTi(l))
= ao(Ti(O,l) -^(1,0)) (5.3.1)
= ao(Ti(O,l))-ao(Ti(l,O)).

(ii) Para ay E XÍX. G) y T2 un 2-símplice de X, tenemos

(5i«i)(T2) = atiU^V^to, ti)
= «1(72(0, ti, Í2) — T2^to10, ti) + T2(t0, ti, 0)) (5.3.2)
= <21(72(0, ti, Í2)) — «1(72 (to, 0, ti)) + «1(P2(to, ti, 0)).

Observación 5.3.6. Es sencillo probar que la aplicaciones borde y coborde satifacen 
<9,i-i 0 dn = 0 para n > 2 y 5n+i o 5n = 0 para n > 0.

Definición 5.3.7. Sea an E Sn(X,G) y Tn E Sn(X). Definimos

«n •= «„(P„).

Observación 5.3.8. Si «„ G Sn(X, G) y T„+i G Sb+i^X") entonces,

/ «n = «„(<9„+i7k+i) = (án«n)(7k+i) = / 5ncxn, (5.3.3) 
7d„+iT„+i 7r„+i

que se puede ver como una versión de la fórmula de Stokes para cadenas y cocadenas 
singulares.

5.3.1. Cadenas y cocadenas singulares menores
A continuación vamos a considerar una pequeña variación de las construcciones an­

teriores, con el objetivo de definir cadenas y cocadenas de X que están, en un sentido, 
controladas por un conjunto abierto. Sean X un espacio topológico, U C X x X un 
subconjunto abierto (para la topología producto) y n E N. Definimos:

[/•7+P ._ {(x0?xi,... , x„) E A'"+1 : (ay, Xk) E U para todo 0 < i < k < n}. (5.3.4)

Definición 5.3.9. Para n E N, un n-símplice singular Tn de X se dice U-menor si 
(Tn(e0), ...,Tn(en)) G U^'n+1\ Denotamos por S.n.,u(X) al grupo abeliano libre generado 
por los n-símplices singulares [/-menores de X. Los elementos de Sniy serán llamados 
n-cadenas singulares U-menores de X. Para completar, definimos Sq^ : = s0(xy
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&»W := {T = e &(X) : (^(eo), ...,UG-)) e

con Cj tocios ceros salvo un número finito de ellos}.

Para n ^ 1 definimos
9n : Sn,u(X) —> Sn-i,u(X)

mediante
flUmO |S„-l,cr(-V) /„x 

°n\sn,u(X) V1 )

Lema 5.3.10. Sean X un espacio topológico y U C X x X. Entonces,

1. Sniu(X) C Sn(X) es un subgrupo para todo n > 0.

2. 9^ está bien defínela y 9^ o 9^+1 = 0, para todo n > 1.

Demostración. 1. Es claro que S^u^X) C Sn(X\ Veamos que S^u^X) es un subgrupo 
de SMY
T = oeSn,u(X) \

Sean T,R E S^u^X) entonces T = ^2 ajTn y R = ^2 ^iR-V Entonces T + R =

aiTn + ^2 bjR^ = ’̂ ¿ciPn con Ia suma formal, si T^ = R^ para algún il,jl

entonces q := (a^ + bj^ y P„ := T^. Por lo tanto es claro que ^P^eç,^ ..., P^Cn^ E 
(/(»+i) y asf tenemos que T + R E Sn,u(X) .

SeaT = ^ aiTn e Sn,u(X) entonces -T = ^ -djT^ y como (T^(e0),..., T^(en)) G 
i i

U, se concluye que — T E Sniu(X\
Por lo tanto Snjj(X) es un subgrupo de Sn(X).

2. Veamos que d^ está bien definida. Sea T E Sniu(X), veamos que d^T E Sn-^u(X'). 
Supongamos T = Tn un n-símplice entonces d^Tn := ^2"=0(—1)J\Tn o d^.
Entonces por la Observación 5.3.2, para Cj E Xn_i se tiene

Entonces ((Tn o 9^)(ej), (Tn o 9^)(e)¿)) E U para todo 0 < j < k < n — 1, por ser Tn 
[/-menor. Por lo tanto 9^(T) £ -Sn-iy^V). Por linealidad vemos que 9^ está bien 
definida.

2Cuando decimos T = 0 es T = 0, que puede interpretarse como la suma sobre todos los n-símplices 
singulares, cada uno con coeficiente 0 G Z
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Por último, como 9U es la restricción de <9 tenemos que: 
9^ ° 9n+l =9n° 0h1 = 0.

Por lo tanto {Súyr, d^} forma un complejo de cadenas. Llamaremos á„ a la aplicación d^.

Definición 5.3.11. Sean G un grupo abeliano y U C X x X. Para n E NU{0}, definimos 
el grupo Sn'L\X1 G) := hom(Sn. ,u(X), G\ sus elementos son llamados cocadenas singulares 
U-menores de X. El morfismo de grupos

5^ : Sn’u(X,G) -e Sn+1’U(X,G)

dado por
án ^^(Tú+i) .= Q^d^+iTÚ+i)

es llamado coborde singular U-menor de X.

Lema 5.3.12. Sean X un espacio topológico y U C X x X. Entonces para todo n > 0,

1. S"(X. G) C Sn,u(X, G) es un subgrupo.

2. 5^ está bien definida y 5^+1 o 5^ = 0.

Demostración. 1. Sea an E Sn(X,G) entonces an : S^X) —> G y como Sniu(X) C 
Sn(X) es un subgrupo entonces anlsy^qv) : Sn¿j(X) —> G es un morfismo de 
grupos. Entonces Sn(X, G) C Sn’u(X,G) y como Sn(X,G) es un grupo con las 
mismas operaciones que Sn'u (X) entonces S"(X. G) C Sn'L\X,G) es un subgrupo.

2. fi^ está bien definida ya que, si Tn+1 E Sú+iyr^Y), 9n+iTn+1 E Sn¿j(X\ Por otro 
laclo, si Tn+2 € Sn+2,u(X),

(C+i o^HCG^) = C+1(Ca„)(T„+2)

= (á^Oín)(dn+2Tn+2)

= Ctn (<9n+l (<9n+27~n+2))

= 0 porque á„+1 o dn+2 = 0 por (ii) de Lema 5.3.10.
Entonces 5^+1 o 5^=0.

Por lo tanto ^Sn'u, 5^ forma un complejo de cocadenas. Llamaremos 5n a la aplicación 
5U.

Por último, para A y A' grupos abelianos, / G hom(A, A') y para n E NU{0} definimos

/* : Sn’L\X, A) -y Sn’L\X, A') por f>n) := / o (5.3.5)
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que satisface /* o 5^A = 5^'A' o /* (Le., /* es un morfismo de complejos de cocadenas).
Como aplicación de las ideas desarrolladas hasta ahora, en la próxima sección cons­

truimos cocadenas menores asociadas a conexiones discretas sobre tf, cuando el grupo de 
estructura del fibrado pincipal es abeliano.

5.3.2. Conexiones discretas y cocadenas singulares
Sea Aa \U —> G una conexión discreta sobre el G-hbrado principal tf, con G abeliano. 

Para cada 1-símplice Ti E 8-^(0) definimos,

W^) := .4^(1,0)^(0,1)) G G.

Luego extendemos de forma lineal a todo T E Si^^QY Entonces [.4d] define un elemento 
en S^Q^. "

Observar que si Q es conexo, la cocadena menor [.4d] determina la función Aa ;U ^ G. 
Por lo tanto, la forma de conexión discreta de una conexión discreta es realmente una 
1-forma (una cocadena) para esta (menor) cohomología singular, al menos cuando G es 
abeliano. Si Ba : U^ —• G es la curvatura discreta de Aa y T2 E S2,u(Q1G) es un 
2-símplice, definimos

\Ba\(T2) := Sd(T2(l,0,0), T2(0,1,0), T2(0, 0,1)) G G.

Luego extendemos de forma lineal a todo T E S2iuVQY Entonces [Sd] define un elemento 
en S2^(Q,GY '

Ejemplo 5.3.13. En el caso de la forma de conexión discreta Aa,p, introducida en el
Ejemplo 2.1.12, si Ti = 52^i °tri = •S’i.Qxq^o x ^(1)) = <Si(R>o x [/(!)), entonces

N
[Ajm) = HíA^^o),^!))^ = exp

J 1

Del mismo modo, si T2 = 52^1 a/T^ E *S2,qxq(R>o x D(l)) = S'2(R>o x [/(!)), tenemos

(M(^) = n(s^(7^i^,2(o^
J 1 = 1^,^) = :(dX) ^(uL^)

(N
í ^ (—(r2 — ToT + (r2 — Tl^ + (rl — ^o)^)

1=1

Proposición 5.3.14. Para [>ld] G 1S1,W(Q,G) y \Ba\ E S^^^Q^G^ tenemos que ^Ba\ 
SÍ\Aa\ y 5^[Sd] = e.
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Demostración. Sea T2 un 2-símplice singular ¿/-menor. Entonces,

VWQ =Bd(T2(A 0,0), T2(0,1,0), T2(0,0,1))
=^(T2(1, 0, 0), T2(0, 0, i))-1^^^, 1, 0),T2(0, 0, 1) W^l, 0, 0),T2(0,1, 0)).

Por otro lado tenemos

(Ó^A^^ =(M o ^)(T2) = W(T2 o d2° - T2 O d) + T2 O d2)
=M(T2 o d20)([^d](T2 o aDrVJm o a2)
=Ad(T2(0,1, 0), T2(0, 0, l)Md(T2(l, 0,0), T2(0, 0,1))-1^(T2(1, 0, 0), T2(0,1, 0))

y como G es abeliano entonces \B(i\ = ó^A^.
Por el Lema 5.3.12 5^ o 5^ = e entonces ó^VBa/ = ^Qi^A^ = e.

Observación 5.3.15. La expresión i5^\Bd\ = e la podemos interpretar como una versión 
discreta de la Identidad de Bianchi.

Corolario 5.3.16. Sea Ad : U —> G una conexión discreta sobre tf : Q —> Q/G con Q 
conexo. Si existe «o £ S° (Q) tal que [A/] = 5^o0 entonces Ad es plana, es decir, Bd = e.

Demostración. Como [.4J = 5^o0, por la Proposición 5.3.14 y el Lema 5.3.12 , tenemos 
\B(i\ = ó^Ad] = (5^ o 5^)o0 = e. Por lo tanto, para un 2-símplice T2 E S2^(Q),

e= \B<T2) = Sd(T2(l,0,0),T2(0,l,0),T2(0,0,l)). (5.3.6)

Para (90, 9i, 92) £ U^, como Q es conexo (por lo tanto, conexo por arcos), existe una 
función continua 7 : [0,1] —> Q tal que 7(0) = g0, 7(5) = 9i y 7(1) = q2. Sea T2 : A2 —> Q 
definida por T^íchíi,^) ■= 7(|¿i + ¿2); es inmediato que T2 es un símplice en S2,u(Q) y 
se satisface T2QQ = q¿ para j = 0,1,2. Entonces, usando (5.3.6),

BM, qi, 92) = Sd(T2(l, 0, 0), T2(0,1, 0), T2(0, 0,1)) = e.

5.3.3. Conexiones discretas y cocadenas singulares (versión lo­
cal)

En la Sección 5.3.2 describimos la forma de conexión discreta y la curvatura de un G- 
fibrado principal como cocadenas singulares (menores), de igual forma podemos describir 
las expesiones locales de estos objetos.

Sean V C Q/G un sub conjunto abierto, s : V —> Q una sección de tf y Ad : U —> G 
un forma de conexión discreta sobre tf. Sea Ad : V" —> G la expresión local de Ad con 
respecto a s.

Para un 1-símplice Ti E Siy"(Q/G') definimos

KKTO-^míi.oj.TJo.iDeG.

112



Luego extendemos de forma lineal a todo T E S^v'^QY Entonces [>4¿] define un elemento 
en S1,V"(Q/G,G). ’

De modo análogo, sean B¿ : V"® —> G la expresión local de Aa y T2 E S2,v"(Q/G) un 
2-símplice. Definimos

[^](T2) := ^(P2(l, 0, 0), P2(0,1,0), T^O,0,1)) G G.

Extendemos luego de forma lineal a todo T E S2iv”(QY Entonces \B^ define un elemento 
en S2’VXQ/G,GY " "

Ejemplo 5.3.17. En el caso de la forma de conexión discreta Aa,p, introducida en el 
Ejemplo 2.1.12 junto con la trivialización (global) del Ejemplo 5.2.3, si Ti = QjT{ E 
-Suq/gxq/gÍ^o) = ^(R^), tenemos

N
t^ffi) = Hí^í^tro), Tf (0,1))^ = exp

De modo análogo, si T2 = ^^ a^T^ E S^q/gxq/gO^x)) = S2(R>0), tenemos

Pura =
3 3 3 3

=:Tq = = :r2

(N
í 5Z ^ (— (r2 — ^)M + (r2 — ^y + (rl — '^^

1=1

Lema 5.3.18. Para [>lj] 6 ¿^"(Q/G, G) y ^B¿\ E S2'v" (Q/G,G) como antes, valen 
[S^Cl^yC^e. ‘ '

Demostración. Se prueba de forma análoga a la demostración de la Proposición 5.3.14. □

5.4. Holonomía alrededor de un lazo

En esta sección vamos a dar una fórmula explícita para la fase de la holonomía discreta 
alrededor de un lazo que está contenido en un conjunto abierto trivializador de tf. Vamos 
a considerar el caso en que G, el grupo estructural de tf, es abeliano.

Observación 5.4.1. Por la Proposición 5.2.13 los diferentes valores de la fase de ho­
lonomía discreta alrededor de un lazo, comenzando en diferentes puntos de la fibra co­
rrespondiente son elementos conjugados de G. Cuando G es abeliano, la fase discreta 
alrededor de un lazo en distintos puntos de la fibra son todas iguales, de modo que solo 
depende del lazo, vamos a denotar esta fase simplemente por $d(r.).
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Lema 5.4.2. Sea Aa : U —> G una conexión discreta sobre tf, con grupo de estructura 
abeliano G. Sean V C Q/G un subconjunto abierto conexo y s : V —> Q una sección local 
de tf. Para cualquier lazo discreto en Q/G, r. E ÍIn,v"M, tenemos que

(1) existe r = ^=1 Ti E si,v"(Q/G) tal que T^Cq) = rk_Y y T^eQ = rk para 
k = 1,...,A.

(2) Entonces, para r, ÜÍLi ^(n-i, rkV = (J-[^]) \

Demostración. (1) Como V es conexo y fj E V para j = 0,..., N, podemos tomar un 
camino continuo ^rk_ivrk : [0,1] —> V tal que q^^-r^O) = rk-i y Ak_i,rk(!) = ^k 
para k = 1,...,N. Definimos T/ : Ai —> Q/G como ^’((l — t)eo + teQ := ^-rk-^rk/tG 
para t E [0,1]. Por último, definimos

(5.4.1)

y como 7^(1, 0) = rk~i y T/(0,1) = rk, se tiene que (T/(e0), T^eQ) E V", porque 
r. E GIn^'^oY P°r 1° tanto r E Si,vQQ/G).

(2) Por definición de J,

N \ N
GA GIMW)
k=l / k=l

^n^íEM.ryei))=n^-^

entonces inviertiendo ambos lados probamos el ítem (2).

Decimos que la cadena menor r E Si,v" (Q/G) interpola el camino discreto r.

Teorema 5.4.3. Sean A¿ : U —> G una conexión discreta sobre un G-fibrado principal 
tf : Q —> Q/G con G abeliano, V C Q/G un subconjunto abierto conexo y s : V —> Q 
una sección local de tf. Para r. E DnQq) tal que (r0, rk, rk+Q E V''® para todo k = 
0,..., N — 1, tenemos

donde r E Si,v" (Q/G) es una cadena menor que interpola el camino discreto r., en el 
sentido del Lema 5.4.2. Si, además, existe ã E S2,v"(Q/G) tal que d^ (ü) = r, entonces
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Demostración. Por la Proposición 5.2.15, porque G es abeliano y por el ítem 2 del Lema 
5.4.2 tenemos,

N / \ 1Mr.mlYA^^r^G \aG .
k=l '

Si a es como en el enunciado, por Lema 5.3.18 y por (5.3.3) tenemos, 

A^] = hrw= / j^]= /w
J O" v O" J Ó^ O" v T

Ejemplo 5.4.4. En el caso de la forma de conexión discreta Ad^ introducida en el Ejem­
plo 2.1.12 junto a la trivialización (global) del Ejemplo 5.2.3, si r. E DNiy»(r0') = Ç1n(f0), 
se satisface automáticamente que, (Fo^Fk^Fk+y E V"® = R>0 para todo k. Entonces po­
demos aplicar el Teorema 5.4.3 para calcular la fase de holonomía discreta ^¿(z'.). Una 
1-cadena en R>0 que interpola r. es r := Sjíi Ti Para ri (Vo + Uei) := Vj,! + Grj, 
con t0 + 5 = 1 y toAi > 0- P°r 1° tanto, usando (5.4.2) y el Ejemplo 5.3.17, tenemos

/ , x -i / n \
$d(^) = ( / VM ) = ([A/JCt))-1 = exp -i ^Fj - Fj,^ . (5.4.4)

7 \ 3=1 /

Construimos ã E S^Rx)) como sigue. Primero, para cada j = 1,..., N — 1, definimos

{3tFj + (1 — 3t)r0, si 0 < t < |,
(3t - 1)5+1 + (2 - 3t)5, si | < t < f,
(3t — 2)r0 + (3 — 3t)5+i, si | < t < 1,

y Tytoeo + tiei + t2e2) := 7j(|U + |t2), con t0 + ti +t2 = 1 y to,ti,t2 > 0. Finalmente, 
ã := ^2^=^ Ty Por construcción ã G S'2(R>o) y se puede ver que d2¿r = f. Entonces, 
usando (5.4.3) y (5.2.4),

•W-) = (/kA = (MJW)-1

N-l N-l
^TVB^a.MiT’to.i.ovKM.w'-IVB^

3=1 3=1

N-l
= H exp(-z(-(5+i - 7'0)^ + (rj+i - Fj^ + (f.¡ - F0y^ 

3=1

(N-l
-Í 52 (-(5+1 - roy + (5+1 - 5)^ + (5 - roy) 

3=1

(N-l \

3=0 /

que conincide con el cálculo anterior de $d (f.).
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5.5. Formas con valores en el álgebra de Lie

El objetivo de esta sección es definir las funciones a¿ y b¿ con valores en g de modo 
que Asd = expG(a¿) y Bd = expG(ó¿). Con esto podremos definir las cocadenas singulares 
que nos premitirán probar un análogo discreto de (5.1.1) y (5.1.2).

5.5.1. Logaritmo de A¿ y S^
Enunciamos el siguiente Teorema que es necesario para lo que sigue.

Teorema 5.5.1. Sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Entonces, la función 
exponencial expG : g —> G es un difeomorfismo entre entornos abiertos Uy y Ve de 0 G g 
y e E G. Además, cuando G es abeliano, expG es un morfimos de grupos, considerando g 
como grupo de Lie con la operación dada por la suma.

Demostración. Ver Teorema 2.10.1 y Corolario 2.13.3 de [Var84]. □

Lema 5.5.2. Sea G un grupo de Lie abeliano, entonces existen entornos abiertos Uy C Uy 
y Ve C K de 0 6 g y e 6 G respectivamente tales que expG |G< Uq —> V'e es un 
difeomorfismo y los conjuntos Uq y V¿ satifacen las siguientes propiedades:

1. Uq es invariante por su aplicación antipodal.

2. Dados «i, a-2, a-3 6 Uy entonces ai + a-2 + a-3 6 Uy

3. V¿ es invariante por su inversión (y 1—> y ').

4. Dados yi,y2,y3 G V^ entonces yiy2y3 G Ve.

Demostración. Definimos t : g x g x g —> g, como t(ui, U2, n^ := «i + «2 + «3. Notamos 
que t-1(Uy) es abierto por ser t una función continua. Como (0, 0, 0) G ¿ 1 (í/o) y la toplogía 
en g x g x g es la topología producto, podemos encontrar abiertos Uy, U^y U3 en g tales 
que (0,0,0) E U3 x U2 x U3 C ¿ '(í/o).

Definimos los conjuntos Uy := Uy C U3 C U2 C U3 y Uy := {—u : u E Uy}. Entonces 
Uy := Uy fl Uy C Uy y V'e := expG(í/¿) C Ve son entornos abiertos de 0 G g y e G G 
respectivamente. Además, expG |G< Uy —> V¿ es un difeomorfismo.

1. Uq es invariante por la aplicación antipodal.

Veamos esto, sea a E Uq entonces a E Uy C Uy por lo que a E Uy y —(—a) G Uy 1 
entonces —a E Uy y —a E Uy. Finalmente se tiene —a E Uq.

2. Dados ai, a-2, a3 E Uq entonces ai + a-2 + a3 E Uy.
Sean a-i, a-2, a-3 G Uy entonces (ai, a-2, a-3) G U3 x U2 x U3 y con esto se tiene ai + a-2 + 
a-3 G Uy.
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3. Veamos que V/ es invariante por su inversión.
Sea g E V/ entonces existe a G Uq, tal que exp(a/ = g. Por el punto 1 de este 
resultado se tiene que —a E Uq y entonces, por ser expG un morfismo de grupos, 
expG(—a) = expG(a)-1 = y 1 6

(1) W C V'V es abierto y W"V C W

4. Dados gi,g2,g3 € V/ entonces g^g?, E Ve.
Probemos esto, sean yi,y2,y.3 £ K' entonces existen a^a^a^ E Uq tales que
919293 = expG(cii) expG(a2) expG(a3) porque expG |^ un clifeomorfismo

= exp(ai + a2 + a-s) por ser G abeliano
por el punto 2 del Lema «i + a2 + a3 G Uq y como expG determina un difeomorfismo 
entre Uq y Ve entonces yiy2y.3 G Ve.

□
Sean G un grupo abeliano, el grupo estructural del fibrado tf y Ad ;U ^ G una forma 

de conexión discreta sobre tf. Además fijamos un conjunto abierto V C Q/G y una sección 
s : V —> Q de tf.

Definición 5.5.3. Sea W" := (AlQ) 1 (VQ) C Q/G X Q/G y

U'

tal que ^¿(z'o, zq) = expG(a¿(r0, zq)). Diremos que a^ es el logaritmo de la expresión local 
de Ad­

Lema 5.5.4. En el contexto de la Definición 5.5.3 tenemos que W C V" es abierto, ad 
está bien definida y es suave.

Demostración. Como Ad : V —> G es suave y V/ C G entonces W := (gI/) '(L/) C V 
es abierto. Sea (r0, n) G W, entonces Ad/r0, rQ E V/ y, como expG J^: ^ -^ V/ 
es un difeomorfismo entonces existe un único a.^/rQ/rQ E Uq tal que expG(aj(r0, zq)) = 
Gt¿(r0, n)- Por lo tanto ad está bien definida. Como exp |G¿ es un difeomorfismo y Ad es 
suave entonces ad también es suave.

□
Definición 5.5.5. Sean W := (23;j) 'n-j:) C (Q/G)3 y la aplicación

bsd : W" -G Uq

tal que Bd/r0, zq, r^ = expQ/b^/rQprypr^Y Llamaremos logaritmo de Bd a la función bd.

Lema 5.5.6. En el contexto de la Definición 5.5.5 sea W'^3^ := {(r0, zq, r^ E ^Q/G^^ : 
(zy, rQ E W” VO < i < j < 2}. Entonces,
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(2) bd está bien definida y es suave.

(3) b^íro, zq, r2) = -a¿(r0, r2) + a^n, r^ + a^o, n) V(r0, n, r2) G W^.

Demostración. (1) Como Bd : V'^ G G es suave y Ve C G es abierto entonces W" C 
V"^3^ es abierto. Para (ro,ri,r2) E W"^ tenemos que (rt/rj) E W" para todo 
0 < i < j < 2, entonces A^r,., Fj) = exp(a¿(r¿, r,)) G V'e para todo 0 < i < j < 2 
y por el Lema 5.5.2 £>f)(z’O, zq, zq) = .A^zy,, zq)-1^^, zq)>4;?/r^^ G Ve entonces 
(r0,ri,r2) G W".

(2) Sea (r0, zq, zq) E W" entonces B^fq, zq, zq) E Ve y como expG |^ es un difeomorfismo 
entonces existe un único bd(Fo, zq, zq) G Uo tal que expG(ó¿(zq, zq, zq)) = B¿(f0, zq, zq), 
por lo tanto bd está bien definida. La aplicación bd es suave porque expG |^ es un 
difeomorfismo y Bd es suave.

(3) Sea (z'o, z'!, z'2) G LV^b Entonces

expG(^(r0,zq,zq)) = B^fq, zq, zq) E Ve

= -4¿(r0, r^y1 Asd(r 1,1'2) Asd(r0, zq) por el Lema 5.2.5

= cqqú/qjÇ^Gq^^ 
porque (^¿ir?) E W"

= expG(-^(r0, zq)) expG(a/z(zq, zq)) expG(^(r0, zq))

= exPoHfi/h)^^
porque G es abeliano

Como a^ÍFo, r2), a^Ti, r2), a^íjo, zq) G U^ entonces -a¿(r2, r0)+a^(ri, r2)+a^(r0, n) G 
Uy (por el Lema 5.5.2), y por ser la aplicación expG : Uq —> Ve inyectiva entonces:

^(ro, z'i, r2) = -a^z’o, r2) + a^zq, r2) + a^(r0, n).

5.5.2. Cocadenas singulares menores asociadas a asd y bsd
Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal, con G abeliano y A¿ : U —> G una cone­

xión discreta en tf. Consideremos el complejo de cadenas menores {S„^//(n+ij (Q/G), 9"^ } 
y el complejo de cocadenas menores {S,",vv"tn+1) (Q/G, g), 5^"}.

Para un 1-símplice Ty E Siy^n^Q(G) definimos

KÀ : S1,W4Q/G) -^ g

como
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MlUil^^UifLO),^^,!))

Luego extendemos de forma lineal a todo T E S-^wYQ (GY Entonces [ay] define un
elemento en Sy'w'\Q (G, g).

De modo análogo, para un símplice T2 E S^wYQ (G^ definimos

[^] : S2,WYQR -^ 0
como

[O^) := ^(T2(l, 0, 0),T2(0,1, 0), T2(0, 0,1))

Luego, extendemos de forma lineal a todo T E S^wYQ (GY Entonces \bs(l\ define un 
elemento en S2,w" (Q/G, qY

Proposición 5.5.7. Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal, con G abeliano y
Aa : U —> G una conexión discreta en tf . Entonces 5]^ [ay] = \b®¿ y 5^ \b®¿ = 0

Demostración. Para T2 un 2-símplice de S2iw(Q/G) y por el ítem (3) del Lema 5.5.6 
tenemos,

Í&M) =bsd(T2(G 0,0), T2(0,1,0), T2(0,0,1))
= - ^(T2(l, 0,0), T2(0,0,1)) + a», 1,0),P2(0, 0,1)) + ^(T2(l, 0, 0), T2(0,1,0)).

Por otro laclo,

« N)(^2) =(K] O 9^(1^ = la^T2 O d° - T2 O ^ + T2 o d2)
= K](T2 o d2°) - M(T2 o d,1)) + K](T2 o d2)
=a¿(T2(0,l,0),T2(0,0,l))-a¿(T2(l,0,0),T^

Como G es abeliano, \bd\ = ¿^"[uy].
Por el Lema 5.3.12 5^" o Y^" = 0, entonces ^"[^j = ^"(á^" [ay]) = 0.

Las cocadenas [>ly] G S’1,V"(Q, G) y [S¿] 6 S2'v" (Q, G) definen naturalmente elementos 
de S1,w"(Q,G) y S2,w"(Q,G) respectivamente ya que por el Lema 5.5.4 W" C V".

Proposición 5.5.8. Para las cocadenas [^] G S^'^Q/G^) y ^¿ E S2’W'XQ/G,G)
tenemos,

KJ = (expG)4afJ y \B^ = (expG)*[^]

donde (expG)* es el morfismo de cocadenas complejas definido en la Sección 5.3.1 e indu­
cido por expo E hom(g, G).
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Demostración. Sea Ti un 1-símplice en Si^YQ/G/ Entonces, 
(expG)*K](Ti) = expG0^(71)) por (5.3.5)

= expG(^(T1(l,O),T1(O,l)))
= Ad(Ti(Í, 0), 7i(0,1)) por la Definición 5.5.3

= Pti] (T1)-
Sea 72 un 2-símplice en S2,w"(Q/GY Entonces, 
(expG)#^](T2) = expG(\bsdYT2Y por (5.3.5)

= expG^(T2(l,0,0),T2(0,l,0),T2(0,0,l)))

= S¿(T2(1,0,0), 7^(0,1,0), 7^(0, 0,1)) por la Definición 5.5.5

= □
Teorema 5.5.9. Sean tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal con G abeliano y Aa \U —> G 
una conexión discreta sobre tf. Dados un subconjunto abierto V C Q/G, s : V —> Q una 
sección suave de tf y r0 E V, para cualquier r. E Dn/cQ tal que (r0, r^, rk+i) E W^ para 
todo k = 0,..., N — 1, tenemos que la fase de holonomía discreta alrededor de r. es

W = expG í- f^A , (5.5.1)
\ Jr /

donde r E Si^YQ/G) interpola r., es decir, r es como en el Lema 5.4.2. Si, además, 
existe ã E S^w'YQ/G) tal que 9^ (ã) = f, entonces

^(r.) = expG (- j\bsd^ . (5.5.2)

Demostración. Observar que r E Si^YQ/G) C Si^YQ/G) entonces, 
^(r.) = (J?[^]) por el Teorema 5.4.3

= 0A)H'/')) 1 Por definición de J
= (((expG)*[ay])(z~))-1 por la Proposición 5.5.8

= expG([a¿](z~))-1por definición de (expG)*

= expG(—[uy](z~)) porque expG es un morfimo de grupos

= expG(—J_[a¿]) por definición de J

Ahora supongamos que, 8^" (a) = r. Entonces, 
^¿(r-) = expG(— J-[a¿]) por lo anterior (5.5.1)

= expG(- Jdvv"(á)H])

= expG(— J- ^"[uy]) por la Obs. 5.3.8

= expG(— f-\bdY por la Proposición 5.5.7.
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Capítulo 6

Resumen de resultados y 
conclusiones

■ En la categoría de espacios fibrados con secciones:

• Las escisiones a izquierda (semilocales) de la Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5) 
que satisfacen ciertas condiciones de equivarianza están en correspondencia 
biyectiva con las conexiones discretas sobre tf.

• Las escisiones a derecha (semilocales) de la Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5) 
están en correspondencia biyectiva con los levantamientos horizontales discretos 
sobre tf.

• Probamos que la Sucesión de Atiyah Discreta (2.1.5) es escindida a derecha (o 
izquierda) si y sólo si la sucesión es equivalente semilocalmente a una extensión 
producto fibrado de {Q/G) x {Q/G) por G.

■ Definimos la curvatura de una conexión discreta como la obstrucción para que ciertas 
funciones sean morfismos de grupoides de Lie (locales). También vimos que esta 
noción de curvatura permite, por ejemplo, calcular la holonomía alrededor de un 
lazo discreto cuando el grupo estructural del fibrado es abeliano

■ En la categoría de grupoides de Lie locales.

• Probamos que existe una relación biyectiva entre las conexiones discretas planas 
sobre tf y las escisiones a derecha de la SAD sobre U (4.2.8) en la categoría de 
Grupoides de Lie locales.

• Son equivalentes las escisiones a derecha de la SAD sobre U (4.2.8) y los 
isomorfismos de la SAD a una extensión producto semidirecto U" por G.

■ Caso: grupo de Lie G abeliano.

• Construimos un formalismo que permite interpretar a las conexiones discretas 
y sus curvaturas como cocadenas en un complejo singular
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• Hallamos una fórmula para la fase de la holonomía de una conexión discreta 
en términos de integrales de cocadenas 5-evaludas.

En esta Tesis hemos provisto un marco categórico que permitió caracterzar por com­
pleto a las conexiones discretas como escisiones de una sucesión (extensión) conocida 
como Sucesión de Atiyah discreta y que ya fuera bosquejada por M. Leok, J. Marsden y 
A. Wieinstein en [LMW05]. También dimos una nueva carcterización en este marco en 
términos de isomorfismos de la SAD con sucesiones tipo producto fibrado.

Más aún, hemos dado un segundo marco categórico en el cual se pueden caracterizar 
las conexiones discretas planas como las escisiones (a derecha) de la SAD. También dimos 
una nueva caracterización en términos de extensiones tipo producto semidirecto de ciertos 
grupoides. Este tipo de análisis fue posible gracias a la introducción de la noción de 
curvatura de una conexión discreta.

Estos resultados extienden más aún el paralelismo existente entre las conexiones dis­
cretas y las conexiones principales en fibrados princiales.

En el caso particular de fibrados principales con grupo estrutural abeliano hemos 
identificado a las formas de conexión discreta y a su curvatura con cocadenas de la coho­
mología singular. Usando esta interpretación y nociones naturales de transporte paralelo 
asociado a la conexión discreta, hemos hallado expresiones para la holonomía discreta que 
son en un todo análogas a las dadas por Marsden, Montgomery y Ratiu para conexiones 
(continuas) en [MMR90].

Quedan varios caminos para explorar en relación con los temas tratados en esta Tesis. 
Por ejemplo, el uso de la discripción de las conexiones discretas en términos de escisiones de 
la SAD para entender la relación entre las conexiones principales y las conexiones discretas. 
Otro tema abierto es, en el contexto de la reducción de los sistemas mecánicos discretos 
con simétrías, la relación entre la curvatura de una conexión discreta y la curvatura 
mixta presente en dicha teoría. También es de interés el extender los resultados obtenidos 
sobre holonomía discreta en el contexto de grupo estructural abeliano a situaciones más 
generales.
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Apéndice A

Apéndice

En este apéndice inluimos algunas definiciones y resultados de Geoemtría Diferencial 
y de Categorías que son comunes en la literatura, para unificar notaciones y tenerlos como 
referencia del cuerpo principal de le tesis. También incluimos algunos resultados sencillos 
pero que no es fácil hallar en la literatura.

A.l. Generalidades: variedades y grupos de Lie

Definición A.1.1. Una aplicación suave / : M —> N se dice que es una submersion si 
Tpf : TpM —> Tf^N es suryectiva para todo punto p de M.

Definición A.1.2. Una aplicación suave / : M —> N se dice que es una inmersión si 
Tpf : TpM —> Tf^N es inyectiva para todo punto p de M.

Definición A.1.3. Una aplicación / : M —> N se dice que es un embebimiento si es una 
inmersión inyectiva y un homeomorfismo en su imagen (con la topología relativa de Nf

Definición A. 1.4. Sean M y S C M variedades suaves. Entonces S es una subvariedad 
inmersa si la inclusión i ; S ^ M es una inmersión.

Definición A.1.5. Sean M y S C M variedades suaves, entonces S es una subvariedad 
embebida si la inclusión i : S M- M es un embebimiento.

Definición A.1.6. Un subconjunto S de una n-variedad suave M se llama subvariedad 
regular de dimensión k si para todo p E S existe una carta (U\p) de M tal que p E U y 
vale la siguiente ’’Propiedad de subvariedad regular” con respecto a S;

<uns) = v(u) n (Rfc x {o})

para 0 E R" U

Lema A. 1.7. Sea M una variedad suave. S es una subvariedad embebida de M si y sólo 
si S es una subvariedad regular de M.
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Demostración. Ver Teorema 5.8(pág 101) de [Leel2], □
Lema A.1.8. Sea X una variedad diferencial entonces Ay := {(x,x) : x E A)} es una
subvariedad embebida y cerrada en X x X.

Demostración. Definimos F : X —> X x X como F^x) := (x,x), F es una inmersión 
inyectiva suave y F\Im^Fl es un horneomorfismo, por lo tanto F es un embebimiento 
entonces F(A) = Ay es una suvbariedad embebida. Como idx —> X es una aplicación 
conntinua entonces graf(idx) = Ay es un conjunto cerrado en A x A.

□
Proposición A.1.9. Sean M y N variedades suaves (con o sin frontera) y F : M —> N 
una inmersión suave inyectiva. Si se cumple alguna de las siguientes condciones entonces 
F es un embebimiento suave.

(a) F es una aplicación abierta o cerrada.

(b) F es un aplicación propia.

(c) M es compacta.

(cl) M tiene frontera vacía y dim^M) = dim(N\

Demostración. Ver Proposición 4.22 en [Lee09]. □

Teorema A. 1.10. Sean M, N variedades suaves, F : M —> N suave y S Ç M una 
subvariedad inmersa o embebida entonces F\g : S —> N es suave.

Demostración. Ver Teorema 5.27 en [Lee09] □

Corolario A.1.11. Sean M, N variedades suaves y Z Ç N una subvariedad embebida. 
Entonces si F : M —> N es una aplicación suave tal que F(M) Ç Z entonces F\z : M —> 
Z también es suave.

Demostración. Ver Corolario 5.30 en [Lee09] □

Definición A.1.12. Sea / : M —> N una aplicación suave y Z C N una subvariedad 
regular (o embebida) de N. Decimos que / es transversal a Z si para todo p E /-1(Z) se 
tiene Tj^N = Tj^Z + Tpf(TpM).

Teorema A. 1.13. Sea / : M —> N una aplicación suave y Z C N una subvariedad 
regular (o embebida) de N de codimensión k y supongamos que / es transversal a Z y 
/ '(Z) ^ 0 • Entonces S := /-1(Z) es una subvariedad regular (o embebida) de M con 
codimensión k y T^S^ = (Ts/)-1(7y(s)Z) para todo s E S. Además como consecuencia 
f\z : S —> Z es una submersion.

Demostración, ver Teorema 2.47 (pág. 80) en [Lee09].
□
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Definiciones A.1.14.

(i) Una G—acción /^ de un grupo de Lie G sobre una variedad Q es una acción propia 
si la aplicación 6 : G x Q —> Q x Q definida por 0(g, q) := (V^q), q) es propia.

(ii) lQ es una acción libre si l^{q) = q solo para g = e.

Proposición A.1.15. Sean Q una variedad y G un grupo de Lie actuando sobre Q por 
lQ. Supongamos que lQ tiene la propiedad que para cualquier sucesión convergente (qQjes 
en Q y sucesión QjQjes en G tal que Çl^qj^jç^ es convergente, existe una subsucesión 
convergente de (^OjeN- Entonces l^ es una acción propia. Inversamente, si la acción l^ es 
propia, entonces vale la propiedad.

Demostración. Ver Proposición 9.13 en [Lee03]. □

Teorema A. 1.16. Sea P una acción de G un grupo de Lie sobre una variedad Q suave, 
que es libre y propia. Entonces:

(i) el espacio cociente Q/G es una variedad topológica de dimensión dim^Q^ —dim^G),

(ii) Q/G tiene una única estructura suave con la propiedad que la aplicación cociente 
7f^,g : Q —> Q/G es una submersion suave.

Demostración. Ver Teorema 9.16 en [Lee03]. □

Proposición A.1.17. Sea G un grupo de Lie actuando suavemente sobre las variedades 
Q y P tal que ivQ'G : Q —> Q/G y ivp'G : P —> P/G son submersiones suaves. Si 
/ : Q —> P es una aplicación suave G-equivariante, entonces existe una aplicación suave 
/ : Q/G —> P/G tal que ivp'G o / = / o tvq'g .

Demostración. Es una aplicación de la descripción local de submersiones.
□

Corolario A.1.18. Sea G un grupo de Lie actuando de manera suave, libre y propia 
sobre las variedades M y N. Si / : M —> N es una aplicación suave y G-equivariante, 
entonces existe una única aplicación suave / : M/G —> N/G tal que tvn'g o / = / o tvm’g.

Corolario A. 1.19. Sea G un grupo de Lie actuando suavemente, libremente y propia­
mente sobre las variedad Q. Si / : Q —> P es una aplicación suave G-invariante, entonces 
existe una única aplicación suave / : Q/G —> P tal que / = / o 7f^,g.

Definición A.1.20. Un espacio fibrado (E, (/g M, S) consiste de variedades diferenciables 
E, M, S y una aplicación suave </ : E —> M, tal que para cada m E M existe un abierto 
U C M con m E U y un difeomorfismo $ : o H U '; —> U x S tal que el siguiente diagrama 
es conmutativo,

f^^fixS (A.1.1)
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Ejemplo A.1.21. Sean E y M variedades diferenciales. (E x M,pi, E, M) es un fibrado. 
La proyección p^ : E x M —> E es una aplicación suave. Para e G E y un abierto U que 
contiene a e, el difeomorfismo idyp^-ipp : (pj '(U) —> U x M hace que el diagrama 
(A. 1.1) sea conmutativo, con $ := id^-ipi). Este fibrado es llamado fibrado trivial.

Observación A.1.22. Se puede probar que si (E,<f>,M, S) es un fibrado entonces fi es 
una submersion suave y una aplicación cociente abierta.

Definiciones A.1.23.

1. Si (EjjfijjMjjSj) (para j = l,2) son espacios fibrados, una aplicación suave F : 
E-y —> E2 es un morfismo de fibrados sobre la función suave / : K-R —> M2 si 
el siguiente diagrama conmutativo,

Ei----- >■ E2

A A

MY—^M2

2. Una sección de un fibrado (E, fi, M, S) es una función suave a : M —> E tal que 
fi o a = idM- El conjunto de todas las secciones de E se denotará por P(E).

Definición A.1.24. Sea {E,M,fi,F} un fibrado, dada dos cartas trivializadoras lJJa^a^ 
y (Up, $a) tal que Uap := Uar\Up ^ 0, podemos escribir (thaoch^m, /) = (m, ^«p^fif^ 
para todo m E Uap y f E F donde «b^ : Uap —> Diff(F) son las funciones de transición 
del fibrado. El fibrado es llamado G-fibrado para un grupo de Lie G si existe una G-acción 
a derecha sobre F denotada por rE tal que todas las funciones de transición son de la 
forma $ap(m) = T^p^ para una familia de funciones suaves xap : Uap —> G que 
satisface xp7(m)xap(m)) = ya7(m) para todo m E Ua A Up A U^ 7^ 0.

Sea (E, fi, M, G) un G-fibrado tal que G actúa sobre la fibra G por multiplicación a 
derecha. Entonces E es llamado G-fibrado principal sobre M.

Teorema A.1.25. Sea (E, fi, M, G) un G-fibrado principal. Entonces fi es una submersion 
suryectiva, G actúa libremente a izquierda sobre E y y las G-órbitas para esta acción son 
de la forma o fimj. para m E M. Inversamente, si fi : E —> M es una submersion 
suryectiva y el grupo de Lie G actúa libremente a izquierda sobre E tal que las órbitas 
son de la forma o 1 (//z) para m E M, entonces (E, fi, M, G) es un G-fibrado principal.

Demostración. La primera parte es por cáculo directo. Para la recíproca ver el Lema 18.3 
en [Mic08] □

Corolario A.1.26. En el contexto del teorema A.1.16 tve'g : Q —> Q(G es un G-fibrado 
prinipal.

Lema A.1.27. Sea ^ : M —> R un G-fibrado principal. Entonces la G-acción sobre M 
es propia. Si, además, (E, fi, M, S) es un fibrado y G actúa sobre E por lE haciendo fi 
G-equivariante, entonces lE es propia.
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Definición A.1.28. Sea G un grupo de Lie y {E,(/),M,S) un fibrado. Decimos que G 
actúa sobre el fibrado E si existen G-acciones a izquierda libres y propias lE y lM y una 
G-acción a derecha rs sobre S tal que:

(i) lM induce un G-fibrado principal tvm’g : M —> M/G.

(ii) (j) es una aplicación G-equivariante para ambas acciones.

(iii) para cada m G M existe una carta trivializadora {U, $^) de E tal que U es G- 
invariante, m E U y para la acción lUxS sobre U x S dada por lExE{m, f) : = 
{l^1 {m),Tg_1{s)), la aplicación $G es G-equivariante.

Proposición A.1.29. Sea G un grupo de Lie actuando sobre el fibrado {E,c/,M, S). 
Entonces <^ induce una aplicación suave ^> ; E/G —> M/G tal que {E/G, M/G,^ S) es 
un fibrado.

Demostración. Ver Proposición 9.16 en [FTZ16] □

Ejemplos A.1.30. Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal.

1. Veamos que Q Tx -t G C Q x G es una subvariedad embebida. Sea F : Q x G —> 
Q/G x Q/G, definida por F{q0, tvQxG’g(q1, ^)) = ^(qo^Pi^9^’0(qiMiW. como 
F es suave, Aq,g es una subvariedad embebida de Q/GxQ/G por el el Lema A. 1.8, 
F es transversal a Aqjg porque tf y pi son submersiones entonces por el Teorema 
A. 1.13 Q G C Q x G es una subvariedad embebida.

2. Probemos que Q 7rx7ropi (Q x G) C Q x (Q x G) es una subvariedad embebida 
y cerrada, sea F : Q x {Q x G) —> Q/G x Q/G definida por F{q,{q'g')) := 
(7r(g), (tf ° Pi)(tz', y'))? observemos que Q^ xTOpi {Q x G) = F^^Aq/g), como F es 
una aplicación suave, Aq/g es una subvariedad embebida cerrada (por lema A.1.8 
del apéndice) y F es transversal a Aq/g porque se verifica que Tpq^q^Q/G X 
Q/G = TF(qMgl))AQ/G + T(qMgl))F{T(qMgl))Q x {Q x G)) para todo {q, (q',g')) E 
F 1 (Aq/g). porque F es una submersion por serlo tf, entonces por el teorema A. 1.13 
del apéndice F ' (Aqíg) es una subvariedad embebida que además es cerrada por 
la continuidad de F.

3. Veamos que Q^ xpi ({Q/G) x {Q/G)) C Qx{Q/GxQ/G) es una subvariedad embebi­
da. Sea F : Q x {{Q/G) x {Q/G)) —> Q/GxQ/G, definida por F(q0, ir{qi), tt^)) = 
(tf(ço), 7r(gi)), como F es suave, Aq/g es una subvariedad embebida de Q/G x Q/G 
por el el Lema A. 1.8, F es transversal a Aq/g porque tf y pi son submersiones en­
tonces por el Teorema A.1.13 Q^ xpi {{Q/G) x {Q/G)) C Q x {{Q/G) x {Q/G)) es 
una subvariedad embebida.

Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal. Consideremos la sub variedad embebida 
Q txtQ. Como la G-acción sobre Q es libre podemos definir

k : Q ^x^Q —> G por n{qo, qi) := g, donde g E G es tal que ^{qo) = qi- (A.1.2)
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Lema A.1.31. La aplicación k definida como en A.1.2 es suave.

Demostración. Sea (90,91) E QT xT Q y (U, $) una trivialización local del fibrado tf tal 
que tf(90) = 71(91) € U. Entonces como Q\u ^x^ Q\u = (Q ^x^ Q) n (Q|cf x Q|tí) es abierto 
en Q TxT Q, alcanza ver que kIqi^x^qi^ es suave.

Definimos k : (U x G) x (U x G) —> G como k(Ao. y0), Cd, 9i)) := 9i9õ\ la cual 
es suave por ser el producto y la inversión en el grupo de Lie G suaves y $ x $ : Q\y x 
Q|ír —> (U x G) x (U x G) como ($ x $)(g0, Qi) := ($(9o), $(9i)) que es un difeomorfismo 
porque $ lo es. Q|tr TxT Ql^ es una sub variedad embebida en Ql^ x Ql^ porque como 
Q TxT Q C Q x Q es una suvbariedad embebida, Q|u x Q|^ C Q x Q es abierto y 
Q|u ^x^ Q|ír = (Q TxT Q) n (Q|ír x Q|ír) de modo que Q|ír ^x^ Q|ír es una subvariedad 
embebida en Q|tí x Q|tí. Por lo tanto ($ x á’ilyi^^x^yi, es suave.

Como Q\u txtQ\u es una sub variedad embebida y $ x $ es un difeomorfismo entonces 
($ x $)(Q|u txt Q|ír) es una subvariedad embebida en (U x G) x (U x G), entonces 
k\(5>x^(Q\UirxTQ\u) es suave.

Ahora veamos que k|q|^x^ = A^^^q^ ° ($ x $)lQk/^Q|r/
Sea (90,91) € Q|u Tx_ Q|ty usando la trivialización (U, $) del fibrado tf tenemos que 

q0 = <I> 'G.yoj.gi = Ú^1 (a?, yi) entoncesAgo) = A^^yo)) = <I> 1 G. y^yo) =
<h_1(x, yx) = 9i entonces y := yiy^1 es el único elemento de G tal que Z^(go) = 9i, 
por ser la G-acción sobre Q libre, entonces k\q\utxtq\uAo. óA = 919o1- Y por otro laclo, 
N(<T>x<T.)yy,^xvy,uoH,x<lG^^^ = Á;(^>(g0), ^>(gi)) = kAx,9oYA,9iA = 9ig01.
Por lo tanto «Iqi^x^ = ^Igi.x.i.XQi^x^Qit-y ° ($ x $)Iqi^x^ y como ^x^íQi^x^Qit-y 
y ($ x ^h^ |Qkyx^Qky son suaves entonces kIqi^^x^qi^ es suave, por lo tanto n es suave.

Observación A.1.32. Es fácil ver que «(^(go), ^(91)) = ^«(Ço,gi)y ^ Sea k := 
K^AoY^AAY entonces /¿(^(go)) = ^(yi), lo que implica que «(go,gi) = hrTkg, por 
lo tanto h«(9o, 9i)y-1 = k = k^AAAhAAY
Lema A.1.33. Sea tf : Q —> Q/G un G-fibrado principal. El subconjunto Q7rx7ropi (Q x 
G) C Q x (Q x G) es una subvariedad embebida cerrada y la aplicación

«2 : Q ^xTOpi (Q x G) —> G definida como «2(9, AY AY := ^WV^Y (A.1.3) 

es suave.

Demostración. Por el Ejemplo 2 en A. 1.30 Q TxTOpi (Q x G) C Q x (Q x G) es una 
subvariedad embebida y cerrada.

Ahora veamos que «2 es suave. Sea Gi : Q TxTOpi (Q x G) —> (Q TxT Q) x G definida 
por GAqo, Ai. 9A := (Í9o, 9i), y), que es suave por ser Q ^x^ (Q x G) C Q x (Q x G) y 
(Q TxT Q) x G C (Q x Q) x G subvariedades embebidas, G2 : í'Q_x_Qi x G —> G x G 
definida por GíAóo. 9i), y) := AAo. QiT1. 9Y que es suave ya que la inversión en el grupo 
de Lie G y « es suave por el Lema A.1.31 . Entonces como «2(9, AYAY^i = Y^G 0 ^2) 0 
GiA. AY g'YY tenemos que «2 es suave.

128



Definimos una G-acción sobre Qx(QxG) por l‘̂ x('QxG\q, (q’, (/)) := (9? ^xG(qS q’W 
la cual resulta ser libre y propia porque la G-acción [QxG sobre Q ^ G es libre y propia 
por lo probado en los Ejemplos 2.2.1. Como Q 7rx7ropi (Q x G) es G-invariante ya que 
zQx(QxG)^ ^g-^ = (^ ^q^l^OlAq^ = tf^^)) lo que implica que (g, ^h^'Y^hW^ ^ 
Q 7rx7ropi (Q X G) entonces la G-acción iQxtoxG) restringida a la subvariedad Q x7rj7ropi 
(Q x G) está bien definida, denominaremos a esta acción también por /QxíqxG), es sencillo 
ver que es libre y resulta ser propia porque la subvariedad embebida Q 7rx7ropi (Q x G) es 
cerrada.

Lema A.1.34. k2 definida como en (A.1.3) induce una aplicación suave k2 : Q^x^ (Q X 
G)/G —> G tal que ^q, tv9^'0^', g'^ = ñ2(q, (q', g')).

Demostración. Como k2 es suave, la G-acción /Qx(QxG) sobre q 7rx7ropi (Q x G) es libre y 
propia y k2 es G-invariante ya que,

^(jQxQxG^ (q'^g'^ = k^^^'y^g'^

= ^iGqi'yr^g^^

= ^wyr^'Y

= lw<W

= ^(9,9')-!

= ^2(q, W.g'^-
Entonces por el Corolario A. 1.19, k2 induce una aplicación suave k2 : Q^x^ {QxG)/G —> 
G tal que n^q, ivQxG’G(q', g'^ = ñ2(q, (q', g')). □

Definimos entonces,

«2 : Qtt xa G —> G como K2(q,7vQxG’G(qS g')) := ^q,q-yAg'Y (A.1.4)

Observación A.1.35. Veamos que K2^^q\ 7vQxG’G(q', g')) = gn2(q, TYQxG'G{q\ g'^g-1.

^l^qY 7TQxG’G(.q',g'Y = l<YaQ(qAq'A-^

= l(K(.q,q-)g^r^g')
~ ^g^q,q'yAg^

= l1^'G^

= l^^q.Tv^^k.q'.g'^

= gn^q.TV9^’0^' ,g'^g-1-

129



Lema A.1.36. Sea <^ : X —> Y una función suave, un conjunto abierto V C Y y
a : V —> X una función suave inversa a derecha (sección) de </, es decir, /> o a = idy.
Entonces, a es un embebimiento.

Demostración. Como o o rr = idy entonces a es inyetiva y tomando derivadas vemos que 
a resulta una inmersión.

Sea U C V, veamos que o/U) = o H U '; C u(V). Es claro que o/U) C u(V) y como 
(/(a^U)) = U entonces <7(17) C A 1 (77) y por lo tanto <7(Í7) C <ó 1 ( ¿J) Acr(Vz). Inversamente, 
si x E (/^/U) D a(V) entonces existe y E V tal que x = o/y) y como y = ^(a^y)) = 
^(x) E U, implica que x E cr/U\ por lo tanto A 1(77) C a(V) C u([/).

Veamos que crl0"^ ^ : y —> c(V) es un homemorfismo con la topología de subespacio. 
Para U C V abierto (como V C Y es abierto entonces U C Y es abierto) y </> : X —> Y 
continua se tiene que o H U '; C X es abierto; entonces o/U) = o H U '; C u(V) es abierto 
en u(V) con la topología de subespacio. Tenemos entonces que crl0"^ ^ : y —> u(V) es 
una aplicación abierta (con la topolgía de subespacio de X sobre a(V)) en consecuencia 
oj^Y . y —^ (j(V) es un homemorfismo. □

Lema A. 1.37. Sean lx y Z1 acciones de G sobre las variedades X e Y respectivamente
y / : X —> Y suave y G-equivariante. Entonces, para cualquier £ E g y x E X, tenemos
que Txf«x(x^ = ^yU^Y

Demostración. Tenemos,

TJ^x^ = TJ^M^^

£ 
dt

tJ££Py£3£

£ 
dt
Je^y^

= CyU££

Definición A. 1.38. Decimos que una aplicación / : X —> Y entre espacios topológicos 
es una aplicación abierta si f (17) es abierta en Y para todo U C X abierto. Y decimos 
que es una aplicación relativamente abierta si f^U) es abierta en f (Y) con la topología 
del subespacio, para todo U C X abierto. De manera similar, decimos que / es aplicación 
cerrada si f/C) es cerrada en Y para todo C C X cerrado, mientras que es una aplicación 
relativamente cerrada cuando f^C) es cerrada en f (Y) con la topología del subespacio.

Lema A. 1.39. Supongamos que G actúa sobre X e Y de tal manera que ttx'g : X —> 
X/G y i?'0 : Y —> Y/G son G-fibrados principales. Sea / : X —> Y una aplicación G- 
equivariante suave relativamente cerrada y / : X/G —> Y/G la aplicación suave inducida 
en los espacios cociente. Entonces, / es una aplicación relativamente cerrada.
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Demostración. Sea C C X/G cerrado y Z : = f(X/G) C Y/G con la topología de subes­
pacio. Entonces, por la continuidad de 7iXG. C := (7tV'G) '(C) C X es cerrado y, por 
la G-invariancia de ttx'g , C es G-invariante; además, G = tvx'g^CY Como / es relativa­
mente cerrada, f(C) C f(X) es cerrado con respecto a la topología relativa y, siendo / 
G-equivariante f/C) es G-invariante.

Como f^C) es cerrado en f(X) con la topología relativa, f^C) = V Rf(X) para algún 
V C Y cerrado. Consideremos V := fAgEG^g í^)? due es cerrado en Y , es G-invariante 
y V C V. Por lo tanto, V C /(A") C V C f (A") = f(C\ Inversamente, si f (c) G f(C) = 
V D /(A"), entonces /(c) G V y, para g G G, tenemos ¿^(/(c)) = f(lX-i(cY G f(C) C V, 
de modo que /(c) G Z^ (V). Por lo tanto, /(c) G HgcG ^g (^) = V' Y entonces, /(G) C V 
y, mejor, f (C) C V C f (A"). Por lo tanto, f(C) = V C f (A"). Esto dice que al escribir 
f (G) como cerrado en la topología relativa, se puede suponer que el conjunto cerrado en 
Y es G-invariante.

Ahora, como f(CY V' y /(A) son G-invariantes,

/(G) = ^(/((tt^^G)))
= ^Gu\c))
= 7vY'G(V'nf(X^
= 7f1’g(V/) D tC ,G(f (A")) porque V y /(A") son G-invariantes,
= ^(EOnz .............................

con ^^^(P^ C Y/G cerrado (porque (7r1’G)_1(7r1’G(V/)) = V es cerrado). Entonces /(G) 
resulta cerrado en Z, para C cerrado. Por lo tanto, / es relativamente cerrado.

□
Proposición A. 1.40. Sea / : X —> K un embebimiento. Entonces, / es una aplicación 
relativamente abierta y relativamente cerrada.
Demostración. Sea C C X cerrado. Entonces, como /|^*-A') : X —> /(A) es un homeo- 
morfismo (/(A") equipada con la topología de subespacio), fíC) = ((/l^lj-ij-i^j es 
cerrado en /(A), por lo tanto / es relativamente cerrada. Con el mismo argumento se 
prueba que / es relativamente abierta. □
Proposición A. 1.41. Supongamos que G actúa sobre X e A de tal manera que ttx'g : 
X —> X/G y tC iG : Y —> Y/G son G-fibrados principales. Sea / : X —> Y una 
inmersión inyectiva G-equivariante. Sea / : X/G —> Y/G la aplicación suave inducida 
en los espacios cociente. Entonces, / es una inmersión inyectiva.
Demostración. Comprobamos primero la inyectividad de /. Si /(7fa,g(x)) = /(tfa’g(A)) 
para algunos x, x' G A", tenemos que 7FI,G(f(x)) = tf1 ’G(f/x'^ y, entonces, existe g G G 
tal que Z^ (f/x)) = f/x'). Entonces, por la G-equivarianza de / tenemos f(lx/x^ = 
^g U(x)) = f(x'\ de modo que, como / es inyectiva, lx/x) = x', y concluimos que 
7fa,g(x) = 7FA’G(íL’/). Por lo tanto, / es inyectiva. Ahora, para 5r G T^X/C), supongamos 
que Trf^r) = 0 G Tjgr^Y/GY Como tvx’g es una submersion subyerctiva, existen x G X 
y 8X G TxX tales que r = 7fa,g(x) y óT = Tx7vx’G(óxY Entonces,

0 = Tr/(ár) = T^,Gm/(T$7ta’g(^)) = TxCfwx'G^ = Tx^Y'GOfXM = TKx^Y'GÇTxf^Y
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Entonces Txf(óx) E ker/T^iv1 ,G) y como sabemos que, para cualquier y E Y , kert/Tyi? 'G 
^v/y) : £ € 5} (el espacio vertical de tf1,g), concluimos que existe £ G g tal que Txf(óx) = 
CvU^Y Entonces, por el Lema A.1.37, tenemos Txf(5x) = Cy(Hx)) = Txf(£x(xy)- 
Como / es una inmersión, Txf es inyectiva y concluimos que 5X = £a"(^), por lo que 
5T = Txivx'G^5x^ = Txtvx'g^x^v-c^ = O^a-.g^) 6 T^a-.g^A/G), demostrando que Trf es 
inyectiva, y concluyendo que / es una inmersión inyectiva. □

Proposición A.1.42. Supongamos que G actúa sobre X e V de tal manera que ttx'g : 
X —> X/G y ?ClG : Y —> Y/G son G-fibrados principales. Sea / : X —> Y un embe­
bimiento inyectivo G-equivariante. Sea / : X/G —> Y/G la aplicación suave inducida en 
los espacios cociente. Entonces, / es un embebimiento.

Demostración. Por la Proposición A. 1.41, sabemos que / es una inmersión inyectiva. Por 
la Proposición A.1.40, / es relativamente cerrada, por el Lemma A.1.39, / es relativamente 
cerrada. Entonces, J|Aa7G) es una biyección continua que es cerrada, por lo tanto, es un 
homeomorfismo, demostrando que / es un embebimiento.

□

A.2. Categorías

En esta sección recopilamos una serie de definiciones básicas, ejemplos y resultados 
simples de la Teoría de Categorías. Vamos a denotar a la categoría de conjuntos y funciones 
por Set, a la categoría de espacios topológicos y aplicaciones continuas por Top, a la 
categoría de variedades suaves y aplicaciones suaves por M fd y a la categoría de grupos 
y morfismos de grupos por Grp.

Definición A.2.1. Sea C una categoría. Un objeto 0 E obc es llamado objeto inicial de C 
si para cualquier A G obc, existe un único O'1 G horneé, A). Un objeto 1 G obc es llamado 
objeto terminal de C, si para todo A G obc existe un único 1^ G homc(A, 1). Si un objeto 
en C es inicial y terminal, entonces es llamado objeto cero. Los objetos iniciales y finales, 
cuando existen, son únicos, salvo isomorfismo.

Definición A.2.2. Sea C una categoría. Un diagrama B 4- P A- A en C es un pullback 
del diagrama B A- C 4- A en C si el diagrama,

P—^ A

B^C

(A.2.1)
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es conmutativo y dado cualquier diagrama B ^— D ^ A en C tal que el diagrama

(A.2.2)

B C

es conmutativo, existe un único 5 E Homc^D^P^ tal que el siguiente diagrama es conmu­
tativo

Esta definición universal permite demostrar que los pullbacks, cuando existen, son 
únicos salvo isomorfismos.

Ejemplo A.2.3. Sean / G homset(X, Z) y g E homset(Y, Z). Definimos

Xf xg Y := {(^2/) G X x Y : f^A) = 9^ = U x ú) X^)

y seapj : Xj xgY —> X y P2 : Xj xgY —> Y las proyecciones de Xj xgY . Es inmediato 
que el siguiente diagrama es conmutativo.

(A.2.4)

í

Z

Ahora, supongamos que W es un conjunto, hx E homset(W, X) y hy E homsetW^Y^ 
son tales que el diagrama

(A.2.5)

z
es conmutativo. Entonces, definimos

5 : W —> Xj xg Y por S^ü) := (Av(iy), hi-(w));

como / o hx = g o hy entonces la imagen de 5 está contenida en Xj xg Y, por lo tanto 5 
está bien definida. De las definiciones, el siguiente diagrama en Set
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es conmutativo. Además, si 5' E hom$et(W, Xf xg Y) hace que el diagrama conmute 
(remplazando 5 por 5'), tenemos que 4(5'(4) = hxkw) y P^'^u)) = hyfiuf entonces 
5' = 5. Por lo tanto, 5 es el único morfismo que hace que el diagrama conmute y concluimos 
que Y E^ Xj xg Y —b X es el pullback en Set de Y ^E Z ^- X.

Ejemplo A.2.4. La construcción del pullback en la categoría de Set descripta en el 
ejemplo A.2.3 se puede usar en otras categorías con más estructura. Por ejemplo, en la 
Categoría Top de espacios topológicos y funciones continuas, donde X, Y y Z son espacios 
topológicos y / : X —> Z y g : Y —> Z son funciones continuas, Xj xgY C X x Y tiene 
la topología de subespacio de la topolgía producto de X x Y y por esta elección, ambas 
Pi y P2 son funciones continuas. Es fácil verificar que Y E^ Xj xgY —b X es un pullback 
de E 4 Z 4 X en Top.

Ejemplo A.2.5. Sea X,Y y Z en obMfd y f E homMfd^X, Z), g E homMfd(Y, Zf 
En la categoría de variedades suaves, X jXg Y no siempre será una variedad suave o 
Pi y P2 4s restricciones de las proyecciones a X pxg Y ) pueden nos ser suaves. Sea 
/ x g : X x Y —> Z x Z^ definida por (/ x g^fx^ y) := U(x^ 9(p)^ si / x g es tranversal 
a Xz entonces por el Teorema A. 1.13,

X fxgY = 4 x 4 '4z)

es una sub variedad embebida de X x Y. Además las proyecciones pj, P2 restringidas a 
X jXg Y resutan suaves. Por lo tanto, bajo la condición de transversalidad, el diagrama 

(A.2.4) es conmutativo en Mfd. Es fácil verificar que Y eT X ^x Y —b X es un pullback 
de E 4 Z 4 X en Mfd.

Definición A.2.6. Sea C una categoría con un objeto inicial 0 y f E homc(A, Bf Decimos 
~ f 9 0Bque (K, f, g) es un núcleo categórico de f si 0 E- K —> A es un pullback en C de 0 —> 

B 4- A, donde 0B G homc(0, B) es el morfismo inicial. Entonces, el siguiente diagrama 
conmuta en C,

K^^A (A.2.7)
f f
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Usualmente, denotamos a K con Ker(f). Observar que cuando 0 es un objeto cero en 
C, / = 0/< debe ser el único morfismo en homc^K, 0) y, entonces, decimos simplemente 
que (K, g) es un núcleo de /.

Lema A.2.7. Sean C una categoría con objeto cero y (Hi,ji) un núcleo categórico de 
/ G homc(A,B\

1. Si (H2,32) es un núcleo categórico de / entonces existe un isomorfismo g E homc(Hi, H2) 
tal que el siguiente diagrama en C es conmutativo:

(A.2.8)

2. Inversamente, si existe un isomorfismo g E homc^H^ H^ tal que (A.2.8) es conmu­
tativo, entonces (H2A2) es un núcleo categórico de /.

Demostración. Se demuestra utilizando la definición de pullback. □

Definición A.2.8. Sea C una categoría. Un morfismo / G homc^A, B) es un monomorfis- 
mo en C, si para cualquier C E C, el morfismo K : HomePCA) —> homc(C,B} definida 
por K^ : = / o g es inyectiva (en la categoría de conjuntos).

Definición A.2.9. Sea C una categoría . Un morfismo / G homc^A, B) es un epimorfismo 
en C, si para cualquier C E C, el morfismo K : homc^B,^ —> hom^A, C) definida por 
K(y) := g o / es inyectivo (en la categoría de conjuntos).

Definición A.2.10. Sean C y D categorías. Un funtor F ; C —y T> es una correspondencia 
que,

1. a cada objeto A E C asocia un objeto F(A) E D.

2. a cada morfimo / G hom^A, B) asocia un morfimo F(/) G /zomp(F(A), F(B)).

3. F(idA^ = idp^A) para todo A E C.

4. F(yoJ) = F(y)oF(/) para todos los morfismos / G homc^A, B) y g E homc(B,C\

Definición A.2.11. Sea C una categoría y Set la categoría de conjuntos. C es una cate­
goría concreta cuando existe un funtor F : C —> Set fiel. En otras palabras, si la función 
Fc.Set : homc(A,B') —> Homset^F^AY F^B^ asociada al funtor es inyectiva para cada 
a’b eC. '
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Ejemplo A.2.12. En todas las categorías concretas, como por ejemplo Top, Grp y Mfd, 
un morfismo suryectivo (inyectivo) es un epimorfismo (monomorfismo). En algunos casos, 
los epimorfismos son morfismos suryectivos, como en la categorías Set, Top1 y Grp. En 
la categoría de anillos, la inclusión de Z en Q es un epimorfismo que no es un morfismo 
suryectivo.

Lema A.2.13. Si B 4- P Ã- A es un pullback en C de B A- C ^- A y g es monomorfismo, 
entonces g es un monomorfismo.

Demostración. Sea D E obc y hi,h2 E homc^D, P) tal que g o hp = g o h2 entonces 
fogohi = fogoh2. Por la conmutatividad del diagrama (A.2.1) tenemos que go fohi = 
g o / o h2, entonces tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

(A.2.9)

Por la propiedad universal del pullback existe un único 5 E Homc^D,?^ como en el 
diagrama (A.2.3) entonces concluimos que h± = 5 = 02, por lo tanto g es un monomorfis­
mo.

□
Lema A.2.14. Sean C una categoría y 1, A E obc donde 1 es un objeto terminal. Entonces, 
cualquier f G home (1, A) es un monomorfismo.

Demostración. Sean B E obc Y ^i? ^2 £ homc{B, 1) tal que f oh^ = f oh2. Como 1 es un 
objeto terminal entonces concluimos hy = ú^. Por lo tanto f es un monomorfismo. □

Definición A.2.15. Sea C una categoría con un objeto cero. La sucesión en C

a4b4G (A.2.10)

es una extensión categórica de C por A si (A, f) es ker(g) (en el sentido de la definición 
A.2.6) y g es un epimorfismo. La extensión de (A.2.10) se dice escindida si existe s E 
homc(C, B) tal que g o s = idc.

Observación A.2.16. En el contexto de la Definición A.2.15 cuando (A.2.10) es una 
extensión, el morfismo f es un monomorfismo. El hecho que (A, f) sea núcleo de g significa 
que 0 -yA A 4- B es un pullback de 0 C ^- B donde 0 6 obc es el objeto cero y 
Oq G homc^A, 0) es único porque 0 es terminal. Entonces 0c (el único morfismo de 0 a C) 
es un monomorfsimo por el Lemma A.2.14 y f es un monomorfismo por el Lema A.2.13.

xSi uno considera solo espacios Topológicos Hausdorff, existen epimorfismos que no son suryectuvos, 
como exp : C —¥ C
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Observación A.2.17. También podemos querer extender la noción de extensión de 
categorías C al caso en que no existe objeto cero, pero, si un objeto inicial 0. En este 
caso nos preguntamos si (A,y,/) es el núcleo de g para algún g E homc(A,0). En la 
práctica, puede ser que g esté determinado canónicamente, y mantenemos la notación 
(A, /). Cuando 0 no es objeto terminal, el argumento usado en la Obervación A.2.16 para 
probar que / es un monomorfismo no vale. Sin embargo, se puede salvar si se pudiera 
probar de forma independiente que 0c es un monomorfismo.
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