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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de Fibrados es una parte importante de la Geometria Diferencial que ha
encontrado importantes aplicaciones en varias ramas de la Matemadtica y, aun, en la Fisica
(por ejemplo, en las llamadas Teorias de Gauge). Dentro de esta teoria, un rol esencial
lo tienen las conexiones que se aplican en cuestiones tan diversas como el célculo de
"derivadas direccionales”, el estudio de formas y deformaciones (via la curvatura) o la
relacién con la topologia (clases caracteristicas, Teoria de Chern-Weil).

En este contexto, los fibrados principales y sus conexiones son elementos bésicos, por
ejemplo, por su asociacién con el estudio de las acciones de los grupos de Lie en variedades
diferenciales (que, por ejemplo, pueden ser espacios de configuraciones o clasificantes). En
estos casos, las conexiones permiten comparar las distintas fibras del fibrado y, también,
levantar curvas en la base del mismo a curvas en el espacio total, de una manera distin-
guida. Bésicamente, si G es un grupo de Lie y 7 : Q — @Q/G es un G-fibrado principal,
una conexion principal en 7 permite descomponer a los elementos del fibrado tangente
a (@ en una parte vertical (en la direccién de las orbitas de (G) y una parte horizontal
(determinada por la conexién). Dada la utilidad de esta nocién, una conexién principal
puede ser descripta de varias maneras equivalentes. Por ejemplo,

CC1. por medio de una distribucién G-invariante en @, que sea complementaria a (los
espacios tangentes a) las orbitas de G, o

CC2. una l-forma diferencial sobre @) con valores en g, el dlgebra de Lie de G (con ciertas
propiedades de G-equivariancia), o

CC3. un "levantamiento horizontal”, una funcién h : 7*(T(Q/G)) — TQ que permite
identificar univocamente a los vectores tangentes a la base del fibrado con ”vectores
horizontales” .

En el estudio de algunos sistemas dindmicos provenientes de la Fisica y la Ingenieria
resulto de interés tener una ”version discreta” de las conexiones principales: se trata de
descomponer elementos de ) x () en partes verticales y horizontales, en algiin sentido
adecuado. Estos objetos geométricos son conocidos como conexiones discretas en fibrados
principales (ver [LMWO05],[Leo04], [FZ13]). La razén por la que este tipo de objeto lleva
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el calificativo ”discreto” es que asi como los vectores tangentes -elementos de T'Q)- son
interpretados como velocidades de curvas en (), los pares de puntos de () -elementos de
(@ X Q- son interpretados como puntos en una curva correspondientes a distintos instantes
de tiempo, o sea una aproximacién discreta a la velocidad de la curva. Al igual que en
el caso de las conexiones principales, las conexiones discretas pueden ser descriptas de
distintas maneras equivalentes:

CD1. por medio de una subvariedad regular de () x () que contiene a la diagonal y es
G-invariante para la accion diagonal en dicho espacio, o

CD2. por medio de una funcién suave, la ”forma de conexion”, A4, : Q@ x Q — G con
ciertas propiedades de GG-equivariancia, o

CD3. por un ”levantamiento horizontal discreto” que permite identificar pares de puntos
en Q/G con pares de puntos en X Q.

La equivalencia entre estas nociones ya ha sido establecida en la literatura [FZ13].

En [Ati57] M. Atiyah asocia a cada fibrado principal una sucesién exacta de fibrados
vectoriales; esta sucesién es actualmente conocida como Sucesién de Atiyah (SA), ver
(2.1.3) en el capitulo 2. Las escisiones' de la SA permiten caracterizar de una manera
adicional a las conexiones en dicho fibrado principal: una conexién principal en 7 queda
determinada por

CC4. una escision a derecha de la SA.

M. Leok, J. Marsden y A. Weinstein discuten en [LMWO05] una posible versién discreta
de la descripcién de las conexiones mediante CC4. La propuesta de [LMWO05] es, sin
embargo, poco concreta y adolece del problema de no estar claro cudl es el contexto
(fundamentalmente algebraico) en el que hay que trabajar para que tengan sentido las
definiciones. Esencialmente, el problema proviene de que la SA es una sucesién en la
categoria de fibrados vectoriales, donde las ideas de nicleo de un morfismo o exactitud de
una sucesion tienen sentido, al menos cuando se trabaja con funciones de rango constante.
En cambio, en el caso discreto, al trabajar con objetos como @ x @ (en vez de T'Q), que
no son fibrados vectoriales (salvo casos muy especiales) sino espacios fibrados, dichas
nociones no estan presentes, al menos no de una manera natural. Este problema ha sido
la motivacion principal para encarar un estudio profundo de dicha propuesta para hacerla
real, en el contexto adecuado. Fsta tesis es, en gran parte, el resultado de dicho estudio.

Un primer problema al que nos abocamos es el de dar una definicion apropiada de
la SA en el contexto discreto. Como ya mencionamos, la primera idea fue trabajar en la
categoria de espacios fibrados (donde pertenecen, naturalmente, los objetos geométricos
de interés, como (Q x Q)/G, que fibra sobre Q/G, y es el andlogo discreto de (TQ)/G
que, también, fibra sobre Q/G). Sin embargo, en dicha categoria no es posible definir
una nocién de nucleo ni, en consecuencia, de exactitud. Por este motivo equipamos a
cada objeto de esta categoria con una seccién global, definiendo la categoria de espacios

1En la literatura en inglés, se utiliza la palabra splitting para escisién



fibrados con una seccién, §bs , lo que permitio tener el marco adecuado para asociar a
cada fibrado principal una Sucesion de Atiyah Discreta (SAD) (ver (2.1.5) en el capitulo 2)
y, usando ésta, ver que las conexiones discretas en dicho fibrado pueden ser caracterizadas
como

CD4. una escisién a derecha de la SAD (en la categoria §bs).

Una caracteristica muy importante de una conexién principal es su curvatura. Esta nocién
puede interpretarse de varias maneras equivalentes. Una forma de especial interés para
nuestro trabajo parte de observar que la SA puede ser vista como una sucesién exacta en la
categoria de algebroides de Lie. Como las conexiones dan lugar a escisiones de la SA (en la
categoria de fibrados vectoriales) cabe preguntarse si estas escisiones siguen existiendo en
la categoria de algebroides de Lie. La respuesta a esto es que, en general, no: la obstruccién
para que una conexion principal tenga esta propiedad la mide la curvatura de la conexion
(ver [Mac87], y [Mac05]). Desde este punto de vista, hay una correspondencia entre

CCP1. las conexiones principales planas -es decir, con curvatura trivial- en 7 y
CCP2. las escisiones a derecha de la SA en la categoria de algebroides de Lie.

En el caso discreto, la SAD es, naturalmente una sucesién en la categoria de grupoides
de Lie. Por lo que es natural interrogarse de modo andlogo al caso continuo: ;son las
escisiones (en la categoria §bs) escisiones en la categoria de grupoides de Lie? No muy
sorprendentemente, la respuesta es que, generalmente, no. A diferencia del caso continuo,
en el caso de las conexiones discretas no habia en la literatura una nocién de curvatura. Por
este motivo, imitando el caso continuo, definimos la curvatura de una conexién discreta
como la obstruccion para que la escisién asociada a una conexion discreta sea una escision
en la categoria de grupoides de Lie.

En este punto vale la pena discutir un detalle que hemos soslayado hasta el momento.
La topologia del fibrado principal sobre el que esta definida una conexién discreta puede
impedir la existencia global de la forma de conexién discreta o del levantamiento horizontal
-esencialmente, un tal levantamiento podria usarse para construir una seccion global del
fibrado principal. Por este motivo es importante la nocion de dominio de la conexion
discreta. Una consecuencia de esta falta de definicién global es que las escisiones asociadas
a una conexién discreta suelen no estar definidas globalmente, por lo que, en la categoria
§bs son morfismos semilocales (en vez de auténticos morfismos) y, en el caso de la categoria
de grupoides de Lie, realmente corresponde trabajar en la categoria de grupoides de Lie
locales [ LGpd.

Tomando en cuenta estos detalles técnicos probamos que hay una correspondencia
entre

CDP1. las conexiones discretas planas -es decir, con curvatura trivial- en 7y

CDP2 las escisiones a derecha de la SAD en la categoria [LGpd.



Otro tema que encontramos de interés -porque es relevante en relacion al estudio de los
sistemas dindmicos que motivaron la introduccién de las conexiones discretas- es que, en
la categoria de fibrados vectoriales, toda sucesién escindida es isomorfa a una sucesién
de tipo suma directa. En particular, esto ocurre en el caso de la SA escindida por la
presencia de una conexion; también vale la reciproca de este resultado. Estos resultados
son inmediatos por las propiedades algebraicas de la categoria de espacios vectoriales y la
existencia de particiones de la unidad en variedades diferenciales. En el caso discreto, sin
embargo, las categorias §bs y [LGpd no estan asociadas a una categoria abeliana como la
de los espacios vectoriales, por lo que no gozan de las mencionadas propiedades, al menos
no de manera automética. Sin embargo pudimos probar que, en la categoria §bs. las
escisiones de la SAD se corresponden con isomorfismos de la SAD en un tipo de sucesién
que llamamos de producto directo. En el caso de la categoria [LGpd probamos que las
escisiones de la SAD se corresponden con ciertas sucesiones de tipo producto semidirecto.

Buena parte de esta exploracion de las equivalencias de la nocion de conexién discreta
ha aparecido en [FJZ22|. En particular, este trabajo ha permitido avanzar en la compren-
sion de la relacion entre las conexiones discretas y las conexiones principales en un mismo
fibrado principal, llamado el Problema de Integracién en [FK24].

Cabe destacar que el paralelismo encontrado entre las conexiones principales y las
conexiones discretas también se extiende, en el marco de la Mecdnica Geométrica, a un
paralelismo entre la reduccién de simetrias de sistemas mecanicos Lagrangianos cuyo
espacio de configuracién es una variedad diferencial ) y donde el grupo de Lie G actia
en Q mediante simetrias del sistema de modo que 7 : @ — @ /G es un fibrado principal
y la reduccién de los sistemas mecénicos discretos andlogos (ver [CMROla] y [CMRO1b)
para el caso continuo y [MdDMO06|, [FTZ10], [FTZ16] y [FTZ20| para el caso discreto).

Por 1ltimo, dejando de lado la exploracién basica de las formulaciones de conexién
discreta en un fibrado principal y su curvatura, estudiamos un caso particular del calculo
la holonomia de una conexién discreta cuando el grupo estructural del fibrado principal,
(G, es abeliano. En este caso hemos probado un andlogo discreto a una férmula bien
conocida que relaciona la holonomia alrededor de un lazo con la integral de la curvatura
en la superficie encerrada (ver [MMROI0]). Un punto interesante en este camino es que
conseguimos realizar a las formas de conexion discretas como 1-cocadenas simpliciales en
@, el espacio total del fibrado y, més aiin, su coborde no es otra cosa que la curvatura de
la conexién discreta. Parte de este material ha sido publicado en [FJZ23].

A continuacién describiremos el contenido de los distintos capitulos de la tesis.

= En el Capitulo 2 trabajamos en §bsg ¢, la categoria de espacios fibrados sobre Q /G
con una seccién. Como primer paso demostramos que la sucesion (2.1.5) es una
extensién (Definicién 2.2.6) de (Q/G) x (Q/G) por G en la categoria Sbsg . Asi
como las conexiones discretas pueden no estar globalmente definidas, las escisio-
nes de (2.1.5) pueden no estar definidas globalmente sino més bien semilocalmente
(Definicién 2.2.14). Entonces demostramos que las escisiones a izquierda de (2.1.5)
(semilocales) que satisfacen una cierta condicién de equivarianza estdn en corres-
pondencia biyectiva con las conexiones discretas sobre 7, mientras que las escisiones



a derecha (semilocales) de (2.1.5) estdn en correspondencia biyectiva con levan-
tamientos horizontales discretos sobre m . Como sabemos que los levantamientos
horizontales discretos y las conexiones discretas son nociones equivalentes, hemos
demostrado la equivalencia entre algunas escisiones a izquierdas de (2.1.5), escisiones
a derechas de (2.1.5) y conexiones discretas sobre 7 . Por supuesto, la correspon-
dencia entre las escisiones a izquierda y a derecha de una sucesién exacta es bien
conocida en otras categorias, pero no es en absoluto automdtica en una categoria
no abeliana. Otro resultado estandar, por ejemplo en la categoria de fibrados vecto-
riales, es que las sucesiones exactas escindidas son equivalentes a las sucesiones de
suma directa. También probamos que (2.1.5) es escindida a la derecha (o izquierda)
semilocalmente si y solo si la sucesion es equivalente semilocalmente a una cierta
extension producto fibrados de (Q/G) x (Q/G) por G. Por titimo el Teorema 2.7.8
da una relacién completa entre los diferentes objetos discretos considerados hasta
ahora.

En el Capitulo 3 trabajamos en LGpd, la categoria de griupoides de Lie. Conside-
rando que una conexién discreta A, define una aplicacion de @ x Q) en G y, como
@ x @ y G tienen estructuras grupoides de Lie naturales, nos preguntamos si A, es
un morfismo de grupoides de Lie. Resulta que la pregunta mas interesante es si es
un morfismo de ) x () en el grupoide de Lie asociado al grupo de Lie opuesto G,,.
En general, A, no necesita ser tal morfismo y usamos la obstruccién para definir
la curvatura By de A, (Definicién 3.3.1). Entonces, naturalmente, A, determina un
morfismo de grupoides de Lie si y solo si By es trivial. Las conexiones discretas con
curvatura trivial son llamadas planas. Al igual que en el caso continuo donde la su-
cesién (2.1.3) también puede verse como una sucesion en la categoria de algebroides
de Lie, se observa en [LMWO05] que (2.1.5) también puede verse como una sucesién
en la categoria de grupoides de Lie LGpd, hecho que también revisamos aqui, y
también se ha considerado en otras partes de la literatura ([And04| y [Rod18] ).
Nuestro interés es explorar la relacion entre las escisiones (derechas) de (2.1.5) en
la categoria LGpd y conexiones discretas planas en 7.

Aun asi, se requiere un pequeno giro porque las conexiones discretas se definen en
subconjuntos abiertos U C Q) x ), de modo que las escisiones a derecha que inducen
estan definidas en subconjuntos abiertos de (7 x 7)(U) C (Q/G) x (Q/G) y no
pueden ser morfismos en LGpd, que estan definidas globalmente, esto nos mueve a
considerar, en el Capitulo 4, la categoria de grupoides de Lie locales.

Entonces en el Capitulo 4 pasamos de la categoria LGpd a la categoria de grupoi-
des de Lie locales [LGpd. Probamos que (2.1.5) es una extensién en la categoria
[LGpd (Definicién 4.2.24). Las conexiones discretas sobre 7 inducen escisiones a
derecha (semilocales) sp de (2.1.5) en la categoria §bsg,¢, pero no necesariamen-
te en la categoria [LGpdg,c; las aplicaciones sp que son escisiones de la sucesion
de Atiyah discreta en la categoria [LGpdg,; son precisamente las que vienen de
las conexiones discretas planas en 7 . De hecho, demostramos en la Proposicion



4.2.26 que existe una correspondencia biyectiva entre las escisiones a derecha de
la sucesion discreta de Atiyah en la categoria [LGpdg /i y las conexiones discretas
planas sobre 7. Inspirdndonos en la estructura introducida en [MM10|, considera-
mos el producto semidirecto de un grupoide de Lie (totalmente intransitivo) por un
grupoide de Lie local, que resulta un grupoide de Lie local y se puede utilizar para
construir una determinada extension de producto semidirecto en [LGpd. El Teorema
4.4.12 demuestra que, para una extension dada en la categoria [LGpd, existe una
correspondencia biyectiva entre sus escisiones a derecha y los isomorfismos entre la
extension dada y sus extensiones producto semidirecto. Como consecuencia, la su-
cesion de Atiyah discreta es escindida por la derecha en la categoria [LGpd si y solo
si es isomorfa a una extension producto semidirecto, dando asi otra caracterizacion
mas de las conexiones discretas planas sobre 7 (Corolario 4.4.13).

= En el capitulo 5, en un inicio revisamos algunas ideas bésicas de cadenas y cocadenas
singulares que luego refinamos a lo que llamamos complejos menores que se necesitan
para ver la forma de conexion discreta A, y la curvatura discreta B; como una 1
cocadena y una 2 cocadena singular [A,] y [B,] respectivamente. En la Seccién 5.4
obtenemos férmulas para calcular la fase de holonomia discreta que, eventualmente,
conducen a la primera version de nuestro resultado que expresa esas fases en términos
de integrales de cocadenas con valores en G, [Ag4] y [Ba| (Teorema 5.4.3). Por tltimo
en la Seccion 5.5 consideramos cocadenas singulares con valores en el dlgebra de Lie
g y construimos versiones logaritmicas de [A4] y [Ba], que aparecen en la expresion
de la fase de holonomia discreta como una integral de cocadenas con valores en g,
(Teorema 5.5.9).

Ademas, cada uno de los capitulos 2,3,4 y 5 comienza con una revisién de los conceptos
y resultados pertinentes al contenido discutido

= En capitulo 6, tenemos un resumen de resultados y conclusiones de este trabajo.

Por 1ltimo se encuentra el Apéndice, con resultados ya conocidos y demostraciones
auxiliares necesarios para el desarrollo de este trabajo.
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Capitulo 2

Sucesion de Atiyah Discreta en la
categoria de espacios fibrados con
secciones

2.1. Sucesiéon de Atiyah y otros conceptos generales

La sucesién de Atiyah fue indtroducida por M. Atiyah en [Ati57] para estudiar cone-
xiones sobre fibrados principales (holomorfos). La construccién también se ha aplicado a
objetos suaves, como veremos a continuacion. En la Seccion 2.1.2, presentamos un analégo
discreto de la misma.

2.1.1. Sucesion de Atiyah: caso continuo.

Sea m : Q — @Q/G un G-fibrado principal (ver definiciéon A.1.24 del Apéndice).
Entonces, se tiene la siguiente sucesion de fibrados vectoriales sobre ):

0— Qxg-5%TQ 2 *T(Q/G) —» 0 (2.1.1)

donde i)l(q, €) = &olg) = %\tzolgw(t&)(q) y dSQ(Uq) = (¢, T,m(v,)). Es facil de ver que
la sucesién (2.1.1) es una sucesién exacta de fibrados vectoriales sobre Q. Si Considera-
mos las acciones 199(q, €) = (19(q), Ady(€)), (79(v,) i= TyI2(v,) y 5 ") (g, rr) 1=
(l?(q),r,r(q)) se puede probar que (2)1 y (Z)z son G-equivariantes y entonces se tiene la si-
guiente sucesion de fibrados vectoriales sobre Q/G:

0 —(Qxg9)/G— (TQ))G — (7" T(Q/G)/G — 0 (2.1.2)

El fibrado vectorial g := (Q x g)/G es el fibrado adjunto. Ademas, (7*T(Q/G))/G y
T(Q/G) son isomorfos como fibrados vectoriales sobre ) /G mediante 7™ T(@/DC (g r_ 1)
Tr(g)- Por lo tanto la sucesion anterior es isomorfa a la sucesion
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0—§ -5 (TQ)/G 2 T(Q/G) — 0 (2.1.3)

de fibrados vectoriales sobre (/G que es exacta y llamada sucesion de Atiyah de 7, que fue-
ra introducida en [Ati57]. Explicitamente, ¢, (79*9%(q,€)) = 772 (€o(q)) y (779 (v,)) =
T,m(v,).

Atiyah define una conexién como una escisién ' a derecha de (2.1.3) (Definicién en la
pagina 188 de [Ati57]) y también Mackenzie (Definicién 4.1 en el Apéndice A de [Mac87])

Un levantamiento a T'Q) de la imagen de una escision a derecha de (2.1.3) corresponde
precisamente a la distribucion horizontal de la conexién, mientras que su forma de cone-
xién es equivalente a un levantamiento de una escisién a izquierda de (2.1.3) (véase las
pégs. 292-3 en [Mac87] ).

En otro nivel, la sucesién de Atiyah (2.1.3) se puede interpretar como una sucesién
exacta en la categoria de algebroides de Lie. Aqui, no todas las escisiones anteriores son
morfismos en esta categoria. Solo aquellos que surgen de las conexiones planas correspon-
den a las escisiones a derecha de (2.1.3) en la categoria de algebroides de Lie. Para més
detalles sobre estos temas, son buenas referencias [Mac87], especialmente su Apéndice A
y [GKP11]

2.1.2. Sucesion de Atiyah: caso discreto.

Consideremos la siguiente sucesién de fibrados sobre Q:

Q%G QxQ 0, %, (Q/C) % (Q/G)) (2.1.4)

donde Fi(q,9) := (¢,1%(q)) y F2(qo0, @) := (qo, (7(q0), 7(q1))). Es claro que F} es inyectiva
y F5 es suryectiva.
Consideramos las siguientes GG-acciones

1¥%g,h) = (1F(a), ghg™),
ngXQ(Q(),Q1) = (lg?(QO)al?((h)))a
1§ QDD (00 ((ge), (1)) == (19(0), (m(q0), 7(q1)))

Lema 2.1.1. Sean F, : Q x G > Qx Q y Fy: Q, x Q, — Q/G x Q/G definidas como
antes, entonces F} y F5 son aplicaciones suaves y GG-equivariantes

Demostracion. Como las aplicaciones (9 y 7 son suaves y Qr X, ((Q/G) x (Q/G)) C
Q x ((Q/G) x (Q/G)) es una suvbariedad embebida por el item 3 del Ejemplo A.1.30 del
Apéndice entonces F) y Fj resultan suaves. Es sencillo ver que F; y F, son G-equvariantes.

(]

as escisiones en inglés son conocidas como splitting.
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Entonces obtenemos la siguiente sucesién de fibrados sobre Q/G:

(@ xG)/G— (@ xQ)/G — (R x,, (Q/C) x (Q/C)))/G

Notar que 7@ *r1 (Q/)X(Q/EN.C (g0 (7(qo), 7(q1))) — (7(q0), 7(q1)) es un isomorfismo
de fibrados sobre Q/G de (Qx x,, ((Q/G) x (Q/G)))/G sobre (Q/G) x (Q/G). Entonces

tenemos la siguiente sucesion de fibrados sobre Q/G:

G-I (QxQ)/G - (Q)G) x (Q/G)  para

(2.1.5)
F(79%9%(q, 9)) == 799Yq,12(q)) y Fa(m?*%% (g0, 1)) := (7(q0), 7(q1)),

donde G := (Q x G)/G. Por analogia con (2.1.3) llamaremos a la sucesién (2.1.5) Sucesidn
de Atiyah discreta.

La sucesién de Atiyah (2.1.3) es una sucesién de fibrados vectoriales o incluso, de
algebroides de Lie sobre /G, de modo que nociones como exactitud o escision estan bien
definidas, mientas que la sucesién de Atiyah discreta (2.1.5) es una sucesion de fibrados
o de grupoides de Lie, donde esas nociones no son tan claras.

2.1.3. Conexiones sobre fibrados principales: caso continuo

La definicion mas utilizada de conexion principal es la que sigue, que es equivalente a
la definicién de Atiyah.

Definicién 2.1.2. Sea 7 : Q — Q/G un G-fibrado principal, para cada ¢ € @ defini-
mos el subespacio vectorial V(q) := ker(T,m). Una conexion sobre el fibrado principal =
consiste en una eleccién de un subespacio Hor4(q) C T,Q tal que:

1. T,Q = V(q) ® Hor4(q)

2. HOTA(ZQQ(Q)) = ng((HOTA)(Q))

3. Hor4(q) depende de ¢ de forma diferenciable.

los subfibdrados V(q) y Hor 4(q) son llamados subespacio vertical y subespacio horizontal.

Definicién 2.1.3. Asociada a una conexién sobre un G-fibrado principal, se tiene una
1-forma de conexion con valores en g

A:TQ — g
v, €

donde v, — £q(q) € Hor(g)

Teorema 2.1.4. La 1-forma de conexién A de una conexién satiface las siguientes pro-
piedades:
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L. A(&q(a)) = & para todo € € g

2. A es G-equivariante.

Equivalentemente, dada una aplicacién suave A : T(Q) — g que cumple con las propie-
dades (1) y (2) existe una unica conexién cuya l-forma de conexién es A.

Demostracion. ver Proposicion 1.1, pdg. 64 de [KN96] O

Lema 2.1.5. Dada una curva C', v : [0,1] — Q/G, con v(0) =r y q € m !(r) existe una

tnica curva 7* : [0,1] — @ tal que 77(0) = ¢, 7(v*(t)) = 7(t) y (77)'(t) € Hora(y*(t))
vVt € [0, 1].

Demostracion. ver Proposicion 3.1, pag. 69 de [KN96] O

Llamamos a la curva v* el levantado horizontal de v en q.

2.1.4. Conexiones sobre fibrados principales: caso discreto

Sea 7 : Q — /G un G-fibrado principal, denotamos a la G-accién a izquierda sobre
Q por 9. Consideramos la G-accién sobre @ x Q dada por I9*%(q, ) := (I9(q),1¥(¢')), la
accion diagonal y la accién sobre la segunda componente, Z?XQz(q,q’) = (g, ng(q’)) para
g € G. Para una variedad X, denotamos por Ax C X x X a la subvariedad diagonal,
definimos la subvariedad V; := (1 x 7) ' (Ag) = IZX9*(Ag) = {(g,I%(q)) Q@ xQ :qe
Qyg € G}, llamda suvbariedad vertical dsicreta.

Definicién 2.1.6. Sea Hor C @ x @ una subvariedad embebida [?*@-invariante que
contiene la diagonal Ag C @ x Q. Hor define una conexion discreta A, sobre el fibrado
principal 7 : Q — Q/G si (idg X 7)|per : Hor — Q x (Q/G) es un difeomorfsimo local
inyectivo. Denotaremos Hor por Hor 4,. Si Hor 4, es una conexion discreta tal que para
todo (q,q") € Q x @ se tiene que (q,q') € Hory, si y sélo si (¢',q) € Hor4, decimos que
Hor 4, es simétrica.

Definicién 2.1.7. Sea 7 : ) — Q/G un G-fibrado principal. Un conjunto abierto U C
Q x Q se dice que es de tipo-pD si es [2*@-invariante y V; C U (en particular, Ag C U).
Un subconjunto U de tipo-pD es de tipo-D si es G x G-invariante. Sild C @ X @ es de
tipo-D (o tipo-pD) y Zs-invariante para la accién estdndard que intercambia componentes
se dice que es simétrico de tipo-D (o simétrico de tipo-pD)

Dado U C @ x @ un subconjunto de tipo-pD definimos,
U = (idgxm)U)CQxQ/G y U :=(rxm)U)C(Q/G) x (Q/G) (2.1.6)

Como 7 es un G-fibrado principal entonces ambos subconjuntos son abiertos.
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Proposicién 2.1.8. Sea Hor 4, una conexién discreta sobre un G-fibrado principal 7 :
Q — Q/G. Entonces

8= 12X (Hora,) = {(40,1%(@1)) € @ x Q : (qo.q1) € Hora,, g € G} C Q x Q

es un subconjunto de tipo-D. Si ademés, Hory4, es simétrica, entonces 4l es simétrico de
tipo-D.

Demostracion. ver Proposicion 2.4 en [FZ13]
U

El subconjunto abierto 4 definido en la Proposicién 2.1.8 se llamard el dominio de la
conexion discreta Hory,. Para cualquier (q,q") € il existe g € G tal que
— J@xQ:
= [g 2

(¢4 (¢,¢") para algin (q,q") € Hory, (2.1.7)

Es fécil ver que tales g y (g, ¢”) son tnicos.

Definicién 2.1.9. La forma de conexion discreta asociada a la conexion discreta Hory,
es
Ayl — G con Ay(qo;q1) =9

donde g es el tinico elemento que satiface (2.1.7).

Teorema 2.1.10. Sea A, una conexién discreta con dominio 4l sobre el G-fibrado princi-
pal 7 : Q — @Q/G. Entonces, la forma de conexién discreta A, : { — G es una funcién
suave tal que, para todo (qg,q1) € Ly 90,01 € G,

Aa(l§ (90), 1 (@) = 914a(d0,91)90 " (2.1.8)

Ademas, Hory, = {(q0,q1) € U : A4(q,q1) = e}. Inversamente, dado un subconjunto
U C Q x Q de tipo-D y una funcién suave A : U — G tal que (2.1.8) se cumple (con
A, reemplazado por A) y A(qg,qo) = e para todo qq € @, entonces Hor := {(qq,q1) € U :
A(qo,q1) = e} define una conexién discreta cuya forma de conexién discreta asociada es

A.

Demostracion. Lemma 3.2 y Teorema 3.4 en [FZ13]
U

Definicién 2.1.11. Sean U4 C @ x Q un subconjunto de tipo-D. Llamamos forma de
conexion discreta a una funcién suave A : U — G que satisface las condiciones (2.1.8)
(remplazando A, por A) y A(qo, q0) = €.

Dado el G-fibrado principal 7 : @ — @/G y un subconjunto U C Q x Q de tipo-D
definimos,

Yo(U) := {formas de conexién discretas con dominio U }
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Ejemplo 2.1.12. Sean R := (0,+00) C R y el grupo multiplicativo bajo la multi-
plicacién en nimeros complejos U(1l) := {z € C : |z| = 1}. Consideremos el grupo de
Lie G := U(1) actuando sobre el segundo factor de @ := R~q x U(1) por multiplicacién,
entonces 7 : Q@ = Q/G estd dada por p; : Rygx U(1) — R.g. Aunque no es relevante para
este trabajo podemos pensar () como el espacio de configuraciones (para la descripcién
del centro de masa) de un sistema mecanico planar formado por dos particulas de igual
masa. Para 1 € N, definimos

hy

ho’

Es facil probar que Ay, es una forma de conexién discreta sobre 7 globalmente definida,
es decir con dominio U := @ x Q.

Aip:QxQ —U(l) por  Aau((ro, ko), (r1,h1)) == exp(i(ry —r9)")

Definicién 2.1.13. Sea U C Q x Q de tipo-pD. Una aplicacién suave A : U — G
es una forma de conexion pre-discreta si para todo g € G, Ao Z;QXQ = l? o A (donde
1§(g") = gg'g™ ") sobre U y A(q,19(q)) = g para todo q € Q.

Para U C @ x Q de tipo-pD definimos,

Y (U) := {formas de conexidén pre-discretas con dominio U}.

Es claro que si U es de tipo-D entonces Yo (U) C X (U)

Definicién 2.1.14. Sean A, una conexion discreta con dominio 41 sobre un G-fibrado
principal 7 : Q — Q/G y sea Y’ := (idg x 7)(4l). Definimos el levantamiento horizontal
discreto

hg: ' — Q xQ

como hy(go, 1) := (o, q1) si y s6lo si (qo,q1) € Hora, y m(q1) = r1.
El levantamiento horizontal iy es exactamente la aplicacion inversa del difeomorfismo
(tdg x W)\HWAd : Hor — $l'. Definimos h, := p, o hy.

Teorema 2.1.15. Sea A, una conexién discreta con dominio 4l sobre un G-fibrado prin-
cipal 7 : Q — @Q/G. Entonces:

(1) & C @ x Q/G es G-invariante para la G-accién definida por ngX(Q/G)(qo,rl) =
(I%(go), 1) para todo g € G.

(2) hqg: ' — @ x Q y es G-equivariante para las G-acciones [?X(@/C) y [@XQ

(3) hg es una seccion sobre Ll de idg x 7 : Q@ X Q) — Q X (Q/G), esto es, (idg X w)oh, =
1dyyp .

(4) Para todo g9 € @, (g0,7(q0)) € U y ha(qo, ™(q0)) = (0. Go)-

Inversamente, si iU’ C Q x /G es un conjunto abierto que satisface la condicién (1) (con
' remplazado por U') y h : U’ — @ X @ es una aplicacién tal que las condiciones (2)
, (3) y (4) se satifacen (con L' y hy remplazados por U’ y h). Entonces, existe una dnica
conexién discreta Ay con dominio i := (idg x m) ' (U’) sobre 7 : Q — Q/G tal que
Uu = y h = hd.
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Demostracion. Teorema 4.4 en [FZ13]. O

Sea U C @ x () un subconjunto de tipo-D. Definimos el conjunto,
Yy (U) := {levantamientos horizontales discretos sobre U’}

Sean 7 : Q — /G un G-fibrado principal y un conjunto U C @ x @ de tipo-D.
Entonces dada una forma de conexién discreta Ay : U — G, definimos

ha, : U = QxQ por ha,(qr)=(g,13 ,11(0)) (2.1.9)
a(a,q")

para algin ¢’ € 7 !(r).
Inversamente, dado un levantamiento horizontal h, : U’ — @ x @, definimos

Al U — G por Al(qo, q1) = k(halgo, 7(q1)), 1) (2.1.10)

con # definida como en (A.1.2).
Entonces podemos definir,

Fen : Se(Ud) — SuUd) por Fop(Ag) = hi (2.1.11)

FHC . ZH(U) — Zc(U) por FHc(}Z) = .AZ (2112)

Teorema 2.1.16. Las funciones Fry y Fye definidas en (2.1.11) y (2.1.12) respectiva-
mente son mutuamente inversas.

Demostracion. Para su demostracion se usan los Teoremas 2.1.10 y 2.1.15. O

2.2. Categoria de fibrados con secciones

Es bien sabido que los espacios fibrados (Defincién A.1.20 del Apéndice) y los mor-
fismos de fibrados suaves (Definicién (1) de A.1.23), junto con la identidad estdndar y
composicién de funciones, forman una categoria, la que denotamos por §b. Si M es una
variedad diferencial, vamos a denotar por §b,, a la categoria de fibrados sobre M, la cual
es la subcategoria de espacios firados con base M y morfismos sobre id,,. Las categorias
$b y §by, no son abelianas o exactas, por lo que no existe una nocién general de exac-
titud o, incluso, de nucleos. A fin de recuperar algunas de esas nociones, trabajamos en
una version ligeramente enriquecida de la categoria §b. Definimos la categoria de espacios
fibrados con secciones, denotada por §bs, formado por los objetos,

Ob&bs = {(E7p7 M7 5)70) : (E7p7 M7 S) c Ob&b y o € F(E)}

y los morfismos

hOmsbs((E17U1)> (E2702)) = {(F> f) S home(EhEz) tal que F oo, = 0,0 f}
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Es fécil verificar que con la identidad estandard y la composicion de morfismos, §bs es una
categoria. Para cualquier variedad suave M, denotamos por §bs,, C §bs a la subcategoria
con fibrados sobre M y morfismos sobre la id;; como todos estos morfimos son de la forma
(F,idy), nos referiremos a ellos por F' en lo que sigue.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de fibrados con secciones.

Ejemplos 2.2.1. Para los ejemplos de fibrados que siguen consideremos G actuando a iz-
quierda por [? de modo que 7 : Q — Q/G es un G-fibrado principal. Vamos a considerar
la accién a izquierda [?*% de G sobre @ x G definida como I9*%(q, h) := (I19(q), ghg™"),
la accién diagonal [?*? de G sobre @ x @ dada por [9*%(q1, ¢2) := (I%(q1), ZQ( 2)) y sus
aplicaciones cociente, 72*@¢ . Q x Q — (Q x Q)/G y 79*%C . Q x G o (Q x G)/G.

Como 7 : Q — @Q/G es un G- fibrado principal entonces la accién [? es libre y propia,
por el Teorema A.1.25 y Lema A.1.27.

Veamos que la accién (9@ es libre y propia. Supongamos que Z?XQ(ql, q2) = (q1,92)
entonces (I2(q1),1(¢2)) = (g1, ¢2) ¥, en consecuencia, g = e porque la accién (9 es libre.
Para probar que la accién [9*? es propia vamos a utilizar la Proposicién A.1.15 del
Apéndice. Dadas sucesiones convergentes (ql,qz)]eN en Q) x Qy (g;)jen en G tales que
((Z%XQ)(ql,qz))jeN es convergente entonces se tiene la sucesion (g!) convergente tal que
(ngj (gj));en es convergente y como [? es propia entonces existe una subsucesién de (g;)jen
convergente, por lo tanto la G-accién [9*? es propia.

Veamos que la accién [2*¢ es libre y propia. Sea ¢ € G tal que ZQXG(q,h) (q,h)
entonces (ZQ( ),ghg ') = (q,h) y como ZQ es una (G—accion libre entonces g = e, por lo
tanto [“*Y es una accién libre. Ahora supongamos que tenemos una sucesion convergente
(gj, hj)jen en @ x G y una sucesion (g;)jen en G tal que ZQXG(q],hj) es convergente,
entonces (ngj(qj),gjhjgj ) es convergente, por lo que ngj(qJ) es convergente y como la
accién [ es propia entonces existe una subsucecion (g;, Jxeny convergente, por lo tanto la
accién [9%C es propia.

(i) Veamos que ((Q x Q)/G,p1,Q/G,Q) es un fibrado. Para esto probemos que G
actia sobre el fibrado trivial (Q x @, p;, @, Q) en el sentido de la Definicién A.1.28
del Apéndice. Como ya vimos las acciones (?*? y [? son libres y propias y la G-
accion [? es tal que m : Q — Q/G es un G-fibrado principal. Definimos la G-

accion a derecha como r?(q) = ng,l(q). La proyeccion p; es G-equivariante, ya
que pi(I9%%(q0, 1)) = p1((§$(90),1$(q1))) = 13 (q0) = I$(P1(q0,q1))- Para q € Q,
consideremos la carta trivializadora (U,id,-1()) con U := Q y asi U resulta G-

invariante, con lo cual podemos definir la siguiente G-accién a izquierda sobre U x @)
como 159 (qo, q1) == (I¥(qo), rgQ,l(ql)). La aplicacion id,1;, resulta G-equivariante
trivialmente. Por lo tanto, por la proposicién A.1.29 del Apéndice,p; : (@xQ)/G —>

Q/G definida por py(7?*9%(go, 1)) := 7(qo) es suave y ((Q x Q)/G,p1,Q/G, Q) es
un fibrado.

(ii) Veamos que (é,pl, Q/G,G) es un fibrado. Para esto probemos que G actiia sobre
el fibrado trivial (Q x G, p1, @, G) en el sentido de la definicién A.1.28 del Apéndi-
ce. Como ya se probd, las acciones [9*¢ y [? son libres y propias. La G-accién
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I9 es tal que m : Q — Q/G es un G-fibrado principal, la proyeccién p; es G-
equivariante porque py(I19%%(q, h)) = p1(I%(q), ghg™") = I$(q) = I$(p:(g,h)), para
q € @ consideremos la carta trivializadora (U, id,-1y) con U := @ y asi U resul-
ta G-invariante y si ademds tomamos la G-accién a derecha sobre G definida por
r?(h) = lgc,l(h) = g 'hg, tenemos que la G—accién a izquierda sobre U x G de-
finida por I{*%(q, h) := (I£(q),15(h)) = (1§ (q),75 1 (h)) resulta estar bien definida
por lo que la aplicacion 'idpfl(U) resulta G-equivariante trivialmente. Por lo tan-

to, por la Proposicién A.1.29 del Apéndice,p; : (Q x G)/G — @Q/G definida por

p1(7¥XGC (g, 9)) :== 7(q) es suave y ((Q x G)/G,p1,Q/G,G) es un fibrado.

Ejemplos 2.2.2. Fibrados con secciones.
Consideremos los fibrados (G,p1, Q/G,G), (@ xQ)/G,p1,Q/G,Q) y el fibrado trivial

(Q/GxQ/G.p,Q/G,Q/G).

(i)

(i)

(iii)

Sean qo,q1 € Q tal que w(qg) =
17%%(q0,€) = (I$(q0), 9e97") = (a
tonces definimos,

m(q) y g € G tal que l?(qo) = ¢, con lo cual
,e), entonces m@XGC (g, e) = 79*GC (g, e). En-

0:Q/G— G por og(m(q)) == 799 q,e).

Veamos la suavidad de 0. Si definimos, F': Q — Q x G por F(q) = (g, ¢), como
G actua de forma libre y propia sobre Q y @ x G (con l? y Z;QXG respectivamente)
y porque F' resulta G-equivariante entonces por el Corolario A.1.18 del Apéndice
tenemos que og es suave. Y ademds, p; o oa(m(q)) = pi(79*%%(q,e)) = w(q) =

idg/c(7(q))-
Por lo tanto o es una seccién del fibrado (é,ﬁl,Q/G,G). Tenemos entonces el
espacio fibrado con seccién ((G,p1,Q/G,G),05).

Sean qo,q1 € @ tales que 7(qo) = 7(q1) v g € G tal que l?(qo) = ¢ entonces

19%9(q0, q0) = (12(90),19(q0)) = (@1, 1), con lo cual 79X%C (qg, gg) = 79*%C (g1, q1)
entonces definimos,

o@xayc: QIG — (Q x Q)/G por 0(oxq)a(m(q)) :== m¥*9%(q,q)

Veamos la suavidad de o(gx ). Si definimos, F' : Q — QxQ por F(q) = (g, q), co-
mo G actua de forma libre y propia sobre QQ y Q x @ (con l? y ngXQ respectivamente)
y porque F resulta G-equivariante entonces por el Corolario 9.4 de [FTZ16] tenemos
que o(gxg)/c es suave. Y ademds, py o 0(ox),c(m(q)) = pi(79*9C(q,q)) = 7(q) =
idg,c(m(q)) entonces o(gxq) ¢ es una seccién del fibrado ((Q x Q)/G),p1,Q/G, Q).
Por lo tanto tenemos el espacio fibrado con seccién ((QxQ)/G,p1,Q/G,Q), 0(ox0)/c)-

Y por ultimo, podemos definir
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0Q/GxQ/G - Q/G — Q/G x Q/G por UQ/GxQ/G(W(CI)) = (m(q),m(q))

Es trivial que 0g,axq/q es suave. Finalemente como p100g axq/c(m(q)) = p1(7(q), 7(q))

= 7(q) = idg,c(m(q)) entonces resulta que og/Gxg/c es una seccion del fibrado
(Q/G x Q/G,p1,Q/G,Q/G). Por lo tanto, tenemos el fibrado con seccién

((Q/G X Q/Gaf)laQ/Ga Q/G)7UQ/GXQ/G))'

Ejemplos 2.2.3.

(i) Veamos que F) definida en (2.1.5) es un morfimo entre los fibrados con secciones

(GaplaQ/G7G7U(QXG)/G) y ((Q X Q)/G)af)laQ/GaQaa(QXQ)/G)'

(F1,idgic) € homg((Q x G)/G,(Q x Q)/G) ya que p; o Fi(79*%%(g,h))) =
51 (19<@C (g, 12(q))) = (q) = idgyc(n(q)) = idgyor(xF(g, ) y ademds F; o
o@xc)a(m(q)) = Fi(n?*9%(g,e)) = 799%(q,q) = 0(gxq)/c(7(q)) = o@xqy/c ©
idg/c(m(q)). Por lo tanto Fy € homgus, . ((G,05), ((Q x Q)/G,0q/6xq/c))-

(ii) Ahora veamos que F» definida en (2.1.5) es un morfimos entre los fibrados con sec-

ciones ((QX Q)/G)apla Q/G7Q7 U(QXQ)/G) y (Q/GX Q/Gapla Q/G7 Q/G7 UQ/GXQ/G)'

(Fy,1dg c) € homg((Q x Q)/G,Q/G x Q/G) ya que py o Fp(n9*%C(qq,q1)) =
p1(m(go), m(q1)) = 7(qo) = idg,c(m(qo)) = idgsc © Pr(79*9C(go,q1)) y ademds te-
nemos Fs o 0(gxg)/c(m(q)) = Fa(n?*9%(q,q)) = (7(q),7(q)) = 0g/oxqra(n(q)) =
0qQ/GxQ/cOldg/c(m(q)). Por lo tanto Fy € homges, . (((Q X Q) /G, ogxq)/c), (Q/G X
Q/G, UQ/GxQ/G))-

Ejemplo 2.2.4. Sea M una variedad suave. Entonces (M, idy, M,{0}) es un fibrado
(trivial) sobre M. Claramente, idys es una seccién del fibrado. Por lo tanto,

MT = ((M,idp, M, {0}),idrs) € 0bgps,,-

Dado ((E,p, M,S),0) € 0bgs,,, definimos 0F : M — E por 0F := o. Es fécil verificar

que homgys,, (M7, (E,0)) = {0F} de modo que M es objeto inicial en Fbsy, (ver A.2.1).
Similarmente, definimos Og : E — M por Og := py se verifica que homgys,, (E, o), MT) =

{0g}, de modo que MT es objeto terminal en §bs,;. Por lo tanto concluimos que M1 es

el objeto cero en §bsy,.

Lema 2.2.5. Si 7 : ( — @Q/G es un G-fibrado principal y F; estd definida por (2.1.5),
entonces Fy es una submersion suryectiva.

Demostracion. Como 7 : () — /G es un G-fibrado principal entonces, por el Teorema
A.1.16 del apéndice, m es una submersién que ademads es suryectiva, entonces m X 7 :
Q xQ — (Q/G) x (Q/G) también es una submersion suryectiva. Por otro lado, como
ya vimos en el ejemplo 2.2.1 la accién [?*? es libre y propia, entonces por el teorema
A.1.16 del apéndice resulta que 79%@¢ : Q x Q — (Q x Q)/G es una submersién que
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ademds es suryectiva. Y por ultimo, tenemos que Fp o 7@*@C¢ =7 x 7 y Tr@xQ.6(gy,q) F2 ©
T4y T9*DC = Ty ) (T X ), entonces como m x 7 y 7X@ son submersiones suryectivas
tenemos que F,> una submersion suryectiva. O

Definicién 2.2.6. Una sucesién (Ey, o) n, (Eo, 09) LEN (E3,03) en §bsy, es una exten-
sion en §bsy, de (Es3,03) por (E1,07) si 1 es un embebimiento, 7, es suryectiva y los
subconjuntos Im(n;) := n(E,) y ker(ny) := 0, (o3(M)) son iguales. Decimos que una
extension es escindida a derecha si 1, tiene un morfismo inverso a derecha en §Fbs,, y es
escindida a izquierda si 1, tiene un morfimo inverso a izquierda en §bs),.

Observacién 2.2.7. Si una sucesién (E1,01) - (Fa,05) 2 (E3,05) en §bs), es una
extension entonces I'm(n;) es un espacio fibrado sobre M con la proyeccién ¢o|rm(,,). Para
ver esto comenzamos por notar que como 7; es un embebimiento entonces I'm(#n;) es una
subvariedad embebida y ¢2|rm@,) : Im(m) — M es suave. Ahora veamos la trivializacién
local de Im(n,); como (FEy, ¢, M,S)) es un espacio fibrado entonces sabemos que para
cada m € M existe un abierto U C M con m € U y un difeomorfismo &, : ¢, (U) —
U x S, tal que pyod, = ¢1\¢;1(U). Ahora veamos que Im(n,) es difeomorfo a U x Si; como

(771\””("1))*1<(¢2\Jm(m))*1(U)> C ¢ H(U) ya que para e € (n|/mm)-1 <(¢2\zm(m))’1(U)>

se tiene que 1 |7 (e) € (Palrmy)) "H(U) entonces ¢l rmeny) (m ™M (e)) € U y como n,
es un morfimos de fibrados entonces @a| ) (1117 (e)) = ¢1(e) con lo que e € ¢; ' (U).

Como (i |Tm(m))-1 <(¢2‘1m(m))71(U)> C ¢, ' (U) podemos definir & : ('/)Q‘Im(n (U) — U x

Si por ®(e) := dio(n ™M)~ (e), como ®; y 0, | son difeomorfismos también lo es @
y por ultimo por la trivializacién local de F; y porque 7, es un morfimos de fibrados sobre
M entonces pi (®(e)) = pi(D1((m|™) " (e)) = ¢1((m|™™)) 7 (€)) = @l rmn)(€) (como
Ga0m = ¢y entonces Go|m(y,) = ¢1 0 o (n;["™m)) =1y, Por lo tanto (Im(1n,), G2l rmm)s M, St)
es un espacio fibrado.

Ademids, como 1, € homgys,, ((E1,01)(E2,09)) entonces (Im(n,), o2|™M)) € obgps,, -
Por tltimo como ker(ny) = I'm(n,)) entonces también (ker(ny), o|*"12)) € obzps,, -

Ejemplo 2.2.8. Por el Ejemplo 2.2.2 sabemos que la sucesién de Atiyah discreta

5 (QxQ)/G - Q/CG x QG
es una sucesion en §bsg ;, veamos que esta sucesion es una extension de (Q/GxQ/G, 0g/axq/c)
por (G,o04).

Por el Lema 2.2.5 F; es suryectiva. Vamos a probar que F] es un embebimiento utili-

zando la Proposicién A.1.42.

Antes veamos que F} : Q x G — Q x Q definida por ﬁl(q,g) = (q, l?(q)) es un
embebimiento. Probemos que F es una inmersién, supongamos que T(qoﬂgo)ﬁl(uqo, Vgy) =
(0,0), con uy, = a'(0) € T,,Q vy vy, = ¢'(0) € Ty, G entonces,

lmoFi0(1),9(1)) = (@'(0), ol (1)) = (0,0
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en consecuencia a’(0) = u,, = 0.
Ahora veamos que vy, = 0. Considerando la trivializacién del G-fibrado principal 7

sabemos que existe un abierto U que contienea gy ® : 71 (U) — U x G un difeomorfismo,
_ . . ., o L {mo}XG . . . .
para m(qo) = xo consideremos la aplicacién ¢ := <I>|7r,1(m0), restringida y corestringida a

las subvariedades embebidas W’l(xO)Ny {0} x G respectivamente, de este modo, ® resulta
un difeomorfismo. Entonces si gg = ® *(7(qo), ho) tenemos,

Lol?, (@) = Licol®(g(t), at)
= Dil%(g0,0)9'(0) + D2l%(go, q0)’'(0)
D11%(go, q0)g'(0)
= %n ol (0)
= trolgo (® (7 (a0), ho))

= &],_® " (n(a0). g(t)ho)
= 0.

Si consideramos las aplicaciones, i) : G — {m(qo)} x G definida por ir(4)(g) =
(7(q0),9) vy la multiplicacién a derecha Ry, : G — G definida por Ry, (g) := gho tenemos,

d < s
%‘tzo(p 1(7r(qo),g(t)h0) = Tlr(q0),90h0) P OT oln(g0) © goho Fong (9 '(0)) =0,

como P, in(q) Y T, son difeomorfismos entonces en particular T'®, T'ir
inyectivas, por lo tanto ¢'(0) = vy, = 0.
Como hemos probado que u, = 0y vy, = 0 resulta que T'F} es inyectiva, con lo cual

y TRy, son

90)

F| es una inmersion.
Ahora veamos que F}] es una aplicacién propia. Definimos R : Q X @@ — @ x Q como

R(qo,q1) == (q1,90) y 0 : G x Q = Q x Q como 0(g,q) = (ZQ( ),q), que es propia por
ser la G accion sobre () propia, y Fl(q, ) = (Ro#oR)q,g), si tomamos un conjunto
compacto K en Q x Q, entonces F; 1 (K) = (RofoR) H(K) =R 00 o R K) es
compacto porque R es un difeomorfismo y 6 es una aplicacién propia. Por lo tanto F} es
una aplicacion propia.

Como F) es una inmersion inyectiva (esto tltimo por ser la G-accién sobre @ libre) y
propia entonces por la Proposicién A.1.9 del Apéndice resulta que Fi es un embebimiento.

Ahora veamos que F es un embebimiento, como F 1 €s G—equivariantg, entonces por el
corolario A.1.18 del Apéndice, la aplicacién inducida en el cociente F} : G — (Q x Q)/G
es suave. Como F es un embebimiento entonces por la Proposicién A.1.42 del Apéndice
F} es un embebimiento.

Luego como ker(Fy) = F, '(0g/axq/c(Q/G x Q/G)) = 19°9(Ag/G) = Vy/G =
Im(Fy), la sucesién de Atiyah discreta es una extensién en §bsg/c.

Proposicién 2.2.9. Sean ((Ey,¢1, M, S1),01) y ((E2, ¢2, M, Ss), 02) fibrados con seccio-
nes, F' € homgys,, ((E1,01),(F2,00)) y K := F*(02(M)) C E; una subvariedad embe-
bida. Asumimos que ¢ : K — M definida por ¢ := ¢1|x es un fibrado y definimos
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o := 01|%. Entonces (K,0) € Fbsy; y si ix : K — E) es la inclusién, ((K,0),ix) es un
nicleo categérico de F(ver Definicion A.2.6 del Apéndice).

Demostracion. Como ¢ : K — M es un fibrado y o := 0| (estd corestriccién esta bien
definida porque F' es un morfismo, es decir se satiface, 0o = F o 01, de donde sale que la
imagen de o, estd contenida en K') es una seccion de ¢, es claro que (K, 0) € Fbsy y que
ix € hom((K,0),(F1,01)). Ahora probemos que ((K,0),ix) es un nicleo categérico de

; B
F, es decir, veamos que M1 <O—K K E, es un pullback de M7 0—2> Es <£ FE,. Probemos
que el siguiente diagrama es conmutativo:

K. B (2.2.1)

| |r

MT—>E2

OEZ =02

si k€ K,

(c20¢)(k) = (020¢1x)(k)

= 0a(p2(F(k))) porque F' es morfismo de fibrados

= 0(¢a(oa(m))) como k € K, F(k) = oy(m) para algin m € M
= 0y(m) porque oy es seccién de ¢y

= F(k) porque k € K.

Por lo tanto F oix = 03 0 ¢, es decir el diagrama conmuta.
Por otro lado, si ¢ : K — M es un fibrado y (K o) € Fbsy tal que

K—-F (2.2.2)

wn |

M T0—>E2 UZE
es también un diagrama conmutativo en §bsys, se observa que para ke K, F(j ( k) =
oa(pz(k)) porlo que j(k) € K C Ey.Sead := j|*, es inmediato que § € homgys,, (K, 0 %), (K, o))
porque j es un morfismo de fibrados sobre M.
Veamos que el diagrama
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es conmutativo. Tenemos que

—
.
=
o
[@%)
SN—
—
T
SN—
Il
S
=
—
okl
SN—

(pod)(k) = o(j|"(k))
= dilk(i(k)))
= &i(i(k)

= ¢2(F(j(k))) porque F es un morfismo de fibrados

= (l)g(ag(d)k(/}))) porque el diagrama (2.2.2) es conmutativo

= d’f((/}) porque o, es seccion
Esto prueba que (K, ix) satisface la propiedad universal de pullbacks y entonces

((K,0),iK) es un nicleo categdrico de F.
]

Corolario 2.2.10. Sea (Ey,01) 2 (Fy, 02) 2 (Fs3, 03) una extensién en §bs,,. Entonces
((ker(na), o2|*m ) dyerinny)) ¥ (B, 01),m1) son niicleos categéricos de n,.

Demostracion. Por la Observacion 2.2.7 tenemos que ¢o|ker(n,) @ ker(mz) — M es un
fibrado. Entonces por la Proposicién 2.2.9 ((ker(ny), o2/*" ")) iy (,,)) €s un niicleo ca-
tegorico de 1o. Ademas, sea 7, := 771\””(771), como el morfismo 7; es un embebimiento con

Im(m) = ker(n2), m € homgys,, ((E1,01), (/ce7~(n2),a§”(”2))) es un isomorfismo que satis-
face iger(y,) © M1 = M1, concluimos del Lema A.2.7 que ((E1,01),m1) es también un micleo
categérico de 1;. O

Proposicién 2.2.11. Una extension en Fbs,, es una extension categérica (ver definicién
A.2.15) en la misma categoria.

Demostracion. Si (Ey,01) - (Ey,02) — (Fs,03) es una extensiéon en §bs,,, entonces
n2 es suryectiva y como §bs), es una categoria concreta (ver Definiciéon A.2.11), es un
epimorfismo. Por el Corolario 2.2.10, tenemos que ((E;,01),7;) es un nucleo categérico

de 1. Por lo tanto, la extension es una extension categorica en §bsy,.
(]
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Ejemplo 2.2.12. Como vimos en el Ejemplo 2.2.8, la sucesion discreta de Atiyah (2.1.5) es
una extension en §bsg /. Entonces, por la Proposicién 2.2.11, es una extension categérica

en el misma categoria.

.’ , . 1% s m
Observacion 2.2.13. No estd claro por el momento si una extension categérica (Ey, 01) —

(Ez,00) 2 (Fs5,03) en bsy donde 7, es una submersién es una extensién. La tni-
ca obstruccién es probar que ker(n,) es un fibrado, esto es cierto bajo ciertas hipotesis
adicionales, como por ejemplo que 7, sea propia.

En algunos casos necesitamos trabajar con aplicaciones en §bs que no estan global-
mente definidas. La siguiente definicién introduce una nocién que serda muy util en estos
casos.

Definicién 2.2.14. Sean (E;,0;) € obgys,, para j = 1,2 y & : Y — E5 una aplicacién
suave con U C FE; abierto. Entonces decimos que ¢ es un morfismo de fibrados semilocal
de (F1,01) en (Ey,03) si

(1) ¢p0 P = ¢1|u, donde ¢; : E; — M son las proyecciones de los fibrados,
(2) Ul(M) CL{y (I)Oal = 0»s.

Decimos que un morfismo de fibrados semilocal ® es un isomorfismo semilocal si existe
un morfsimo semilocal ¥ : W — FE) con W C Es tal que Vo & =1idy y o U = idy.
Definicién 2.2.15. Sean (E;, 0;) € 0bgps,, para j = 1,2, n € homgys,, ((E2, 02), (Ey, 01))
y ® : U — F, es un morfismo semilocal de (F1,0;) en (Es,03). Decimos que ¢ es un
morfismo inverso a izquierda semilocal de n si ® o nl|,-14y = td,-1¢4). Andlogamente,
decimos que ® es un morfimo inverso a derecha semilocal de 1 si no ® = idy.

Lema 2.2.16. Sean (E;,0;) € obgys,, para j = 1,2, U C E; abierto, & : Y — E, una
aplicacion suave y 1 € homges,, ((E2, 02), (E1,01)).

1. Sinod =idy y la condicién (2) de la definicidon 2.2.14 se verifica, entonces ® es un
morfismo inverso a derecha semilocal de (E,01) a (E», 03) de 7.

2. Si®on=id,1y), 01 (M) CU yla condicién (1) de la Definicién 2.2.14 se verifica
entonces ¢ es un morfimos inverso a izquierda semilocal de (E1,01) a (F2,02) de 7.

Demostracion. 1. Probemos la condicién (1) de la Definicién 2.2.14. ¢g 0 &(u) = ¢; o
no ®(u) = ¢y oidy = ¢ly, porque n € homgys,, ((E2, 02), (E1,01)) y la condicién (1)
del enunciado. Luego ® es un morfismo semilocal de (E1,01) a (E2, 02).

2. Probemos que ®oo; = gy. Como 1) € homgys,, ((E2, 02), (E1,01)) entonces n(oa(M)) =
o (M) C U y por la condicién (2) del enunciado tenemos que oo( M) C n t(U) y
Qoo = Ponooy = id, 1400y = 02. Luego ® es un morfismo semilocal de (Fy,0,)
a (EQ, 02).
O
Definicién 2.2.17. Una escision a izquierda semilocal de una sucesién (Fy,o1) -
(E,0) 25 (Ey,0) en Fbsy, con dominio I es un morfismo inverso a izquierda semilocal

de 7; con dominio &/. De modo andlogo, una escision a derecha semilocal de la misma
sucesion con dominio U es un morfismo inverso a derecha semilocal de 7, con domino U.
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2.3. Escisiones a izquierda y conexiones discretas.

En la Seccién 4.6 de [LMWO05] se discute la relacién entre las conexiones discretas de
m:Q — Q/G y las escisiones a izquierda de la Sucesién de Atiyah Discreta (2.1.5). En
esta seccion queremos revisar ese andlisis en el contexto categorico.

Sea U C  x ) un conjunto de tipo pD. Definimos el conjunto

Y7 (U) := {escisiones a izquierda semilocales de la SAD (2.1.5) sobre U/G}

Observacién 2.3.1. Si sy, € 37 (U) entonces,

1. s, (m?%?C%(qq,q))) = ©@%%CY(qo, 1), para algiin g; € G. Para verlo notamos que
P1(sp (7R (qo,q1))) = p1(7¥*PC(qo,q1)) por ser s; morfismo semilocal, y si
sp (X2 (qo, q1)) = 79X (g}, ), tenemos que 7(qo) = 7(q}). Por lo tanto existe
h € G tal que l}?(qé) = qo, lo que implica que 79*%C (g}, g}) = T9*EC (g0, 15 (g")) =
T@*EC (g0, 91), con g, :=15(g'). En conclusion, sp(719*9C(qy,q1)) = 79 (qo, g1)-

2. s (¥ (q,q)) = 79> (g, e), porque, como sz es morfismo semilocal, tenemos
que s1,00(gx@)/c(T(q)) = o(oxa)/c(m(q)) entonces sp (199 (q,q)) = 79*“%(q, e).

3. sp(m9X@C(q,19(q))) = w9*“C(q,g). Para verlo observamos que, como s;, es una
escision a izquierda semilocal de la SAD (2.1.5) entonces s (79*9%(q,19(q))) =
sL(Fi(m9%9C(q, g)) = 9 (g, g).

Dada A € ¥ (U), definimos

§L U — Q x G por §L(CJ0>(11) = (q(])A(QO)ql))‘ (231)

Lema 2.3.2. Seald C @ x @ un conjunto de tipo pD, A € £-(U) y 31, definida en (2.3.1).
Entonces 3 es G-equivariante (para la accién diagonal y (9%%(q, h) := (I2(q), 15 (R))),
suave y define una unica aplicacion suave

s U/G —> G tal que 796 65, = g; 0 g@XDC (2.3.2)

Demostracion. Como U C Q x @ es abierto y [?X?—invariante entonces la G-accién
[2%? restringida a U es una accién y es suave por ser I una subvariedad embebida en
Q x Q. Veamos que la G-accion [2%? restringida a U es una accién propia, supongamos
que (q7,q})jen € U es convergente y (g;)jen € G tal que (lg,(q{), ngj(q%))jeN es convergente
entonces como 7 : U — () X Q) es continua tenenemos que las sucesiones (q{, qg)jeN EQRXQ
y (lg,(q{), l?j(qg))jeN € @ x Q son convergentes en Q X ) y como la G-accién [9*? sobre
@ x @ es propia por lo probado en el Ejemplo 2.2.1 entonces existe una subsucesién
convergente de (g;);en, por lo tanto la G-accién (9% restringida a U es propia y es facil

probar que tambien es libre. La G-accién [2*% sobre Q x G es libre y propia por lo probado
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en el Ejemplo 2.2.1. Veamos que s, es G-equivariante,

gL(l?XQ(Qanl)) = §L(l?(qo),l?(q1))
= (15(q0), AU (q0), 1§ (@)
= (Z?(CIO)J?(A(CIO,%)))
= Z?XG(%,A(%,%))
= ZE?XGGL(CIO,CD))
Entonces por el Corolario A.1.18 existe una nica aplicacion suave
sp:U/G — G tal que 79%GC 05, = 5, 0 7@XAC, (2.3.3)
O

Lema 2.3.3. Sea U C Q x @ un conjunto de tipo pD y A € ¥.(U) entonces, definiendo
sy, mediante (2.3.3) , vale que s, € ¥} (U).

Demostracion. Debemos probar que sy es un morfismo inverso a izquierda semilocal de
Fy. Usaremos el inciso (2) del Lema 2.2.16.
Primero veamos que p; o s, = p1lusg si (qo, q1) € U,

PI(SL(WQXQ’G(CIOaCIl))) = f)l(WQXG’G(gL(CIOaCIl)) por definicién de sy
= p(m?*%Y(qo, A(qo, q1))) por definicién de 5p,
= W(CIO)

= pl(WQXQ’G(%aCh))-

Por lo tanto p;, o s; = pilu/c-
Ahora veamos que s 0 F1 = idp-14/) ¥ 0(@x@)c(Q/G) CU/G.
Sea 7@*¢C(q, g) € F ' (U/G). Entonces,

(sp o F1)(m9"%%(q,9)) = sp(n9*%C(q,12(q))) por definicién de Fy

= (79*9C035L)(q,1¥(q)) por definicién de sy

= 7@*GG(g, A(q, l?(q))) por definicién de 3,
= 79*EC(q,g) porque A € X (U)
= Z'del(u/G)(WQXG’G(%9))'

Por lo tanto s; 0 F} = z'del(u/G).
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Por tltimo, sea 7(q) € Q/G. Entonces, (oxq)/c(7(q)) = 79*?9%(q,q) € U/G porque
U es un conjunto de tipo pD. En consecuencia s; es un morfismo inverso a izquierda
semilocal de F1, es decir s € ¥} (U)

O
Por el Lema 2.3.3
Forp : 30(U) — 7 (U) definida por Ferp (A) = sp, (2.3.4)
con sy como en (2.3.3) esta bien definida.
Dado sy, € 37 (U) definimos
U — Q %, G por 51(qo,q1) = (g0, s.(7V* D% (g0, q1))). (2.3.5)

Observacién 2.3.4. §; es suave porque §; : Y — Q x G definida como &} (qo, q1) :=

51(qo, q1) es suave porque sy, es suave y como @ . x; G C Q x G es una subvariedad em-

bebida por el Ejemplo 1 de A.1.30 del Apéndice y Im(5}) C @ %, G entonces §’L|Qﬂxmé
es suave. En conclusion §; es suave.

Para s;, € ¥/ (U) definimos
As, U — G por As, := Ky 0§, con Ky definida en (A.1.4), en el Apéndice. (2.3.6)
Lema 2.3.5. Sea sy, € ¥} (U). Entonces A, € ¥ (U) (A, definida como en (2.3.6)).

Demostracion. As, es suave porque ks es suave por el Lema A.1.34 del Apéndice y porque
51, es suave por Observacion 2.3.4. Veamos que A;, es una forma de concexion pre-discreta.

ASL(lg(qo),lg(ql)) = /{2(§L(l§(qo),l§(q1))) por definicién de A;,

-1

= 94, (90, 01)9
Por otro lado tenemos,
A (0,13(q)) = w20351(q,15(a))
= ka2(q, sL(79*%(q,1¢(q))))
= ha(q, m*%CY(q, g)) por el item 3 de la Observacién 2.3.1
= 15,00)
= I&(9)
= g
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Por lo tanto, As, € ¥, (U). O

Por el Lema 2.3.5 la aplicacién
FL/C/ . Z/L(U) — Z/C(U) definida por FL/C/(SL) = AsL (237)
con As, como en (2.3.6) estd bien definida.

Proposicién 2.3.6. Las funciones Feipr v Frior definididas en (2.3.4) y (2.3.7) son mu-
tuamente inversas.

Demostracion. Veamos que Ferp o Fror = idsy, ).

Sea sy, € X7 (U), como ¢z0s = Poxg)/c entonces, para (g, q1) € U, s (> (o, q1)) =
1@*EC (g0, g) para algin g € G. Entonces si Fro(sy) = As,, tenemos As, (qo,q1) =
k2 (g0, sL(TP* P (g0, 1)) = K2(go, 79 (g0, 9)) = g.

Entonces FC/L/(FL/C/(SL)) = FC/L/(ASL), sea Sy, = FC/L/(FL/C/(SL)), veamos que Sy =
sr. Tenemos 5 (199 (qg, q1)) = 79%9Y(qo, As, (g0, @1)) = 799 (g0, ) = sL(79*C (g0, q1)).
Por lo tanto s, = sy, entonces Ferpr o Froor = idsy, ).

Ahora probemos Fpicr o Forpr = idsy qq)- Sea A € X (U), definimos s, := Forp/(A) y
A= Fpe(Forp(A)). Entonces, para (go, 1) € U,

A(%l(h) = FLQ(QOVSL(’/TQXQ’G(qO?ql)) = FLQ(Q(%WQXG’G(Q(%A(Q(bql))) = A(Q(]?ql)' En-
tonces A = A, por lo tanto Fpicr o Forp = tdsy ).

Por lo tanto Ferp y Frer son mutuamente inversas.

O

Hasta ahora, hemos asumido que U C Q) x Q) es de tipo pD. Supongamos ahora que U
es de tipo D. Los elementos de ¥¢(U) son precisamente las formas de conexién discreta
de conexiones discretas con dominio U (sobre un G-fibrado principal fijo 7 : Q@ — Q/G).
Definimos X1, (U) := Forp (Ec(U)) y For : Lc(U) — 3p(U) como la restriccidn y co-
restriccion de Ferp; como Fprpr es una biyeccidon, Fop también lo es. Notar que si Fi¢ :
YU) — Ec(U) es la correspondiente restriccién y co-resrticcion de Fp.cr, entonces
F 5= Fcr.

Observacién 2.3.7. Sea s; € ¥, (U) definimos

5p:U — Q x G por 51(q0,q1) := <CI0>/€2(6107SL(WQXQ’G(%,%)))) (2.3.8)

que es suave por ser composicion de aplicaciones suaves. Es facil verificar que el siguiente
diagrama de variadades diferenciables y aplicaciones suaves

QxG=—LUyY (2.3.9)
,n.QxG,Gl LwaQ,G
G~———UJG
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es conmutativo, de modo que sy es una levantada de s;. Para U de tipo D, podemos
considerar la restriccion de la G-accion [#*%(q1,q2) = (q1,1%(g2)) a U y la G-accién
19%Cm (g, h) = (q,gh). Entonces es facil chequear que s, € X (U) si y sélo si 5 es
G-equivariante para estas acciones.

Observaciéon 2.3.8. Aun para un G-fibrado principal trivial 7 : Q@ — Q/G con G
abeliano se puede ver que ¥ (i) € X} (U).

2.4. Escisiones a derecha y levantamientos horizon-
tales.

Sean 7 : Q — /G un G-fibrado principal, U C @ x @ un conjunto abierto de tipo
D,U" = (idoxm)(U) CQx(Q/G) yU" := (mxm)(U) C (Q/G)*x(Q/G). En esta seccién
estudiaremos la relacion entre levantamientos horizontales discretos de 7 y escisiones a
derecha semilocales de la Sucesién de Atiyah Discreta (2.1.5).

Lema 2.4.1. El subconjunto Q X oy, (Q X Q) C @ X () X Q) es una subvariedad embebida
y la aplicacion

X Qs Xaop, (@ X Q) — Q x @ dada por X(q, (Q,q1)) = lﬁ:{fq)(qo,ql). (2.4.1)

€S suave.

Demostracion. Veamos que Qr X op, (@ X @) es una subvariedad embebida en Q x Q x Q.
Definimos F: @ x (@ x Q) — Q/G x Q/G por F(q, (g0, q1)) := (w(q), (7 © p1)(q0, q1)),
observamos que Qr Xrop, (Q X Q) = F1(Ag/¢). como F es una aplicacién suave, Ag/c
es una subvariedad embebida (por lema A.1.8 del Apéndice) y F es transversal a Ag /g, es
decir se verifica que Tr(qg,,)(Q/G X Q/G) = Trgg0.01)A0/6+ Tiqua0.a0) F (Tig.q0.0) @ X @ X Q)
para todo (g, (g0, q1)) € F~'(Ag/c), porque F es una submersién porque 7 es submersion,
entonces por el Teorema A.1.13 del Apéndice F~'(Ag/¢) es una subvariedad embebida.
Veamos que A es suave, definimos G : X opy (@ X Q) — (Q %, Q) x (Q x Q)
por G1(q, (90, q1)) == ((¢,P1(q0, 1)), (0, q1)), que es suave, Gy : (Q X, Q) X (@ X Q) —

G x (Q x Q) por Go((qo,q1), (92,93)) = (k(q1,90) (g2, g3)) que es suave porque & es suave
por el Lema A.1.31 y como (I?%% o G, 0 G1)(q, (g0, 1)) = [9*? 0 G2((q,q0), (g0, 1)) =

199 (k(g0, 0), (40, 01)) = Ly (@0, @1) = Mg (g0,01)), por lo tanto A es suave por ser

£(q0,q)
composicién de aplicaciones suaves. O

Se define la G-accion 197 sobre Q x (Q x Q) como l?g(q, (90, 1)) = (4,18 (q0, q1)), que
es suave, libre y propia porque la G-accién [2*? sobre Q x @ lo es. Como Q X rop, (@ X Q)

es G-invariante, porque para (g, (qo, q1)) € Q X rop, (@ X Q) se tiene que 7(q) = 7 (I (qo))

por lo tanto l§3(q, (90, q1)) € QX rop, (@xQ), entonces 19’ restringinda a Q, X ropy (@ X Q)
es una G-accién y es suave porque @ X, (Q X Q) es una subvariedad embebida en
Q x (@ x Q). La G-accion restringida a @ ;X ., (@ X Q) es propia porque, usando la Pro-
posicién A.1.15, si tomamos una sucesién (¢, (¢!, q%))jeN € Q ;X op, (Q X Q) convergente,
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(gj)jen € G tal que (gj, (Zg(q{,qg)))jeN € Q Xrrop, (Q X Q) sea convergente entonces
porque 7 : @Q Xz rop, (@ X Q) = @ x (Q x Q) es continua, las sucesiones (¢7, (q{, q%))jeN y
(g5, (l?j(q{, q3)))jen también son convergentes en @ X (Q X Q) entonces como la G accién
19" sobre Q %X (Q x Q) es propia, tenemos que existe una subsucesién convergente de
(95);en, por lo tanto la G-accién 19° restringida a Q X rop, (@ X Q) es propia y es ficil
ver que también es libre.

Lema 2.4.2. X definida como en (2.4.1) induce una aplicacién suave

A Qr x5 (@ % Q)/G — Q x Q tal que Mg, 7% (go, q1)) = Mg, (g0, q1))-

Demostracién. Como ya vimos la G-accién [@° restringida a la subvariedad embebida
Q Xap (Q x Q) es libre y propia. Ahora veamos que A es G-invariante,

A1 (g, (g0, 1)) = Mg, (19(q0), 19(q1)))

. RxQ 0xQ
l“(l?(fm),q)(lg (QO7 Ch))

- lf‘ig(Zoc?q)g*1 (Z?XQ(%a q))

= [ (10 (19 g0, @)

= l,?(zo?q) (CIO, CI1)

= A(Q? (QO7 (h))

Por lo tanto X es G-invariante y entonces por el Corolario A.1.19, X induce una aplicacion
suave

A1 Qx %5 (@ x Q)G — Q x Q tal que A(q, 7%*%%(qo,q1)) = Mg, (90, q1))  (24.2)
[

Observacion 2.4.3. X es G-equivariante bajo las acciones, l?x""” (QXQ)/G(q, T2 (g0, q1)) =

(I9(q), 79*9%(qo, q1)) y 19%€.
Notar que para (q, (go, q1)) € Q@ Xz xop, (@ X Q) y g € G,

A12(q), (g0, q1)) = lﬁ:ﬁ?(q))(QmQI)

= ngnTim(%’ q)

- Z?XQ(ZS(:()%)(QO’ a))

= 12*%(X(q, (g0, q1)))

Entonces para (q, 7?*%%(qg, q1)) € Qx X, (Q x Q)/G y g € G tenemos,
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™, p G
A1 @I (g 7 @QC (g q1)) = MI(q), 7@ (g, 1))

= M2(q), (g0, 1))

= 19*9(Xa. (90, 01)))
= 199N\(q, 7% (go, q1)))

Por lo tanto A es G-equivariante.

Definimos,
Y r(U) := {escisiones a derecha semilocales de la SAD (2.1.5) definidas sobre U" }.

Observaciones 2.4.4. Si sp € L r(U), entonces valen las siguientes propiedades:

1. sp(m(q), 7(q))) = 7Y (qo, ¢g2), para algin go € Q. Como sp es un morfismo
semilocal a derecha entonces pi(sgr(7(q),7(q1))) = pi(7(q),7(q1)), es decir, si
sr(m(qo), m(q1)) = 79*2C (gl q}) tenemos m(qy) = 7(qo), por lo tanto existe h € G
tal que I2(qy) = qo, entonces 79*RG (g ) = 7R*2C (go,1%(q})), por lo tanto si

42 := 12(q)), tenemos sg(t(g0), 7(q1))) = 792 (qo, g2).

2. sr(n(q), n(q)) = 79*9%(q, q), porque, sr(0q/axq/c(7(q))) = 0(@xq)c((q)) enton-
ces sg(m(q), m(q)) = T9*P%(q, q).

3. Si sp(re,m1) = 79*@C(q),q|) entonces 1q = 7w(qy) y 1 = 7(q}). Como sg es
una escision a derecha de la SAD tenemos (Fy o sg)(ro,r1) = idyr(re,r1) enton-
ces Fo(m9>@C (g, q1)) = (ro,71), por lo tanto 7(qy) = 1o y 7(q}) = r1.

Para sr € ¥r(U), definimos

h:U — Q x Q por h(g,r) := g, sr(7(q),7)) (2.4.3)
Lema 2.4.5. Sea sg € Xg(U) y h definida como en (2.4.3) entonces h € Xy (U).

Demostracion. Veamos que h es un levantamiento horizontal discreto sobre U" usando la
caracterizacién que da el Teorema 2.1.15. Como U’ es de tipo D entonces es abierto y
es G-invariante bajo la accién l?X(Q/G)(qO,rl) = (19(g0), 1) Sean (go, 1) €U y q1 € Q
tal que 7(q;) = ri, como U es G x G— invariante entonces (l?(qo),ql) € U con lo cual
(idg x m)(I%(q0),q1) € U’ y por lo tanto l?X(Q/G)(qo,rl) = (I¥(qo),m1) € U', es decir
U’ es G—invariante. La aplicacion h es suave ya que A es suave por el Lema 2.4.2 y
sr(m(q),r) = sr((mop1)(q,7),p2(q, 7)) es suave. Veamos que h es G-equivariante bajo las
acciones [X(@/) y 1979,

32



h(I& D (go, 1)) =

1¢*9(h(go, 1))

Por lo tanto h es G—equivariante.
Veamos que h es una secién sobre U’ de idg x 7 : Q X QQ — Q X Q/G,

((idg x ) o h)(qo, 1) =

(idg x m)(Ago, sr(7(q0),71)))

- Sid@ x ) (Mgo, ™% (g0, 1))

por el item 1 de lg Observacién 2.4.4

idg x m)(Mqo, (g0, 1))

idg X W)(l,?(q(?qo)(CIoadl))

(
(
= (idg X 7)(q0, 1)
(90, 7(q1))
(

do, 1) por el item 3 de la Observacién 2.4.4

Sea qg € @, como U es de tipo D entonces (qg, qo) € U, con lo cual (g, 7(qy)) €U y

h(qo, 7(q0)) =

A
\
= Mao
QRx

sr(7(q0), ™(q0)))
9o, WQXQG(qO,qO)) porque sg 0 0g/axQ/G¢ = 0xq)/¢ (Sr € Lr(U))

, (90, Q)

= l,i( )(QO7q0)

= (40, 90)-

Por lo tanto, por el Teorema 2.1.15, h € Xy (U).

Definimos la aplicacién,

FRHI

YrU) :— Xy (U) por Fry(sg) :=h,

donde h es como en (2.4.3). Fry estd bien definida por el Lema 2.4.5.
Dado h € ¥y (U) definimos

§R:L{

— (Q x Q)/G por (g, 1) :=

7@*@C (h(q, 7))
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Definimos la G-accién l?X(Q/G)(q, r) = (l?(q), ) que es suave, propia y libre porque la
G-accién l? sobre () tiene esas propiedades. Veamos que U’ es G-invariante, sea (qg,71) €
U'y q € Q tal que 7(q1) = r1, como U es (G x G)-invariante entonces (I (qo), g1) € U con
lo cual (idg x 7)(I¥(g0), q1) € U y por lo tanto Z?X(Q/G)(qo, r1) = (I%(qo), 1) € U', es decir
U’ es G-invariante, entonces la G-accién I?X(Q/G) restringida a U’ es una accion y es suave
por ser U’ una subvariedad embebida, es libre porque la G-accién l? sobre () es libre.
Veamos que [9%(@/C) restringida a U’ es propia; sea (g;,7:)ien € U’ convergente, (g;)ien €
G tal que (Zg(%),ﬁ)iem € U’ es convergente, como U’ es una subvariedad embebida,
iU = Qx(Q/G) es continua, (g;,7i)ien y (1€ (i), 7i)icn son convergentes en @ x (Q/G)
I?X(Q/G))
[@x(@Q/G)
9

Y, COMo es propia, existe una subsucesién de (g;);en convergente, por lo tanto la

G-accion restringida a U’ es propia.

Lema 2.4.6. $p definida como en (2.4.5) es suave y define una tnica aplicacién suave

sp:U" — (Q x Q)/G tal que sgr(n(q),r) = 5r(q,7) (2.4.6)

Demostracion. g es suave por ser composicién de funciones suaves. La G-accién [@*(@/C)
restringida a U’ es una accién libre y propia por lo ya visto y ademds Sgr resulta G-
invariante porque para (q,r) € U’ se tiene,

SRS Vg ) = 3r(1%(g),T)
= 7VQG(R(19(go), 1))

= qQE(*Q(h(qy, 1))
= 79*9C(h(qo, 7))
= §R(q771)

entonces por el Corolario A.1.19 existe una unica aplicacién suave,

sp:U" — (Q x Q)/G tal que sg(w(q),7) = Sr(q, 7).

Lema 2.4.7. Sean h € ¥y (U) y sr definida como en (2.4.6). Entonces sg € Lr(U).

Demostracion. Para probar que sg es una escision semilocal a derecha de la SAD), usare-
mos (1) del Lema 2.2.16. Por el Lema 2.4.6 sg es suave. Fy € homgs,, ((QxQ)/G), (Q/G x
Q/@)) por lo probado en el Ejemplo 2.2.3. Como h € ¥y (U) por el Teorema 2.1.15 existe
una unica forma de conexién Ay con dominio i := (id x m) (') tal que h(qy, 7(q1)) =
(90+ 1% g0y (1)) Veamos que Fy o sp = idjyr,
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(Fyosg)(ro,r1) = F»
— F2

sr(7(g0), 7(q1)))
r(go, 7(q1)))
7@*@C(h(qo, 7(q1))))

= B WQXQG(qO’ -QAd(fIOfll) H(a1)))

I
5

(
(5
(
(

= (m(90), 7S, (o) (@1))
= (m(q),7(q1))
= (T07T1)

Veamos que 0g/axq/c(Q/G) C U": sea m(q) € Q/G para q € Q, 0g/axq/c(m(q)) =
(7(q),7(q)) € U" ya que (q,q) € U y por dltimo probemos que sr©0g/GxQ/c = T(QxQ)/G

sk 0 0g/axq/c(m(q)) = sr(m(q),7(q))
= §R(Q7 q))

= 7@@Ch(q,7(q)))
= 79*@C(q q) por propiedad de los levantamientos horizontales

= U(QxQ)/G(W(Q))

Por lo tanto sk es una escisién semilocal a derecha de la SAD, es decir, sp € Lg(U).
I

Por el Lema 2.4.7, la aplicacion
FHR : ZH(U) — ZR(U) definida por FHR(}Z) = SR (247)
con sg como en (2.4.6) estd bien definida.

Proposicién 2.4.8. Las funciones Fry y Fyg definidas por (2.4.4) y (2.4.7) son mutua-
mente inversas.

Demostracion. Veamos que Fyp o Fry = ids, ). Dado sp € ¥x(U), sean h := Fry(sg)
y 8 = Fyr(h). Para (go,q1) € U, tenemos sg(m(qo), m(q1)) = 79*9C (g}, q) y co-

mo PoxQ)/G © Sk = $Q/axq/c entonces m(qo) = 7(qp), por lo tanto sr(m(qo), 7(q1)) =
WQXQ’G(Q(),qlll) para algin (qo, ¢}) € U. Entonces,
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Sr(m(q0), m(q1)) = 79*@C(h(qo,7(q1)))
= 79%C(N(qo, sr(7(q0), 7(q1))))

Mgo, 7% (g0, 7))

= sgr(m(q0), m(q1))
Por lo tanto, FHR o FRH = ’idzR(u).
~ Ahora veamos, Fry o Fyr = ids, ). Dado h € Xy (U), definimos sr := Fyp(h) y
h := Fru(sg). Para cualquier (qo,q1) € U existe g € @ tal que h(qo, 7(q1)) = (g0, 1)
entonces,

h(go,m(q1)) = Ago, sr(7(q0), 7(q1)))
= AMgo, 7 (h(go, 7(q1))))
= Mgo, ™% (g0, q1))
= (q0,q1)

= h(go, m(q1))
Por lo tanto, Fry o Fyr = ids, (U). O

Observacion 2.4.9. Por la Proposicion 2.4.8, si U es de tipo D, existe una corres-
pondencia biyectiva entre las escisiones a derecha semilocales de (2.1.5) y levantamientos
horizontales sobre 7, que a su vez, son equivalentes a conexiones discretas sobre m. Esta
equivalencia es el andlogo discreto de la equivalencia entre las escisiones a derecha de
la sucesién de Atiyah (2.1.3) y conexiones como en [Mac87|. Observar que mientras las
escisiones a derecha e izquierda de (2.1.3) son equivalentes -y ambas son equivalentes a
conexiones- en el caso discreto se requiere una condicién adicional de equivariancia de
la escision por la izquierda de (2.1.5) para corresponder a una escision a derecha -o una
conexién discreta.

2.5. Producto fibrado asociado a una conexién dis-
creta

Sean (Ej, ¢j, M, S;,0;) € obges,, para j = 1,2. Como las aplicaciones ¢; son submer-
siones, por el Teorema A.1.13 Ey := E) 4, X4, F» resulta una subvariedad embebida en
E, x FEy y ademés Ey es un pullback de E; LaNy Vit E5 en la categoria M fd por el
Ejemplo A.2.5. Sea ¢ : £y — M tal que ¢ := ¢, 0 p; = ¢y 0 po; es facil verificar que
(Ex,dx,M,S; x Sy) es un fibrado y que ademsds, si ox(m) := (01(m), 02(m)) entonces
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(Ex,0x) € 0bgps,,- Como Eyx C E; x Fs es una subvariedad embebida, podemos definir
las siguientes funciones suaves:

FX:FE — E, por F(e):= (e1,02(p1(e1)))
Fy: Ex — Ey por Fy(ej,es):=ey
si By — By por si(er,e) :=e;

sy i By — Ey por 83 (e2) := (o1(pa(e2)), e2)

Es facil verificar que F[*, Fy*, 57, s5 son morfismos en §bs,, y se satifacen las relaciones:
X X _ - X X _ X X _ X X _
sy o B =idp,, Fy osy; =1idg,, Fy oF =030¢;, s 0s5; =0,0¢;

Entonces tenemos el siguiente diagrama en §bs,,:

FJ P
(Ehal) (EX7UX)—>(E2702) (2.5.1)
T sX
La sucesién
FJ Fy
(El,Ul) (EX,UX)—>(E2702) (252)

serd llamada Sucesion producto fibrado de (Ey,01) y (Ea,09).

Observacion 2.5.1. Se puede verificar que

FX FX
(E1701) (EX7UX) _> (E2702)

es el pullback de

(E1701) (MT ZdM) (EQ,UQ)

La sucesién producto fibrado (2.5.2) es una extension en Fbsy,. Es claro que Fy* es
suryectiva y como F}* es una aplicacién inversa a derecha suave de s entonces por el
Lemma A.1.36 F[* es un embebimiento y por ultimo es fécil verificar que Im(F*) =
ker(Fy).

Dada la extension en §bs,,

(E1,00) s (B, 0) —2= (B», 00) (2.5.3)

queremos estudiar diferentes relaciones entre morfismos semilocales de (2.5.3) en la suce-
sién de productos fibrados (2.5.2) y escisiones semilocales de (2.5.3).

Sea U C E abierto tal que o(M) C U, & : U4 — Ey un morfismo semilocal tal que el
siguiente diagrama
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Fx FJf
B, —=E, —>E, (2.5.4)

idElI T(I) Iid};z

E1T>E—FZ>E2

en §bs,s es conumutativo. Definimos
s1:U — Ey por s; :=87 0o® (2.5.5)
Lema 2.5.2. s; definida en (2.5.5) es una escision a izquierda semilocal de (2.5.3).

Demostracion. Para probar que s; es un morfimo inverso a izquierda semilocal de Fj,
vamos a usar (2) del Lema 2.2.16. Veamos que ¢; o s = ¢, por la Observacién 2.5.1 y
porque el diagrama (2.5.4) es conmutativo, tenemos para e € U, (¢ 0 s1)(e) = (¢ 0 87 0
D)(e) = (pa 0 Fy o ®)(e) = (2 0 Fr)(e) = ¢(e) (porque Fy es morfismo de fibrados),
ademds se tiene que s1 0 Fi|p-14) = s7 0@ 0 Fi|po14y) = s7 0 F|po1yy = idp-1y). Por lo
tanto, s; es un morfismo semilocal inverso a izquierda de F; y por lo tanto una escision
semilocal a izquierda de (2.5.3).

U

Dada s; : Y — E; una escision a izquierda semilocal de (2.5.3) se define,

O U — Ex por O := (s1, Folu). (2.5.6)

Lema 2.5.3. ¢ definida como en (2.5.6) es un morfismo semilocal tal que el diagrama
(2.5.4) es conmutativo en §bsy,.

Demostracion. Chequeamos que @ estd bien definida: para e € U, ¢1(s1(e)) = ¢(e) =
d2(Fy(e)), por lo tanto ®(e) € Ex. ® es suave porque es una aplicacién suave en E; x E,
y Ey C E;x FE5 es una subvariedad embebida de E; x F5. Veamos que ® es un morfismo se-
milocal de Een E: o(M) C U por hipdtesis, parae € U, ¢pg, (P(e)) = dr, (s1(e), Fa(e)) =
d1(s1(e)) = ¢20F3(e) = ¢(e) y para cualquier m € M, (o (m)) = (s1(o(m)), Fa(o(m))) =
(o1(m), 02(m)) = ox(m). Por lo tanto ¢ es un morfismo semilocal.

Veamos que el diagrama (2.5.4) es conmutativo. Probemos que Fy o ® = Fy, F) o
O(ey) = Fy'(s1(e1), Fa(e1)) = Fa(er). Ahora veamos que ® o F} = F[*, como (2.5.3) es una
extension entonces por el Corolario 2.2.10 (F1, F}) es un nicleo categérico de F. Luego
el diagrama

B F

g

MTU—2>E2

es conmutativo en §bs,,, entonces, para cualquier e; € Ey, Fy(Fi(e1)) = oa(p1(e1)). Por

lo tanto, ®(Fi(e1)) = (s1(Fi(e1)), Fa(Fi(er))) = (e1, 02(d1(e1))) = F*(e1). -
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Para U C E abierto tal que (M) C U definimos,

E5U) :={®: U — Ex morfismos semilocales tal que el diagrama (2.5.4) conmuta}

Y7 (U) := {escisiones a izquierda semilocales de (2.5.3) con dominio U}

Por el Lema 2.5.3, la aplicacién
Hpy : £ (U) — E5(U) definida por Hrp(sy) := @ (2.5.7)

con ® como en (2.5.6) estd bien definida.
Por el Lema 2.5.2, la aplicacién

Hyp : E5(U) — X7 (U) definida por Hyp(®) = s. (2.5.8)
con s; como en (2.5.5) estd bien definida.

Proposicién 2.5.4. Las funciones Hy; y Hyp definidas en (2.5.7) y (2.5.8) son mutua-
mente inversas.

Demostracion. Veamos que Hyp o Hry = ids, ). Sea s € iL(L{), entonces Hy g, o
Hry(s1) = Hyp(s1, Faly) = s7(81, Faly) = s1. Por lo tanto Hyp o Hpy = idsx g

Ahora veamos que Hyy o Hyp, = idsyx q)- Sea © € Yu(U) entonces Hry o Hyp(P) =
Hiy(sy o®) = (s7 0@, Fyly) = (pro P, Fy 0o®) = (p o P,pp 0 P) = . Por lo tanto
HLU o HUL = idz;(u)

]
Aplicamos las construcciones previas a M := Q/G, (Ey,01) := (G, oz) y (B, 00) i=
(Q/G) x (Q/G),0(q/c)x(q/c))- Entonces, tenemos la sucesién en §bsg g
~ FIX ~ F‘ZX
G==Gj, x ((Q/G) x (Q/G)) —=(Q/G) x (Q/G) (2.5.9)

X X
s] Sy

(é x (Q/G),p1 0o p1,Q/G,G x (Q/G)) es un fibrado que equipamos con la seccién
Oexia/e)(m(a)) = (WQjG’G(qae)ﬂf(Q))-N
La aplicacién © : G x (Q/G) — Gy, x,, ((Q/G) x (Q/G)) definida por

(% (qo, 9),m(q1)) := (729 (g0, 9), (m(q0), ™(q1)))

es un isomorfismo de fibrados sobre Q/G. Es fécil verificar que que © es un isomorfismo
en §bsy,. La sucesion (2.5.9) en §bs,, es isomorfa a

Gl G x (QIG) 2= (Q/6) x (Q/G) (2.5.10)

donde
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= (79%9%q,g),7(q))

)
L (X9 C (g, g),m) = (n(q),7),
519X (q, ), ) = wIEC(q,g)
S2(m(q),r) = (w9*9C(q,e),7)

La sucesién (2.5.10) sera llamada sucesién producto fibrado de (G, og) con ((Q/G) x

(Q/G),0@)ex@/c))
Volviendo a fibrados principales con conexiones discretas tenemos el siguiente resultado

(Proposicién 4.19 en [FTZ10]).

Proposicién 2.5.5. Sea Ay una conexién discreta con dominio 4l sobre un fibrado prin-
cipal 7 : Q@ — Q/G. Definimos @ 4, : 4l — QX G X (Q/G) y V4, : W — Q x Q donde
W = {(q0,90,71) € @ x G x (Q/G) : (qo,71) € W} por

(5Ad(QO7q1) = (g0, Aa(q0,q1), m(q1))

k’Iv}Ad(Q(]?g(hrl) = léQOXQZ(hd(qmrl))

Entonces ®4, v V¥4, son suaves y mutuamente inversas. Ademads, considerando la

accion diagonal de G sobre Q x Q y 1&gy, go,11) = (19(q0), 15 (g0), 1), ambas
aplicaciones son G-equivariantes e inducen los difeomorfismos ® 4, : 4/G — W/G y
\I/Ad : W/G — il/G

Explicitamente, las aplicaciones ® 4, y W4, estan dadas por

‘pAd(WQXQ’G(CJoafh)) = (WQXG’G(QoaAd(%,Ch))aW(Ql))

(2.5.11)
\I}Ad(ﬂ-QXG’G(q()?gO))Tl) = ,/TQXQ’G(Z%XQz (hd(q(])Tl))

Corolario 2.5.6. Dada una conexién discreta A,; con dominio 4l sobre un G-fibrado
principal 7 : Q@ — @Q/G la Sucesién de Atiyah Discreta (2.1.5) es equivalente a la
sucesién producto fibrado semilocal (2.5.10) en §bsg  de forma canénica.

Demostracion. veamos que © 4, y U 4, definidos en (2.5.11) son isomorfismos semilocales
en §bsg . Por la Proposicion 2.5.5 @4, y W4, son difeomorfismos. Veamos que ® 4, :
/G — G x (Q/G) es un morfimo semilocal.

Sea 79*@%(qo,q1) € UW/G,

(Propr)o ‘I’Ad)(WQXQ’G(%,CIl)) = (le O)Pl)((WQXG’G(CJOaAd(%,(h))ﬂf((h)))
™90
= P19 (g0, q1))

Por lo tanto, (p; o p1) o @4, = P1ly/c-
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Veamos que ogxq)/c(Q/G) C L/G. Como U es el dominio de la conexién discreta,
entonces Ag C 4l por lo tanto o(oxq),¢(Q/G) C 4/G. Probemos que ® 4, © 0(gxg)/c =

IGx(Q/G)"
‘PAdOU(QxQ)/G(W(CI)) = ‘DAd(WQXQ’G(q,Q))
= (79%9C(q, Au(q,q)),7(q))
= (a9x9C(q,e),m(q))

Tax(q/e)(T(a))-
Por lo tanto ® 4, © 0(gx@)/¢ = Tax(q/q)-

Seguido de lo anterior, ® 4, : /G — G x (Q/G) es un morfismo semilocal.
Veamos que ¥ 4, : W/G — (QxQ)/G es un morfismo semilocal. Sea (7@*¢-¢(
W/G,

qo, 90)7 Tl) S

(P10 WA, ) (7% (qo,90),m1) = Pr(m@*DE(IL*9 (ha(go, 1))
— PERE( (g 19 (1)) con 1y = 7(q1)
= P90, ()

= 7(qo)

= (B o p) (799 (qo, go), 11)).

Por lo tanto (p1 0 ¥ 4,)(7?*“%(qo, go),71) = (5 0 p1) (79 (g0, go), 71).

Ahora veamos que 0gy /) (Q/G) C W/G. Sea 0y g/6)(7) = (79*%C (g, e),7) con
r = w(q), entonces (gq,e,r) € W ya que (q,r) € ' (porque (q,q) € 4l); por lo tanto
(7@xCGC (g, e),7) € W/G, de modo que Oaxg/c)(Q/G) C W/G. Probemos que Wy, o

0GxQ/c = 9(QxQ)/G-
(Va,006x0/0)(T(q) = Wa, (7?9 (g, e),7(q)))
= TRE(Z*P(ha(g,7(q)))

= mIXRE([@x(g, lgd(q’q)fl(Q)))

= 7¥*@CY%4q,q)

= U(QxQ)/G(W(Q))-

Entonces ¥ 4, 0 05 = 0(gxq)/c- Por lo tanto ¥ 4, : W/G — (Q x Q)/G es un morfismo
semilocal.
Veamos que W4, 0 D4, = id|yjc y Pa, o Va, = id|w/c. Sea 7% (g0, q1) € U/G,
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W4, 0 Pu, (m9*2C (go, 1))

Por otro lado, sea (72*%%(qq, go)

(D.Ad © kI}Ad((ﬂ—QXG’G(QOa 90)7 (8]

)

= W4, (799 (qo, Adlqo, q1)), m(q1)))
R @G22 (hy(go, w(q))))

= T@QEUP@ (0,19 (@)
= WQXQ’G(CIOalﬁd(qO,qI)(i(qo,ql)*l(ql)))

7X@ (g0, qu).

,Tl) S W/G,

D 4, (TOX@E(12*92 (hy(go,71))))

4, (T VQE (1D (o, 1§ 1(q1)))) con 7(qr) =

Aa(go,q1) 7!
(@)

(729 (g0, Aa(90, 12 4oy (@) T 4oy (1))
(X2 (qo, goAa(go, q1) *Aalqo, q1)), m(q1))

(m2*2C (g0, go), ™ (q1))-

Q

QxQ,G
(DAd(W ) (CJO, lgoAd(qom)’

Por lo tanto W4, y ® 4, son isomorfismos semilocales.
Ahora veamos que el siguiente diagrama es conmutativo, en donde tenga sentido que

® y ¥ sean morfismos semilocales.

G- 6w (Qa)

@AdTl\IlAd

G~ (Q % Q)/C 5~ (Q/C) x

]

Veamos que &4, 0 F| = Fl y Fg o

(P, 0 F1)(79*9%(q, g))

(Q/G) x (Q/G)
Iid@/c‘)x(@/c‘)

(Q/G)

(2.5.12)

D4, = Folye.

D4, (19*9C(q,13(q)))
(19x4C (g, Aalg, 1(9))). 7 (13 (q)))
= (79%9C%(q,9.A4(q,9)), 7(IF(q)))
(19*%%(q, g),7(q))

F(m9%6C(q, g)).
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(Fyo ®4,)(n9*%C (g0, q1)) = Fo(m9*9C(qo, Aa(qo, q1)), 7(q1))
= (m(qo), m(qn))
= Fz(WQXQ’G(CIOaﬂh))

Veamos que W 4, o Fi=F yFo W, = F2|W/G

(W4, 0 F)(79¥CC(q,9)) = T4, (n9%C(q,g),7(q))
= TREUZ*P(hy(q,7(q))

= WQXQ‘G(ZE,QXQZ(CI,lgd(q,q)fl(Q)))

= 7mIx@C(q, lgAd(q,q)fl (9)))

= 79*2Y(q,12(q))
= F(79%%%(q,9)).

(Fo 0 U, )((999) (qo, go),11)) = Fa(m@*PE(IZ*P(ha(go, 1))
= Fz(WQXQ’G(Z%XQz(Qmlgd(qmql)q(%)))) con ;= m(qy)

= F2(7TQXQ’G(QO> léQOAd(qO’ql)fl (%))))

m qo)’ W(lé?of‘d(qom)*l (Q1))

U

2.6. Escision a izquierda y descomposicion del pro-
ducto fibrado

En esta seccion exploramos la relacion entre tener una escision a izquierda de la Suce-
sién de Atiyah Discreta y un morfismo semilocal & € homges,, (X Q)/G, 0(gx@)/c), (G
(Q/G), Uéx(Q/G)))-

Seald C Q x Q de tipo pD y sea ¥y, (U) el conjunto de todos los morfismos semilocales

®:U/G — G x (Q/G) que hacen que el siguiente diagrama en §bsg ¢ sea conmutativo
(siempre que tenga sentido, porque ¢ es semilocal).
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fiﬂx}@/@ (Q/G) x (Q/G) (2.6.1)
idg ® d(@/6)x(Q/06)

G4~ (Q@xQ)/G—>(Q/G) x (Q/G)
Dado ¢ € ¥},(U) definimos,

sp:U/G —s G por s := 3, o ®, con § definida en (2.5.10) (2.6.2)

Adaptando lo probado en la Seccién 2.5 podemos ver que s, € ¥’ (U). Por lo tanto
definimos la siguiente aplicacién

Fyp : SpU) — E(U) por Fyrp(®) := s, con sy, definida en (2.6.2) (2.6.3)
Dado sy, € 37 (U) definimos

O:U/G — G x (Q/G) por @ := (s1,p5 0 Falyscr)- (2.6.4)

Por lo probado en la Seccién 2.5 podemos ver que ¢ € ¥, (U), por lo tanto se puede
definir la siguiente aplicacién

Froy . (U) — Sy (U) por Fry(sr) := @, con ® definida en (2.6.4) (2.6.5)

Proposicién 2.6.1. Las funciones Fypr y Fpr definidas en (2.6.3) y (2.6.5) son mutua-
mente inversas.

Demostracion. Veamos que Fpio Fypr = idz/l](u), sea & € 3, (U),
Fry o Fyip(®) = Fry(8; o ®) por definicién de Fyip
(81 0 @, p2 0 Fly/) por definicién de Fpyy
= (4 0®,py0 Fyo®) porque el Diag. (2.6.1) conmuta
(PL(P), p2(P))
= .

Por lO tanto, FL/U/ e} FU/L/ = ZdZ/U(Z/I)
Ahora veamos Fyyps o Fryp = idsy ), sea sp, € X (U)

Fyip o Fru(sy) = Furp(sp,p2 o Falyse) por definicién de Frpr
= 81 0(sL,p2 0 Folug) por definicién de Fyp
= sy, por definicién de 3;.

Por lo tanto, Fyrpr o Friyr = IdZ/L(LI)- D
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Cuando U es un subconjunto de tipo D, el subconjunto ¥ (U) C ¥ (U) corresponde a
las escisiones a izquierda semilocales que surgen de conexiones discretas en m con dominio
U. De este modo, Xy (U) := Fry (2L (U)) es el conjunto de los morfismos semilocales en
Y7, (U) que surgen de una conexién discreta en 7 con dominio Y. Definimos Fy iy : 1, (U) —
Yy (U) como la restriccién y corestriccion de Fpr a los subconjuntos correspondientes.
Esta claro que Fpy es una biyeccion y si Fyp @ Sy(U) — L (U) es la correspondiente
restriccién y corestriccién de Fyp, entonces Fy ;= Fyp.

Observacién 2.6.2. Supongamos que U es de tipo D. Para cualquier & € 3, (U), sea
sp := Fyp(®) y 51 su levantada definida por (2.3.8). Entonces, s, € ¥ (U) si y solo si
51, es G-equivariante en el sentido de la Observacion 2.3.7. Definimos

d:U — (Q x G) x (Q/G) por &)(qo,ql) = (sr(qo,q1), m(q1)). (2.6.6)

Es claro que d es suave y es facil chequear que el diagrama

OxQ—2—(0xG)xQ/G (2.6.7)
waG»Gl leXQ'GXidQ/G
(Qx Q)/G—5—GC x (Q/G)

en la categoria de variedades y funciones suaves es conmutativo. Por lo tanto, en cier-
to sentido ® es la levantada de ®. Se puede comprobar que la condiciéon de que sp
sea G-equivariante es equivalente a la G-equivarianza de ® para las G-acciones [@*@2
y ngXG“”X(Q/G)(q, h,r) := (q,gh,r). Por lo tanto, ® € £y(U) si y solo si su levantada @ es
G-equivariante para las acciones que se acaban de considerar.

Proposicién 2.6.3. Si U es de tipo D y & € Xy (U), entonces ¢ es un isomorfismo
semilocal en Fbsg .

Demostracion. Sea ® la levantada de @, definida por (2.6.6), donde s; := Fy(®). Si
la correspondiente forma de conexién discrea es Ay := Frc(sr), usando (2.3.1), tenemos

que, para (go,q1) € U, ®(g0,q1) = ((q0, Aalg0,q1)), 7(q1)). Como Ay € Xc(U), entonces
por la Proposicion 2.5.5 se tiene que ¢ y ¢ son isomorfismos semilocales. O

2.7. Escision a derecha y descomposicion del produc-
to fibrado

En esta seccion exploramos la relacion entre tener un morfismo semilocal ¥ € homgys,, (Gx
(Q/G);06x0/0)): ((Q X Q)/G,0(gxq@)/c)) ¥ una escision a derecha de la Sucesién de Ati-
yah Discreta.

Sea U C (Q x @ un subconjunto de tipo D, definimos los conjuntos abiertos U” :=
(m x T)(U) € (Q/G) x (Q/G) y W = Ey*(U"). Sea L(U) el conjunto de todos los
morfismos semilocales ¥ : W — (Q x Q)/G tal que el diagrama
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GG x (Q/G) 2 (Q/G) x (Q/C) (2.7.1)
id@I lxp d(Q/6)x(Q/6)
G—>(QxQ)/G—>(Q/G) x (Q/G)

en §bsg i es conmutativo cuando tiene sentido que lo sea.
Para sg € ¥x(U) definimos

W W — (Q x Q)/G por (x4 (q, g),7) := nPAE(*P(\(g, sr(n(q),7))))
(2.7.2)
donde A estd definida en (2.4.2).
Lema 2.7.1. Sea sg € Xg(U) y ¥ definida como en (2.7.2) entonces ¥ € 37, (U).

Demostracion. Veamos que ¥ es un morfismo semilocal. Probemos que p; o ¥ = p; o py,

(p1 o ) (79*CC (g, g),1) = pr(x9*@E(l

o~

P
P
7o
P
P

et
oy
— — — — — —
3
O
X
O
Q
— — — — — —
~

Ahora veamos que ¢, (/) (Q/G) C Wy Woos, g6 = 0(exq)/c- Sea (19% (g, e),7(q)) €

e/ (@/G), entonces Fy(n9xCC(q,e),m(q)) = (n(q),7(q)) € U" ya que (g,q) €U y
si tomamos (qg,q) tal que (7(q),7(q)) = (7(qo),7(q1)) también (qq,q;) € U por ser U
(G x G)-invariante, por lo tanto (79*%%(q,e),7(q)) € W.
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Vo 0gy0e (T(a) = U(r¥G(q,e),m(q))
= wQEA*% (N (g, sr(7(g),7(q)))))
= wQOP(N(g, 7Y q,q))))

porque sp 0 0(Q/G)x(Q/G) = T(QxQ)/G
= gxRE(19%R2(\(q, (q,q))))

- g@xQGC QXQz([S(Z‘q? (q,9)))
X

“2(q,q))
q,q)

(1
— QxRO(Q
“(

= U(QxQ)/G(W(CI))-

por lo tanto W o 06y (0/q) = O@x@)/c- Entonces ¥ : W — (Q x Q/G) es un morfismo
semilocal.

Veamos que el diagrama (2.7.1) es conmutativo con ¥ definida como en (2.7.2). Veamos
que WoF, =F y FyoU = F.

(Vo F)(n9*9C(q,9)) = W((x*%C(g,g),7(q)))
= qXRQE(IL*(N(q, sr(7(q),7(q)))))
— ZTQX@Gu?XQz(A(q,wQXQ’G(q,Q))))
porque sg © 0(Q/G)x(Q/G) = T(QxQ)/G
= qXQE(19%R2(X(q,(g,q))))
= a@QOQ (127 (¢,q)))

(g, 9))

= 79 q,12(q))

(17~
—  £@xQG(Qx
(

= Fi(r®9%(q,g)).
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(F 0 W) (n9*%Y (q,9),7) = Fo(n@*QC1L*(N(q,sr(n(q),7))))

= FB(nPQCG1*%(Nq, 7Y% (q,q1)))))

[\

por item 1 de la Obs. 2.4.4
= F(rP@C19*% (Mg, (9,01)))))

= R(r@ QO30 (a0, a1)))

( (

( (179 (g

(mXQE(19*9 (g, q1)))
= F(r99%q,12(q1)))

( (

( )

(g

I
5

7))
Q)77T(Q1 )

(m(q), m(I¢
= (’/T
(m(q),r) por la Observacién 2.4.4 item 3

= Fy(n?*%C(q,g),7)

Por lo tanto, hemos probado que el diagrama (2.7.1) es conmutativo.

Por el Lema 2.7.1, la siguiente aplicacion estd bien definida.
FRD/ . ZR(U) — ZID(U) como FRD/(SR) = \I/, (273)

donde U estd definida por (2.7.2).
Dado ¥ € ¥',(U), definimos

r:U"— (Q xQ)/G por sg := Vo S|y, donde §; es la definida en (2.5.10). (2.7.4)
Lema 2.7.2. Sean ¥ € ¥, (U) y sg definida como en (2.7.4) entonces sg € Lp(U).

Demostracion. Probemos que si es un morfismo semilocal inverso a derecha de F,. Para
esto vamos a utilizar el Lema 2.2.16.
Veamos que Fy 0 sg = idy», sea (w(qq), n(q1)) € U”,

(F2 0 sr)(m(qo), 7(q1)) (F20 (Vo 82))(m(q0), m(qu))
= (FoU)(7*%C (g, €),m(q1))
= E(n9%C(gy,€), m(q))
= (7(go),7(q1))-
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Veamos ahora que o(q/a)x(@/¢)(Q/G) CU" y sSrRoo@/c)x(Q/c) = 0(ox)/c- Sea (r,1) €
0(Q/6)x(q/c)(Q/G) entonces (r,7) = (w(q),m(q)) € U" ya que (q,q9) € Ag C U y U" =

(m x m)(U).

(sroowax@e)(m(q) =

Por lo tanto sg € Lg(U).

sr(m(q),7(q))

(W0 55)(7(q), m(q))
W (r@x%C (g, e), m(q))
Wo UGx(Q/G)(W(CI))

oox0)/c(m(q)) porque ¥ es morf. semilocal

Por el Lemma 2.7.2; la siguiente funcion esta bien definida:

FD/R . 2ID(Z/{) — ZR(U) Ccomo FD/R(q}) = SR,

donde sk estd definida por (2.7.4).

(2.7.5)

Proposicién 2.7.3. Para d C Q x @ de tipo D, la aplicacién Fp g definida por (2.7.5)
es la inversa a izquierda de Frp definida en (2.7.3). En consecuencia Frp es inyectiva.

Demostracion. Para sg € Lr(U), sea U := Frp(sg) y Sr := Fpr(¥). Entonces, para

(g0, q1) € U, tenemos

sp(m(q0), m(q1)) = W(32(m(qo

Il

K

3
O
X
Q
Q

,7(q1)))
q0,¢€),m(q1))

qo; $r(m(g0), w(q1))))
q0, ™*%%(qo,q}))), por el item 1 de la Obs. 2.4.4

X
Q
¥

>

de modo que sgr = sg y entonces Fpg o Frp = ids ).
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Observacion 2.7.4. Con las definiciones anteriores Frp : Yr(U) — ¥ (U) puede no
ser sobreyectiva. De hecho es posible encontrar contraejemplos cuando 7 : @ — @Q/G es
un G-fibrado principal trivial con G abeliano.

Sea ¥p(U) = Frp(Er(U)) C ¥5(U). Como por la Proposicién 2.7.3, Frp: es in-
yectiva, entonces la correstriccion de de Frp a Xp(U), Frp : Lr(UU) —> Xp(U) es una
biyeccion. A

Definimos W := F; '(UU") y W = (a@*CC x idg/c) (W) C (Q x G) x (Q/G) y
ademds para ¥ € 37, (U) definimos

UW — Q x Q por \il(q,g,r) = Mg, U(79*%C(q, ), 7)) (2.7.6)

donde A esta definido por (2.4.2). Observemos que }il estd bien definida y es suave.
Como W es el dominio de ¥ y (79*%C xidg,c)(W) C W, vemos que ¥(79*%C(q, g),7)
esta bien definida para (79%%C(q, ¢),7) € W. Ademés, como ¥ es un morfismo semilocal,

pL(¥(x9*9C (g, 9),7)) = (P1op)(x9*C(q,g),7)

= 7(q)
entonces (¢, ¥(79*%%(q, g),7)) € Q %, (Q x Q)/G por lo tanto la composicién con A

estd bien definida. Finalmente concluimos que, W esta bien definida y por ser composicién
de funciones suaves, ¥ es también suave.

Lema 2.7.5. Para ¥ € Y),(U) y ¥ definida por (2.7.6), el siguiente diagrama en la
categoria de variadedes suaves es conmutativo.

OxGx(Q/C)—2—~0QxQ (2.7.7)

WQXG'GXidQ/Gl lﬂ,QxQ,G

G x (Q/G)——(QxQ)/G

Demostracion. Para (q,g,r) € W definido como en (2.7.6), tenemos W(79*%C(q, g),7) =
7@x@C (g ¢') para algin ¢ € Q. Luego,

T2C((g,9,r)) = VPN, W7 (g,9),7))
= 7XQE(\(q, 7% (q,q')))
= 719%9%(q,q')

= U(r9“C(q,g),7),

demostrando la conmutatividad del diagrama. |

Proposicién 2.7.6. Para U € ¥7,(U), se tiene que ¥ € 3p(U) siy sélo si T es G-
equivariante para las acciones (X @/ (g h r) = (g, gh,r) y 19%@2.
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Demostracion. Si ¥ € Yp(U), entonces existe sg € Xg(U) tal que ¥ = Frp/(sgr). Sean
(g, h,r) eWygeq,

W@ g hr)) = (g, gh,r)
= Mg, U(79*%C (g, gh), 7))

= Mg, 7@QCUE % (Mg, sr(n(q),7)))

= Mg, 7V QO P (Mg, 79%q, q1)))))

[\

por item 3 d:e, la Obs 2.4.4
= Mg, m@QEATX (129 (¢,41))))
= Mg, m@*QE(19X%(q,q1)))
= Mg, 799C(q,13(q1)))
= Mg, m@*9C(q,19(q/))), donde qf = (q})
= Lolal3)
= (g,1§(q))
= 19*%(q,q)).

Por otro lado,

19502 ((q, 1)) = l?XQZ Mg, W (x @G (g, h), 1))

(
(q, TXQE(IZ*% (g, sr(7(q),7))))))
2(A(g, TOQE (12X (\(q, 79%9C(q, }))))))
(

Mg, e QG212 (g,41)))))
2(Mg, 79*2C(q,12(4)))))

= (9% (\(q, 79RC(q,¢"))))

lQ(fo) (¢, 47))

de modo que U tiene la G- equivarianza requerida.

Inversamente, supongamos que U es G- -equivariante para las acciones dadas. Entonces,
sea sg = Fpp(¥) € Xr(Ud) y ¥ := Frp(sr) € Xp(U). Queremos comprobar que ¥ = W
de modo que ¥ € ¥, (U). Para cualquier (¢,g,r) € W, usando la G-equivarianza de W y
la conmutatividad de (2.7.7) tenemos,
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U(r@xC(q,g),r) = w@xQC lg‘QXQZ(A(q,sR(W(Q),T))))

= W(a@xC G(q 9),7),

probando que ¥ = ¥, de modo que ¥ € ¥p(U).
CJ

Observacion 2.7.7. Todos los elementos de Xp(U) son isomorfismos semilocales. De
hecho, si ¥ € Yp(U), utilizando las definiciones, si sg := Fpr(V), h := Fry(sg) y
Ay := Fyc(h), podemos escribir

U(rC g0, 9),w(q1)) = 7O (Mo, 5k (7 (0), 7(01)))))
= QO (\(go, 799G (h(qo, m(q1))))))

= WQXQ’G(ZQQXQZ(}I(QmW(Ql))))-

Comparando esta tltima expresion con (2.5.11) y usando la Proposicién 2.5.5 se prueba
que ¥ es un isomorfismo semilocal. Ademés, se muestra que ¥ ! = & € ¥, (U), para
b .= (FLU o FCL)(-Ad)-

El siguiente Teorema resume los resultados de esta seccién con respecto a la Sucesion
de Atiyah Discreta de un fibrado principal y las conexiones discretas en el mismo espacio.

Teorema 2.7.8. Sean 7 : Q — /G un G-fibrado principal y U C @ x @ de tipo D.
Entonces se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo
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Fen

Yo ()
zc(u/ Ferp Xul)
Fos (1) Fuk
zL(u/ Friyr ] 123(1/1 )
Fru LUy S g Fro
ZU(U/ ¥\ZD(U )

en la categoria de conjuntos, donde las flechas con linea llena y cola recta son biyecciones,
las flechas con linea llena y cola curva son aplicaciones inyectivas y las flechas punteadas
son aplicaciones suryectivas.
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Capitulo 3

Curvatura de una conexion discreta

La curvatura de una conexion en un fibrado tiene muchas propiedades importantes
que se relacionan tanto con la geometria como con la topologia del espacio subyacente.
En esta secciéon presentamos una nocién de curvatura para una conexién discreta en
un fibrado principal. Motivamos nuestra definicién con el hecho de que las curvaturas
continuas pueden verse como obstrucciones.

A continuacién, introducimos una nocién de curvatura asociada a una conexién dis-
creta Ay. Este objeto se construye como la obstruccién a que Ay : Q X Q — G sea un
morfismo de grupoides de Lie, una nociéon que repasamos a continuacién. Aqui seguimos
la notacién que se acostumbra en Mecdnica Geométrica (ver, por ejemplo, [MdDMO06]),
es decir, en cierto sentido, opuesto al utilizado en [Mac05].

3.1. Curvatura de una conexion: nociones basicas.

3.1.1. Algebroides de Lie

Vamos a recordar la definicién de curvatura dada por Mackenzie en [Mac87] y la
definicidon que actualmente mas se utiliza.

Definicién 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable. Un algebroide de Lie sobre M es
un fibrado vectorial (E, o, M, V') con p: E — TM un morfismo de fibrados vectoriales y
una aplicacion |-, : T'(E) x I'(F) — I'(E), R—bilineal, sujetos a los siguientes axiomas,

1. (T(E),]--]) es un algebra de Lie,

2. la aplicacién I'(p) : T'(F) — X(M), inducida por p, es un morfismo de dlgebras de
Lie,

3. para cualquier f € C*(M) X,Y € I'(E) se satisface, [X, fY] = f[X,Y]+p(X)(f)Y
(Regla de Leibniz).

La aplicacion p es llamada ancla.
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Definicién 3.1.2. Sean ((Ey, o1, M, V1), p1) v ((E2, w2, M, Va), p2) dos algebroides de Lie
sobre M. Decimos que una aplicacién F : Fy — FEs es un morfimos de algebroides de Lie
si es un morfismo de fibrados vectoriales tal que poo F = p; y F[X,Y| = [F(X), F(Y)]
para todo X,Y € I'(E)).

Ejemplo 3.1.3. Algebroide tangente. Si M es una variedad diferenciable, entonces el
fibrado tangente 73, : TM — M es un algebroide de Lie. El corchete de Lie es el corchete
usual de campos vectoriales y la aplicacién ancla es la identidad.

Ejemplo 3.1.4. Sea 7 : Q — (/G un fibrado principal. Entonces (TQ/G,7g,Q/G) es
un algebroide sobre QQ/G con el ancla igual a ¢, (ver sucesion (2.1.3) ) y el corchete de
Lie dado por el corchete de Lie de campos en I'“(Q) (secciones G-invariantes), ya que

este espacio es isomorfo a I'(Q/G) como C*(Q/G)-mdbdulo (ver Proposiciéon 2.4 en el
Apéndice A de [Mac87]).

Ejemplo 3.1.5. Sea 7 : Q — Q/G un fibrado principal. Entonces ((@ x g)/G,p1,Q/G) es
un algebroide de Lie sobre @ /G. Como se puede establecer una biyeccién entre el conjunto
de secciones T'((Q x g)/G) y el conjunto de funciones G-equivariantes C%(Q, g), se puede
definir el corchete de Lie en I'((Q x g)/G) mediante el corchete de Lie en g (ver Proposicién
3.5 en el Apéndice A de [Mac87]) y la aplicacién ancla es p(7?*%%(q, €)) = 7(q).

Una conexioén A sobre el G-fibrado principal 7 : @ — (/G puede verse como una
escision a derecha de la Susesién de Atiyah (2.1.3) (Definicién 4.1 en el Apéndice A
de [Mac87])). Y tomando la definiciéon de Mackenzie (Definicién 4.10 del Apéndice A
de [Mac05]) la curvatura B de una conexién A es un morfismo de fibrados vectoriales
B:T(Q/G)®T(Q/G) — g definida sobre secciones por

$1(B(&1,€2)) = A&, &) — [A&), A(&)]

para &1, & € X(Q/G) y donde ¢y es el morfismo inyectivo que aparece en (2.1.3). De este
modo, B es la obstruccién a que A([¢1,&]) = [A(&), A(£2)] o, en otras palabras, a que
A sea un morfismo de algebroides de Lie. La equivalencia de esta definicién de curvatura
con la mas tradicional, que se da a continuaciéon, viene dada por Proposicién 4.16 en el
Apéndice A de [Mac87]).

Definicién 3.1.6. Se define la curvatura de una conexién A como la 2-forma sobre Q):
B:TQxTQ —g

B(u,,v,) == dA(Hor 4(u,), Hor 4(v,))

donde d es la diferencial exterior, Hor 4(u,) es la parte A-horizontal de u, y A es la
1-forma asociada a la conexion.
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3.1.2. Grupoides de Lie

Buscamos una definicién de curvatura de una conexion discreta, para esto estudiamos
la Sucesion de Atiyah Discreta (2.1.5) en la categoria de grupoides de Lie. Recordamos
algunas definiciones y propiedades ya conocidas de los grupoides de Lie.

Definicién 3.1.7. Un grupoide sobre un conjunto M es un conjunto GG junto con las
siguientes aplicaciones.

1. Las aplicaciones source y target «, 3 : G — M. Definen el producto fibrado G5 :=
G 6Xa G = {(91792) € G X G . B(gl) = a(g2)}

2. Una aplicacion multiplicacion m : Gy — G tal que a(m(g1, 92)) = a(g1) y B(m(g1, g2)) =
B(g2) para todo (g1,92) € G2y m(gi,m(g2,93)) = m(m(g1,92),93) para todo
91,092,935 € G tal que (g1,92) v (g2,93) € Go (es decir, m es asociativo, siempre
que esté definida).

3. Una seccion identidad € : M — G tal que, a o€ = idy; = [ o€ y que para todo
g € G, m(e(alg)),9) = g y m(g,€(B(g))) = g-

4. Una aplicacién de inversion i : G — G (indicada simplemente por i(g) := g ') tal
que para g € G, B(g ') = alg), Blg) = alg 1), m(g ', 9) = €(B(g)) y m(g,g ") =
e(a(g))-

Tal grupoide generalmente se denota por G = M. Un grupoide G = M es un grupoide de
Lie si G y M son variedades suaves, a y 3 son submersiones suaves, y las otras aplicaciones
de la estructura, m, € e 7, son suaves. Un grupoide de Lie es totalmente intransitivo si
a = (3, y es localmente trivial si (o, 3) : G — M x M —a veces llamada ancla de G— es
una submersion sobreyectiva.

Ejemplo 3.1.8. Sea X una variedad diferencial. El producto de X x X tiene una es-
tructura natural de grupoide de Lie sobre X, con a(zg,x;) = xg y B(xg,z;) = x; sub-
mersiones. Entonces (X x X)o = {((zo,21), (25,2])) € (X x X) x (X x X) 21 =23} =
{((zg, 1), (x1,2))) : ®g, 21,2} € X}. Lamultiplicacion estd definida como m((xq, 1), (21, z2) :=
(x0, T2), la seccién identidad € : X — X x X se define como €(xq) = (x0,z9) y por ultimo

i(xg, x1) = (x1,x0), las aplicaciones m, € e inversion son suaves. Este grupoide es conocido
como grupoide par sobre X.

Ejemplo 3.1.9. Sea G un grupo de Lie. Entonces, G puede verse como un grupoide de Lie
sobre un punto GG = {0} con la multiplicacién e inversiéon dada por las correspondientes
operaciones del grupo. La seccién identidad es la asignacion 0 — e, e la identidad de G.
La nocién de grupoide de Lie es una generalizacion de este ejemplo.

Ejemplo 3.1.10. G un grupo de Lie resulta un grupoide de Lie sobre M = e. Las
proyecciones «, 3 : G — {e} se difenen como a(g) = 5(g) = e, la aplicacién identidad
e(g) = e, la inversién como i(g) = g ' (inverso en el grupo G), y la multiplicacién se
define como g1 * go = g2g;. Denotaremos a este grupoide de Lie por GP.
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Ejemplo 3.1.11. Sea X una variedad suave definimos a = § = idx. Entonces, X = X
es un grupoide de Lie. Siendo Xy = Ax C X x X, definimos m(z,z) := x, e(x) ==z e
i(z) := x, para todo € X. Este grupoide de Lie es llamado grupoide de Lie base y serd
denotado por XT.

En la Proposicion siguiente denotaremos a la multiplicacién en el grupoide como g; -
g2 :=m(g1, g2), esta notacion la utilizaremos en otras ocasiones cuando sea conveniente.

Proposicién 3.1.12. Sean G = M un grupoide de Lie y g € G. Entonces, valen las
siguientes afirmaciones.

1. Si h € Gestal que (h,g) € Goy h-g= g, entonces h = ¢(a(g)).

2. Si h € G es tal que (g,

(h,9)
(9,h) € Gy y g-h = g, entonces h = e(8(g)).
(h,9)
(9, h)

3. SiheGestal que (h,g) € Goy h-g=¢€(B(g)), entonces h = g *.

1

4. Sih € Gestal que (g,h) € Goy g-h =¢€(a(g)), entonces h = g~ .

Demostracion. Ver demostracion en [Mac05|, pdgina 5, Proposicién 1.1.2. Por nuestra de-
finicién de grupoide de Lie considerar las aplicaciones source y target como la aplicaciones
target y source de [Mac05| respectivamente. O

Corolario 3.1.13. Sea G = M un grupoide de Lie. Entonces,
1. Para h € G se tiene que (h1)"! = h.

2. Para (hi, hy) € Gy vale (hy - hy)™' = hy' - R

Demostracion. 1. Vamos a usar el item 3 de la Proposicién 3.1.12, como (h,h™!) € G»
v h-h™! =¢(a(h)) =e(B(h™!)) entonces h = (')~ L.
2. (hy' - hy' hy - ha) € Gy ya que B(hy' - hi') = B(h

= B(hy') = a(hi) = a(h - ha) y

(hy'-hy')-(hy-ha) = €(B(hy - h2)) porque (hy ' -hy') - (ha-ha) = hy' - €(B(h1)) - ha =

hyt - e(a(hy))-ho = hy' - hy = e(B(ha)) = e(B(hy - hy)), entonces por el item 3 de la
Proposicién 3.1.12 tenemos que hy' - h{' = (hy - hy) *.

(]

Proposicién 3.1.14. Sea G = M un grupoide de Lie. Entonces la inversiéon i : G — G
es un difeomoerfismo.

Demostracion. Ver la demostracion en [Mac05], pag 6, Proposicién 1.1.5. Por nuestra defi-
nicion de grupoide de Lie considerar las aplicaciones source y target como las aplicaciones
target y source de [Mac05| respectivamente. O
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Definicién 3.1.15. Dados dos grupoides de Lie G = M y G' = M’ un morfismo de
grupoides de Lie es una aplicacién suave F' : G — G’ tal que, para todos (g1, g2) € Ga,
(F(g1),F(g2)) € (G")2y F(g192) = F(g1)F(g2). Tal morfismo F' induce una aplicacion
suave Fy : M — M’ de tal manera que

o/ oF =Fyoa, [ oF=Fof3 y Foe=¢€oF, (3.1.1)
(ver el item (3) del Lema 4.2.5).

Los grupoides de Lie y sus morfismos forman una categoria que denotamos por LGpd.
Si M es una variedad diferencial denotaremos por LGpdy; a la subcategoria de LGpd

cuyos objeto son grupoides de Lie sobre M y cuyos morfismos inducen la identidad sobre
M.

3.2. Sucesién de Atiyah Discreta en la categoria de
grupoides de Lie

Como se ve en el Ejemplo 3.1.8, el conjunto de la derecha de la Sucesién de Atiyah
Discreta (2.1.5),(Q/G) x (Q/G), es un grupoide de Lie. Los siguientes ejemplos dan una
estructura de este tipo para (@ x Q)/G y (Q x G)/G.

Ejemplo 3.2.1. Sea 7 : Q — Q/G un G-fibrado principal con la accién a izquierda (?.
(Q x Q)/G es un grupoide de Lie sobre @)/G con las aplicaciones,

a(mP % go,q1)) ;= 7(q) ¥y BEV9Y (g, q1)) = m(q).

Veamos que a es suave. Definimos F : Q X @ — Q por F(q,q1) := go, como l? y

Z?XQ actuan de forma libre y propia sobre ) y Q) x () respectivamente y porque F' con
estas acciones es GG-equivariante. Entonces por el Corolario A.1.18, o estd bien definida
y es suave. De forma similar se prueba que [ es suave. Veamos que T, (@x@)/G (4,4 €5

suryectiva. Sea Ur(q) € Tr(q)(Q/G) = Im(T,,m) entonces existe v(t) C Q tal que (0) =

90 Y Ur(q) = %\t:OW(W(t)); luego vr(gy) = %\t:OW(W(t)) = %\t:OQ(W(QXQ)’GW(f%Ch)) =
Trox@.6(gp.q1) (4 |t=07¥(t)). De manera andloga se prueba que 3 es una submersion.

(Q x Q)/G)2 = {(m¥*9C (qo, q1), 7Y (1, g3)) : B(7*?C (g0, q1))

= (WQXQ’G(QLQ’z)),qo,ql,qpqQ € Q}
( " m(q1) = m(q)}
(wQXQ%o a), wQXQG(zQ< 1)) 9 € Gra0,41, 65 € Q)
( (90, 01), 79*9C (q1,1,-1(4h))) : 9 € G, q0, a1, dh € Q}
( (90, q1) “(q1,42)) : 90,91, 92 € Q}.

|
—~—
3
O
x
)
Q
)
O
=
:]
O
X
O
Q
LQ
»Q
N~

Se define la multiplicacién como,

m(ﬂ-QXQ’G(Q(% 91)7 ™



Veamos su buena defnicidn, sean (WQXQ‘G((](),ql),ﬂ’QXQ‘G(ql,QQ)) € ((Q x Q)/G)a,
(40, @) ¥ (@1, @) tal que (Go, @) = (19(q0), 1@(@)) ¥ (@1, @) = (I (@1), 17 (g2)), entonces

m(ﬂQXQ’G(goale)ﬂfQXQ/G(Qth)) = (WQXQ/G(CIO Q1) WQXQ/G(ZQ%(@)’ G2))
= (’/TQXQG(QO q1) ﬂ—QXQ/G(qla gh— l(q ))
= 7QE (o, 1, (2))

= X GU?(CIO) (Q2))
WQXQ’G(CIO,CD)
m(ﬂ—QXQYG(Q(% Q1)> WQXQ/G(QI) 92))

Veamos que la aplicacién multiplicacién m es suave. Antes vamos a introducir una apli-
cacién suave auxiliar A : (@ x Q)/)2 — (Q x Q xQ)/G. Para esto definimos la aplicacién

A (Q X Q) ropy X mop (R X Q) = Q@ x Q x Q por A((g0,91), (g2, 93)) := (0, 01,17, 41 (a3))

que es suave por ser composicion de funciones suaves, k es suave por el Lema A.1.31. Con-
sideremos la G-accién [** sobre Q* definida por [3*(qo, g1, 42, g3) == (g0, q1,19(q2),19(g3)),
esta accion induce una G-accién libre y propia sobre (Q X Q) ;o,,% rop, (@ X @), veamos

que A resulta G-invariante,
A((90, q1), (19(g2), 13 (g3)))

A2 (g0, q1), (g2, 43))
_ Q Q
- (q07 ql’ln(l?(qz),m)(lg (q3)))

= (CIO,Q1,lgq2,ql)gfl(l§(%)))

= (QO>Q1>lgq1,q2)(Q3))

= A((QOan)a(Q%QB)) _
entonces por el Corolario A.1.19 la aplicacién A induce una aplicaciéon A : (Q X

Q) TOopY p1 (Q X Q)/G tal que A((QOan) QXQG(q27q3)) A((q07q1)7 (CI2,Q3))
Si ahora consideramos la G-accién I'* sobre Q x @ ., %; (Q x Q)/G definida por

l; ((q9>Q1)77TQXQG(CI27Q3)) ((lf(%, ( 1)), WQXQG(CD,CI?,)) tenemos
A(lf(q@,Q1)77TQXQ’G(Q2,CI3)) = (( 1)1 (2))>7TQXQ’G(Q2,CI3))

(g
= A((I$(90),13(01)), (a2, 3))
)

= (@), (@), 1% 0, (@))
= (19(g0), 19(@1), 12, 0y ) (73))
= (l?(QO)ang( )ZQ(ZH(QHI)(CI?,)))

= ng(A(CIoﬂh) X2 (gy,q3))
donde [9° es la accién diagonal de G sobre Q3. Entonces por la Proposmlon A1.17,

la G-equivarianza de A nos proporciona una aplicacién suave A : (Q x Q)/G 52Xy (@ X
Q)G — (Q xQ xQ)/G) tal que
A(WQXQ’G(Q(% CJ1)> WQXQ,G(QQ? Q3)) = WQXQXQ’G(A(Q(% CJ1)> (QQa Q3))

|Q
g
Q
g
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Notemos que el siguiente diagrama es conmutativo,

(@ x Q)/G)) 5, %5, (@ X Q)/G)) “~(Q@ x Q x Q)/C

(@ ><l@)/G "

donde pi3 es la aplicacion suave inducida por la G-equivarianza de p13: Q@ X Q x ) —
Q x Q. Como A es un difeomorfismo, vemos que m = pj; o A es una aplicacién suave.
Se definen las aplicaciones identidad e inversiéon como

e(m(q0)) := 799 (g0, qo) i(T99Y (g0, q1)) := 799 (g1, o)

respectivamente.

Veamos la suavidad de la identidad €, como € = o(gx@)/¢ (ver item 2 de los Ejemplos
2.2.2), resulta que € es suave porque o(gx@)/¢ lo es. Probemos la suavidad de la inversién
i: definimos F' : Q X Q — @Q x Q por F(qo,q1) = (q1, ), como I?XQ actia de forma libre y
propia sobre @ x Q y F resulta G-equivariante con esas acciones entonces por el Corolario
A.1.18, 7 resulta suave.

Se satifacen,

(i)
a(m(m@*@C (g, q), 79@C (g, g2))) = (792 (g, go))

7(qo)
a(m9*9C(go, 1))

B(m(r@*@EC (qg, q1), 7P*2C(q1, q2))) = 5EW“§XQ’G(qo,q2))
T\q2
= 5(WQXQ’G(Q17Q2))

(ii) La multiplicacién es asociativa,

m(m(ﬂ—QXQYG(QO’ CI1)7 WQXQ’G(QM q2))7 WQXQ,G(QQ) q3)) = m(ﬂ—QXQYG(qO) CJ2)7 WQXQ,G(Q?) q3))
=X (g, g3)

m(r9*%C (qo, q1), m(m9* QY (q1, g2), 799 (g2, g3))) = (7P (qo, q1 ), TV (1, g3))
:WQXQ’G(%,CI:;)
(i) a(e(m(q))) = a(@9*?C(q,q)) =7(q) y B(e(w(q)) = B(x9*?C(q,q)) = 7(q)
(iv)
m(E(Q(WQXQ’G(QOaCh)))ﬂrQXQ(%,Ch)) = m(WQXQ’G(%,QO)aWQXQ’G(CIoafh)

T2 (g0, q1)

m(r9*9C (g, q1), e(B(79*9C (g0, q1))) = m(7*9C (o, q1), TLC (g1, 1)
= wC (g, q1)
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a(i(m?*?%(go, 1)) = (x4 (q1, q0)) = w(qn) = B(EVD (g0, ¢1))

5(i(7TQXQ’G(QO791)) (WQ ’G(CIhCIo)) = 7(qo) = OZ(WQXQ’G(CIO,CIl))
m(r*@ (go, 1), 79V (g1, o)) = TV (g0, 90) = e(a(T¥* P (g0, 41)))
m(m?*@C gy, o), mI*C ( q1)) = 1% (q1, q1) = (BT (0, q1)))

Ejemplo 3.2.2. G = (Q x G)/G es un grupoide de Lie sobre Q/G con las aplicaciones
source y target a, 5 : (Q x G)/G — Q/G definidas como

a(r®*9%g,9)) =m(q) vy BV (q9)) =7(q),

Veamos que « y [ estan bien definidas y son suaves. Definimos F' : Q x G — @ por
F(q,9) = q. Como Z;QXG y l? actuan de forma libre y propia sobre Q x G y Q y F' resulta
G-equivariante con estas acciones, entonces, por el Corolario A.1.18 queda probado que «
y [ estdn bien definidas y son suaves. Veamos que T, 0xc/G(, )@ €S suryectiva: sea wy(y) €
Tr()(Q/G) = Im(T,m), entonces existe v(t) € Q tal que v(0) =q y w,r(q) = 4] _om(y(t))
entonces wyy = &gt (1(1)) = &]—a(TPCC(1(1), 9)) = Tuppa(Lmam@CE (1(1), g).
Dado que 8 = a, el mismo calculo muestra que 5 es una submersién.

(@ xG)/G)a = {(79*9%(qo,90), 7Y (g1, 01)) : (q0) = 7(q1)}
= {(m9*%%(qq,90), TP (2(q0), 1)) : G0 € Q, 90,51 € G}
= {(@%C (g0, 90), 7 (q0, 9 919)) : @ € Q. 90, 91,9 € G}
= {(@%%(q0,90), ™ (g0, ho)) : g0 € Q, go, ho € G}

Dado ((79*%%(qqg, go), ™?*%%(qo, ho)) € ((Q x G)/G),, definimos la multiplicacién
como

m (7% (g0, go)), (¥ (qo, ho))) :=

_ G)2
(PG (1l MO ((Fy x I8 (r % (g0, 90), 7 (a0, ho)) ).

con Fy definida en (2.1.5). La mutiplicaciéon m resulta suave porque (Fj x Fl)\gggig%g;j :

(@ xG)/G)2 = (@ x Q)/G)z es suave ya que (Fy x F1)((Q X G)/G)2) C (@ X Q)/G)a,
(@xG)G)C(@xG)/Gy ((QxQ)/G) C (Q x Q)/G son suvbariedades embebidas,
M(QxQ)/C)| R@AIG . ((QxQ)/G)2 = Fi((@xG)/G) es suave porque Fy (@ x G)/G) C
(Q x Q)/G es una subvariedad embebida y moxg)/c((Q x Q)/G)2) C Fi((Q x G)/G) y
por ultimo (Fl\Fl((QXG)/G)*l)’1 es suave porque F) es un embebimiento, por lo probado
en el Ejemplo 2.2.8.

Es facil ver que

m((79*%% (qo, g0)), (19 (qo, ho))) = 79*C (qq, goho)
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La aplicacién identidad € : (Q/G) — (Q x G)/G se define por

e(m(q)) = T (q,e),

siendo e el elemento neutro de el grupo de Lie G. Es claro que esté bien definida.

Como € = o(gxg/g) (ver item 1 de los Ejemplo 2.2.2 ), entonces resulta suave la
aplicacion e.

Definimos la aplicacién inversa i : (Q x G)/G — (Q x G)/G como

i(n?*9C (g, g)) =7 (g, 97).

Veamos que la aplicacion identidad i es suave. Definimos F' : Q@ x G — @ x G por
F(q,9) = (q,¢9 '), como I?XG actua de forma libre y propia sobre Q x G y F es G-
equivariante entonces por el Corolario A.1.18 la apliciacién 7 resulta suave.

Se satisfacen,

ﬂ,QXG,G( ﬂ,QXG,G(

90, 9091)) = 7(qo)
90, 90))

q0,91))) =a(
=af

B(m(7?*“% (g0, go), 7**% (g0, 991))) =B(7°*“% (g0, 9091)) = 7(qo)
=B(79*%% (qq, g0))

para todo (79*%%(qq, go), ¥ (g0, g1)) € ((Q x G)/G)a.

(ii) Para (WQXG’G(%,EIO),WQXG’G(CIoaéh))a (WQXG’G((Ioaéh)aWQXG’G(CIO792)) € ((@xG)/G)a,

ﬂ,QxG,G(

m(m(WQXG’G(CIOa 9o)s WQXG’G((IO, 1)) WQXG’G((IO, G2)) = m(WQXG’G(CIOa GoG1), WQXGG(%, g2))
=19 (qq, (gog1)g2)

y

m(WQXG’G(CIo, 90)7 m((WQXG’G(CIo, 91))7 WQXG’G(CIO, 92)))) = m(WQXG’G(CIo, 90)7 WQXGG(%, 9192))
:WQXG’G(QO,QO(sz))

como la multiplicacién en el grupo de Lie GG es asociativa entonces la multiplicacion
m es asociativa.

(iii)
ale(n(q))) = a(n®*C(g.e)) =n(q) v Ble(n(q))) = Br¥ (g, e)) = m(q),

Vg € Q.
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(iv)
m(e(a(r9*9% (g, 9))), 799 (g, g)) =m(x9* (g, e), 799 (q, 9))
=r9*%(q, g)

m(79*%C(q, g),e(B(rV*C (g, 9)))) =m(7?*C (g, g), 799 (g, ¢))
:WQXG’G((L g)

(v) Sea m@*%C(q,g) € (Q x G)/G,

B(r99%(q,9)) = m(q) = a(x®*%(q,g7"))) = a(i(x?*“))

Bi(r9*9% (g, 9))) = B(r? 9 (g, g7 ")) = 7(q) = a(7?*9(q,9)))

ademds la inversién cumple,

m(i(r9*%%(q, 9)), 79 (q, g)) =m(x?* % (q, g7 "), 799 (q, 9))
=19*GC (q,e) = €(B(m9*9C(q, 9)))

ﬂ,QXG,G( ﬂ,QXG,G( ﬂ,QXG,G(

g,9))) = m( q,9), 7 (q,g7"))
=799 (g, e) = e(a(m¥*9C(q, 9))).

m( q,9),4(

Ejemplo 3.2.3. Veamos que F) definida en (2.1.5) es un morfismo de grupoides de Lie
sobre Q/G con (Fy)o = idg,c.
Sea (19*““(gg, go), 7?*““(qo, 1)) € ((@%G)/G)2 entonces como F (19*(go, go)) =

TG (0,12 (q0)), Fi(79*C (qo, g1)) = 799 (qo, 19 (qo)) y también 799 (o, 12 (qo)) =

WQXQ’G(lfal(QO),CIO) entonces (Fy(79*%%(qo, go)), F1(719*%% (g0, 91))) € ((Q x Q)/G)a.
Por otro lado tenemos,

Fi(1@%CC(qq, go) -6 7@%CC(go, 01)) = F1(72CC (g, gogy))

= WQXQ’G(%, lgq())gl(%))

Fy (19 (g0, 90)) *(@xayse FL (T (g0, 91)) =09 (g0, 13 (d0)) *(@xarse TP (g0, 1§ (40))
=19V (g0, 12 (90)) “@xare TV (90), L (1 (0)))

=1 (qo, 13 5, (0))-

Ahora veamos que (F)y = idg,c. Como ag es suryectiva y (Fi)poags = aoxq)/c o Fi
entonces tenemos
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(F1)o(7(g)) = (F1)olag(m¥*“%(g,e))
= aexq)c(Fi(r?* %% (g, ¢)))
= (ex@)/c(m¥*?%(q,12(q)))
= 7(q)

Por lo tanto (F1)o = idg/c-

Ejemplo 3.2.4. Veamos que F, definida en (2.1.5) es un morfismo de grupoides de Lie
sobre Q/G con (F2)o = idg,c.
Sea (m9*9C%(qo, q1), 7*%Y(q1, q2)) € ((Q x Q)/G), entonces

o (Fz(wfxd‘?’c(qo,ql)),Fz(WQXQ’G(ql,qQ))) = ((m(q0), w(q1)), (7(q1), 7(q2))) € (@XQ)/C)a-
or otro lado tenemos,

Ey(m9%9C (g0, q1) “@oxaye T (q1,q2)) = Fo(m9*9%(qo,¢2))
= (W(Qo)ﬂf(%))
y
F2(7TQXQ’G(CIO,CI1)'<Q/G>x<Q/G> F2(7TQXQ’G)(Q1,CI2) = (ﬂ—(qo)ﬂr(ql))'(Q/G)X(Q/G) (m(q1), 7(q2))

= (m(q0), 7(q2))

Ahora vemos que (F3)o = idg/g. Como (F2)g 0 a(ox0)/6¢ = @g/axq/c © F2 v aox0)/a
es suryectiva entonces
(F2)o(7(q)) = (F2)ola@xqyc(m®*?¢(q,q))

= agjaxg/c(Fa(1@*@C (g, q))
= ag/exq/c(m(q),m(q))

= m(q).
Por lo tanto, (F2)o = idg/c.

Entonces la sucesiéon de Atiyah discreta
G (Q x Q)/G—>(Q/G) x (Q/G)  con
Fy(79%9%(q, 9)) = 799(q, 12(q)) y Fa(x?*%%(q0,q1)) := (7(q0), 7(q1)),

es una sucesion en la categoria de grupoides de Lie.

(3.2.1)

Definicién 3.2.5. Dados GG1, G3 en LGpdy, tal que G es totalmente intransitivo y Gz es
localmente trivial, una sucesion G n, Gy BN G35 en LGpdys se dice que es una extension
en LGpdy; de G5 por GG si 11 es un embebimiento, 7, es una submersion suryectiva, para
Im(ny) =0 (G1) y ker(ny) := 0y ' (ec,(M)), Im(n,) = ker(n,) (como conjuntos).
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Observacion 3.2.6. No existe una nociéon completamente satisfactoria de sucesion exac-
ta en la categoria de los grupoides de Lie. Una versiéon de la exactitud es considerada por
Mackenzie en [Mac87, Prop. 3.15]: dice que la sucesién G; 2% Gy 2 G5 en LGpdy; es
eracta si 1y es un embebimiento, 7, es una submersién sobreyectiva e I'm(n;) = ker(ns),
donde ker(ny) := 1, ' (e2(M)). Sin embargo, en [Mac05, Definicién 1.7.15], se introduce
esencialmente la misma nocién bajo el nombre de extension. Esta es nuestra Definicion
3.2.5. Por supuesto, en categorias abeliana, las sucesiones exactas y extensiones son esen-
cialmente los mismos objetos, sélo cambia la perspectiva.

Proposicién 3.2.7. La Sucesion de Atiyah Discreta (2.1.5) es una extensién en LGpdg/c
de (Q/G) x (Q/G) por G.

Demostracion. FEs un caso especial de la Proposicion 4.2.25 con U = Q) x Q.
L]

Proposicién 3.2.8. La Sucesion de Atiyah Discreta (2.1.5) es una extension categérica
(ver Definicion A.2.15) de (Q/G) x (Q/G) por G en la categoria LGpdgc.

Demostracion. Es un caso particular de la Proposicién 4.3.5 con U = Q x Q.

3.3. Curvatura de una conexion discreta

Para motivar la definicién de la curvatura de una conexion discreta, consideremos
primero el caso de una conexién discreta Ay sobre el G-fibrado principal 7 : Q — Q/G
que se define globalmente, es decir, con dominio 4 = ) x (. En este caso, la forma
de conexién discreta Ay @ QQ x Q — G es una funcién suave entre variedades que, por
los Ejemplos 3.1.8 y 3.1.9 resultan ser grupoides de Lie. Nos preguntamos si A4 es una
morfismo de grupoides de Lie, en verdad, la pregunta que resulta ser relevante es si
Ag € hompgu(Q x Q,G), donde G es el grupoide de Lie del Ejemplo 3.1.10.

Como G5 = Gx G, la condicion (Ay(qo, ¢1), Aa(q1, g2)) € G5 para todo ((go, q1), (q1,42)) €
(@ x Q)2 se satiface siempre. Entonces, para ((qo, q1), (q1,¢2)) € (Q X Q)2 se tiene,

Aa((q0, 1) (@1, 82)) = Aalqo, 1) * Aalq1,q2) <= Aa(qo, 2) = Aa(q1, ¢2) Ad(q0, 1) =
e = Aalqo, q2) " Aal(q1, g2) Aalqo, q1)-

En general, esta ultima condicién puede fallar y para medir su falla, introducimos la
curvatura discreta de Ay. La siguiente definicion, inspirada en este analisis, es védlida ain
cuando Ay no estd definido globalmente.

Definicién 3.3.1. Sea A; : Y — G una conexién discreta sobre el G-fibrado principal

T:0Q — Q/G. Sea
U = {(q0,q1,) € Q*: (¢:,q;) €U para todo 0 < i < j <2}, (3.3.1)
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Definimos la curvatura discreta de Ay como By : UB) — G por

Bd(CIO,Ch,CD) = -Ad(QOaQ2)71Ad(Q17Q2)Ad(QO7q1)- (3-3-2)

Decimos que Ay es plana si By = e sobre U®).

Observacién 3.3.2. Como U® = p ' (U) N pys (U) N pyy (U) con pyy; las proyecciones
1ij(Qo, ¢1,92) = (¢, q;) para 0 < i < j < 2 y U es abierto entonces resulta U®) abierto en
Q? y By es suave por ser composicién de aplicaciones suaves (inversién, multiplicacion,
conexion discreta y las proyecciones p;;, para 0 <17 < j < 2.)

Ejemplo 3.3.3. La curvatura de la conexién discreta Ay, introducida en el Ejemplo
2.1.12 es

B (1o, ho), (11, hu), (12, ho)) = exp(i(—(r2 — 7o)* + (r2 — 11)* + (r1 — 1ro)*)),
para todo ((rq, ho), (r1, k1), (12, ha)) € UB) = Q3.

En principio, nuestra Definicién 3.3.1 no es un paralelo exacto a la definicién utilizada
en el caso continuo. Un paralelismo completo se logrard més adelante, en la Proposicion
4.2.4. También sucede que esta nocidén de curvatura discreta es, entre otras cosas, la
obstruccién a poder trivializar un fibrado principal con una conexién discreta, como se
discutira en [FZ].
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Capitulo 4

Sucesion Discreta en la categoria de
grupoides de Lie locales

En en capitulo 2 presentamos y estudiamos la Sucesion de Atiyah Discreta asociada
a un G-fibrado principal 7 : Q — Q/G en la categoria §bs de fibrados con seccién.
Motivados por las propiedades de la Sucesion de Atiyah en la categoria de algebroides de
Lie, en esta seccidon estudiaremos la sucesion (2.1.5) en la categoria de grupoides de Lie,
analizando principalmete su relacién con la existencia de conexiones discretas sobre 7. De
hecho, como se hara evidente en breve, necesitaremos extender el andlisis a la categoria
de grupoides de Lie locales, porque las conexiones discretas no suelen estar definidas
globalmente.

Mads precisamente, en las Secciones 4.1 y 4.2 introducimos la categoria de grupoides
de Lie locales y vemos que la Sucesion de Atiyah Discreta es naturalmente una exten-
sion en esta categoria; mds aun, su restriccion a cierto tipo de conjuntos abiertos sigue
manteniendo esta propiedad, dando el marco propicio para estudiar el comportamiento
de las escisiones de la sucesion y la relacion con la curvatura discreta. En la Seccién 4.3
comparamos las nociones de extension (definida de una manera ad-hoc, imitando la defi-
nicién usual en la categoria de grupoides de Lie) con una nocién categdrica de extension,
viendo que, bajo ciertas condiciones, ambas nociones practicamente coinciden. Por ulti-
mo, en la Seccion 4.4 intruducimos una nocion de producto semidirecto de grupoides de
Lie totalmente intransitivos y grupoides de Lie locales; esta nocidon nos permitird dar una
nueva equivalencia entre que la conexion discreta de un fibrado principal sea plana y que
la Sucesién de Atiyah Discreta sea isomorfa a una sucesiéon producto semidirecto en la
categoria de grupoides de Lie locales.

4.1. Grupoides de Lie locales
Por lo visto en el Capitulo 3, la Sucesién de Atiyah Discreta es una sucesién en

la categoria de grupoides de Lie. El préximo paso natural es preguntar si, dada una
conexién discreta 4, con dominio il sobre un G-fibrado principal 7 : Q@ — Q/G, las
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aplicaciones s; y sgr definidas por (2.3.3) y (2.4.6) son morfismos de grupoides de Lie.
Inmediatamente queda claro que, a menos que Ay esté definida globalmente, ni s; ni sg
pueden ser morfismos de grupoides. Vamos a trabajar en un sentido mas general, para
esto, introducimos a continuacion la nocién de grupoide de Lie local.

Definicién 4.1.1. Un grupoide de Lie local consiste en variedades suaves G'y M junto
con submersiones «, 3 : G — M, un difeomorfismo 7 : G — G, y aplicaciones suaves
e: M —>Gym: G, — G, donde G, C Gy =G 8% q G, G, abierto en G», todo

sujeto a las condiciones que siguen. Como para grupoides, definimos g, - go := m(g1,g2) y

g 'i=1i(g).

l. aoce=1idy = [oe.

-1

2. Para todo (g1, g2) € Gm,tenemos que (g5, 9;) €Gmy g5 -9y = (g1-g2) L

3. Para todo g € G, (e(a(g)), 9), (g,€(B(9))) € G y €(alg)) - g = g = g - (B(g)).
4. Paratodo g € G, (9,9 1), (975, 9) €Gnyg-g ' =¢clalg)yg ' g=eBg).

5. Si (91, 92), (92, 93), (91,92 - 93) € G, entonces (gy - g2,93) € G y (91 - 92) - g3 =
g1 - (92 . 93)-

Un grupoide de Lie local es totalmente intransitivo si a = 3, y es localmente trivial si
(o, B) : G — M x M es una submersién suryectiva.

Lema 4.1.2. Sea GG un grupoide de Lie local sobre M. Entonces las siguientes afirmaciones
son validas.

1. o, : G — M son suryectivas.
2. Para g€ G, a(g™') = B(g) y Blg™")

3. Si (g1, 92) € Gy, Entonces a(g; - g2) = alg1) v B(g1 - g2) = B(g2)-

a(g).

4. € : M — G es un embebimiento y ¢(M) C G es una subvariedad embebida.
5. €(M)z = {(g1,92) € e(M)? : B(g1) = a(g2)} C Gim.

Demostracion. 1. Por la condicion 1 de la Definicion 4.1.1 se concluye que o y 3 son
aplicaciones suryectivas.

2. Por la condicién 4 de la Definicion 4.1.1 y porque G, C G 53X, G se comprueba que
a(g!) = B(g) y alg) = B(g') para todo g € G.

3. Sea (g1,92) € Gy entonces (92,95 ") € Gy (91, 92:02 ) = (91, €((g2)) = (91, €(B(g1))) €
G, (por 4 de la Definicién 4.1.1). Entonces, por la condicién 5 de la Definicién 4.1.1,

tenemos que (g - g2, 95 *) € Gy, C Go, por lo tanto B(g; - g2) = a(gy ') = B(g2) (por
la condicién 2). Similarmente, se prueba que a(g; - g2) = a(g1).

68



4. Como « o€ = 1idys, entonces € es inyectiva y tomando la derivada en m € M,
Tem) © Trme = idr, n, se comprueba que T,,e es inyectiva. Por lo tanto, € es una
inmersién. Ademds como para U C M abierto, e(U) = a *(U)Ne(M) y porque a es
continua entonces o~ '(U) es abierto en G y por lo tanto ¢(U) es abierto en (M) con
la topologia de subespacio (de GG). Entonces, € : M — ¢(M) es un homemorfismo
(para (M) con la toplogia subespacio). Por lo tanto, € es un embebimiento y (M)
es una subvariedad embebida de G.

5. Se demuetra utilizando los puntos 1 y 3 de la Definicién 4.1.1.
U

Observaciéon 4.1.3. Para G un grupoide de Lie Local sobre M, por el item 1 de la
Definicién 4.1.1, tenemos

e(M)y = {(e(my),e(ms)) € G%: B(e(m1)) = a(e(my)) para m;, my € M}
= {(e(m),e(m)) € G*: param € M}.

Vemos que €(M)y # (); entonces por el punto 5 del Lema 4.1.2, G,,, # 0. Més ain, como
G, C Gy, entonces Gy # ().

Lema 4.1.4. Si G es un grupoide de Lie local sobre M con G,, = G5, entonces es un
grupoide de Lie sobre M.

Demostracion. Vamos a probar el item 2 de la Definicion 3.1.7. Por el item 3 del Lema
4.1.2 para (g1, g2) € G se tiene que a(g;-g2) = a(q1) y B(g1-g2) = B(g2) vy si (91, 92) € G
y (g2, 93) € G2 entonces (g1, 92 - g3) € Go y por el item 5 de la Definicién 4.1.1 tenemos
que g1 - (g2-93) = (91 - g2) - g3- El resto de los items de la definicién de grupoide de Lie se
prueban trivialmente.

I

Lema 4.1.5. Sean ¢ = M un grupoide de Lie y U C G un subconjunto abierto tal
que U' € Uy e(M) C U. Entonces U es un grupoide de Lie local sobre M con las
aplicaciones ay, By, iy v €y inducidas por las de G por restriccién o correstriccion, la
multiplicacion my; se define como la restriccién y correstriccion de la multiplicacién m en
G a U, :=Uynm '(U) y U respectivamente. En particular, cada grupoide de Lie G es un
grupoide de Lie local con la multiplicacién definida globalmente, es decir, con G,, = Gs.

Demostracion. Como U es un conjunto abierto en G entonces es una subvariedad embe-
bida y por ser las aplicaciones a y /3 suaves entonces oy := a|y y Sy := S|y son suaves y
ademas como U es abierto se tiene que oy y [y son submersiones.

La aplicacién iy := 4|}, estd bien definida ya que i(U) C U. Ahora veamos que es un
difeomorfismo. Para esto probemos que i(U) = U (es decir U = U), por hipdtesis ya
sabemos que i(U) C U, veamos entonces que U C (U). Sea g € U, por el item 1 del
Corolario 3.1.13, g = (i 0 7)(g) = i(i(g)), con i(g) € i(U) C U entonces g € i(U), es decir
U C i(U). Como i es un difeomorfismo por la Proposicién 3.1.14 y ademads i(U) = U es
abierto entonces 4|5 es un difeomorfismo.
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La aplicacién definida como e := €|V es suave porque e(M) C U, U es una subvariedad
embebida y porque € es suave.

Es claro que U,, C U,, por definicion de U,, y que U,, es abierto en U; ya que
U, = Unm Y(U) ym !(U) es abierto en G5 (por la continuidad de m). Ahora veamos que
my = m|gm es suave. Probemos que U, es abierto en GGo; como U C G es abierto entonces
U? := U x U es abierto en G? := G x G, con lo cual, Uy = U?> N G5 es abierto en Gy y
ademds m~!(U) también es abierto en Gy por ser m continua, entonces U,, = UyNm (V)
es abierto en GG5. Como m : Gy — G es suave y U, es abierto en G, (en consecuencia
es una subvariedad embebida en G,) entonces m|y,, resulta suave y como U C G es
subvariedad embebida de Gy m|y,,(Un) C U entonces m[f; resulta suve. Por lo tanto
my esta bien definida y es suave. Ahora probaremos las condiciones que establece la
definicion de grupoide de Lie local.

1. Como €(M) C U entonces para m € M tenemos (ay o €y)(m) = (ao€)(m) = m,
del mismo modo, probamos que 5y o €y = idyy.

2. Sea (g1, 92) € Uy, entonces (g1,92) € U NGy y g1 - go € U entonces (g, ', 9;") €
U% N Gy, es decir (g;',9,") € Uy y como en G vale g,' - 97" = (g1 - g2) * (por 2
del Corolario 3.1.13)entonces g, ' - g;' € U, por lo tanto (g,',9,') € U, y vale
iv(g92) ‘v iv(g1) = iv(g1 ‘v ¢2) ya que la multiplicacién y el inverso sobre U son

restricciones de la multiplicaciéon y el inverso sobre G.

3. Sea g € U, como (M) C Uy (e(a(g)),g) € Gy entonces (e(a(g)),g) € Us, como en
G vale que e(a(g))-g = g entonces (e(a(g))-g € U por lo tanto (e(a(g)), g) € Uy, y co-
mo ey (ar(g)) = €(a(g)) se tiene que (ev(ar(g)), ) € Un y vale que ep(av(g))-vg =
g, por ser €,y y la multiplicacion sobre U restricciones de €, o y la multipliacién
sobre GG. De manera andloga se prueba que (g,€(8(9))) € Un v 9 men(Bm(9))) = g.

4. Sea g € U entonces (g,g ') € Uy (porque Ut C Uy (9,9 ') € G2) y como en G
vale que g- g ! = €(a(g)) y (M) C U entonces (g,g ') € U, y vale g - iy(g) =
ev(ay(g)), por ser ey, ay, iy y my restricciones de €, v, la multipliacién y el inverso
sobre G.

5. Sean (g1, 92), (92,93) ¥ (91, 92-93) € U,. Entonces g;-g2 € U, con lo cual (g1-92,93) €
U? y como en G vale que g, - (92 93) = (91 92) - g3 ¥y 91 - (92 - g3) € U entonces
(91 - g2,93) € Upn y como m, es la restriccién y correstriccion de m a U, y U
respectivamente entonces vale g1 -y (92 ‘v g3) = (91 ‘v 92) ‘U g3-

Por lo tanto hemos probado que U es un grupoide de Lie local sobre M. O

Ejemplo 4.1.6. Sea una variedad suave M, entonces por el Lema 4.1.5 el grupoide de
Lie base M del Ejemplo 3.1.11 es un grupoide de Lie local.

Ejemplos 4.1.7. Sea 7 : Q — /G un G-fibrado principal. Sea U C @) x @ un subcon-
junto abierto y simétrico tal que Ay C U. Recordemos que en los Ejemplos 3.1.8 y 3.2.1
vimos que (@ x Q)/G y (Q/G) x (Q/G) son grupoides de Lie sobre Q/G.
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1. Veamos que U” tiene una estructura de grupoide de Lie local sobre @/G. Como
U = (m x m)(U) C Q/G x Q/G es un conjunto abierto, ig/axg/cU") = (7 x

m)(igu@U)) C (mxm)(U) =U"y eq/oxqic(R/G) = Agc C U" (porque Ag C U),
entonces por el Lema 4.1.5 U” es un grupoide de Lie local sobre Q/G.

Ademas si U es de tipo pD tenemos,

U )m = {((7(q0), 7(q1)),(7(q1),7(g2))) € (Q/G x Q/G)*:
(90,91)s (q1,02) €U y (qo, q2) € 127 (U)}

y si U es de tipo-D entonces (4.1.1), resulta

U = {((7(g0), (@), ((a1), 7(92))) € (Q/CG x Q/C)* : (g0, 41, 32) € U},
(4.1.2)

(4.1.1)

donde U® esta definido como en (3.3.1).

2. Ahora veamos que U /G tiene una estructura de grupoide de Lie local sobre @ /G. Co-
mo U /G C esun conjunto abierto, i(gxg)c(U/G) = T9*9C (igxq(U)) C 79*C(U) =
UG,y €0xq)c(Q/G) = T (Ag) C m9*CY(U) =U/G, por lo tanto por el Le-
ma 4.1.5 U /G es un grupoide de Lie local sobre QQ/G.

Si U es de tipo pD tenemos,

(UG = {72 (g0, q1), 7990 (q1, ¢2)) € ((Q x Q)/G)? : (g0, q1, g2) € UD},
(4.1.3)

Ejemplo 4.1.8. Para 7 : Q — Q/G un G-fibrado principal, la variedad G es un grupoide
de Lie sobre Q/G (Ejemplo 3.2.2). Entonces por Lema 4.1.5 es un grupoide de Lie local
sobre Q/G.

Ademsds, sild C Q x @ es simétrico de tipo pD, por el ejemplo 4.1.7, ambos U” y U /G
son grupoides de Lie locales sobre Q/G.

En lo que sigue, siempre que consideremos cualquiera de estos tres espacios como
grupoides de Lie locales, serd con las estructuras mencionadas

Proposicién 4.1.9. Sean G = M un grupoide de Lie local y ¢ € G. Entonces valen las
siguientes afirmaciones.

1. Si h € Gestal que (h,g) € G,y h-g =g, entonces h = €(a(g)).

(h. g)
2. Sihe Gestal que (g,h) € Gy g-h =g, entonces h = €(3(g)).
3. SiheGestal que (h,g) € G,y h-g=¢€(B(g)), entonces h = g .
(9,h)

4. Si h € Gestal que (g,h) € G,, y g-h =¢€(a(g)), entonces h = g L.
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5. Si h € G entonces (h™')"! = h.

Demostracion. 1. (h,g) € G,, y ademds (g,9° '), (h,g-g ') = (h,e(a(g))) € G, (por
la definicién de grupoide de Lie local) entonces

h-g =g
(h-g)-g’1 = g9
h-(g-g') = e€(a(g)) por los items 4 y 5 de la Definicién 4.1.1
h-e(a(g)) = e(alg)) por el item 4 de la Definicién 4.1.1
h-e(B(h)) = e(alg)) porque (h,g) € G,
h = ¢€(a(g)) por el item 3 de la Definicién 4.1.1.

2. Se demuestra de forma analoga al punto 1.

3. (h,g) € G, y ademss (g, '), (h,g-g ') = (h,e(a(g))) € G,, (por la definicién de
grupoide de Lie local) entonces,

h-g = ¢

(9))
(9)) -9
(9)) - g ! por el item 5 de la Definicién 4.1.1
(g9)) - g ! por el item 4 de la Definicién 4.1.1

-e(B(h)) = e€lalgt))-g ! porque (g, ') € G,, por el item 2 del Lema 1

h = ¢! por el punto 3 de la Definicién 4.1.2.

4. Se prueba de forma andloga al punto 3.

5. Por definicién de grupoide de Lie local, tenemos que (h"',h) € G,,, y h'' - h =
e(B(h)) = e(a(h™ 1)), esto ultimo por el item 2 del Lema 4.1.2, entonces por el item

4 de esta Proposicién tenemos que (h™1)"! = h.
U

Corolario 4.1.10. Sean G = M un grupoide de Lie local. Entonces ¢(m) ! = e(m) para
cada m € M.

Demostracion. Para cada m € M tenemos a(e(m)) = m, entonces por la propiedad 3 de
la Definicién 4.1.1, e(m)e(m) = e(m). Entonces por el punto 4 de la Proposicién 4.1.9, se
concluye que e(m) ! = €(m). O
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4.2. Morfismos de grupoides de Lie locales

Definiciéon 4.2.1. Sea G = M y G’ = M’ grupoides de Lie locales. Una aplicacién suave
F : G — G’ es un morfismo de grupoides de Lie locales si

1. Fleg(M)) Ceq(M')y
2. Para todo (g1, 92) € G, tenemos que (F(g1), F(g2)) € G, vy F(g192) = F(g1)F(g2).

Un morfismo de grupoides de Lie locales se dice submersion si es una submersion como
aplicacion entre variedades suaves.

Decimos que F' es un isomorfismo de grupoides de Lie Local si existe un morfismo de
grupoides de Lie locales H : G' — G tal que Fo H =ide y Ho F =idg.

Ejemplo 4.2.2. Sea 7 : ) — Q/G un G—fibrado principal. Dado U C @ x Q, un
subconjunto simétrico de tipo pD, consideremos las aplicaciones F} : G — U/G y F, :
U/G — U" que se definen como la restriccion y correstriccién de las funciones homoénimas
en (2.1.5). Ya vimos en el Ejemplo 4.1.8 que ambos dominios y codominios son grupoides
de Lie locales. Es facil verificar, por calculo directo, que F; y F5 son morfismos de grupoides

de Lie locales.

Ejemplo 4.2.3. Sean 7 : Q — @/G un G-fibrado principal, @) conexo, Y C Q X @ un
subconjunto simétrico de tipo pD y s; : U /G — G una escisién a izquierda semilocal de
(2.1.5), es decir, s, € ¥ (U). Como ya vimos en los Ejemplos 4.1.7 y 4.1.8, U /G y G son
grupoides de Lie locales sobre Q/G. Nos preguntamos si sy, es un morfismo de grupoides
de Lie locales.

Veamos que sz (ey/c(Q/G)) C ea(Q/G): seleusa((q))) = sp (%% (q,q)) = T (g, e),
esto dltimo porque s;, o ogxQ.¢ = 04, por ser s;, morfismo semilocal (en la categoria de
fibrados con secciones).

Usando la caracterizacién de (U/G),, proporcionada en (4.1.3), tomemos un par
(799G (qo, 1), 79D (q1, 2)) € (U/G)m, con (qo, g1, g2) € UP) y veamos bajo que condi-
ciones (sp(72*2C (qo, q1)), s..(79*9C (g1, g2))) € Gnm. Antes observemos que como sy, es un
morfismo semilocal (en la categoria de fibrados con secciones) tenemos que ¢z0s; = ¢y /c,
de modo que para (qqg,q1) € U,

Ga(sr(m*P% (g0, 1)) = dusc (79 (g, q1)) = 7(qo)- (4.2.1)

Por otro lado,

(SL(WQXQ’G(Q(% ql))7 SL(WQXQ’G(QM CI2))) € Gm

si y sblo si

Ba(sL (@9 (g0, q1))) = ag(sp (79D (q1, q2))).

Como ag = fB5 = ¢g, usando (4.2.1), esta dltima condicién se convierte en
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(q0) = 66 (s (72 (o, 1)) = b (507D (g1, 42))) = 7(q)-

De manera equivalente, si y sélo si (qo,q1) € V4. Por lo tanto, si s;, es un morfismo de
grupoides de Lie locales, debe ser V; D U, por lo tanto, V; = U. Pero entonces, V,; es
a la vez abierto y cerrado en el espacio conexo @ X (0, de modo que V; = Q x Q. A
continuaciéon veremos que 7 : @ — Q/G es isomorfo a 7% : G — {[e]}, G actuando
sobre si mismo con la multiplicacién izquierda. Como V; = @ x ) entonces si fijamos
qo € @, para todo q € () existe h € G tal que q = l}?(qo). Entonces Q = G - qq y por lo
tanto si 7(qy) = xo resulta 7 !(zg) = Q. Para gy € Q existe un conjunto abierto U C Q/G
que contiene a xy y un difeomorfismo @ : 7 1(U) — U x G tal que ®(q) = (7(q), »(q))
y ¢(¥(q)) = gelq). Entonces <I>|{m,°1}(:g :m Hxg) — {x0} x G es un difeomorfismo
va que 7 *(zg) = Q y {xo} x G son subvariedades embebidas. Entonces ¢ : Q — G
es un difeomorfismo tal que p(I%(q)) = gelq) y ¢ '(hg) = 12(¢ ' (g)). Entonces, si
definimos F : Q — G como F(q) = ¢(q) e id : G —> G entonces resulta que F' es un
difeomorfsimo y id es un isomorfismo tal que F(I¢(q)) = ¢(I9(q)) = g¢(q) = id(g)F(q) y
F(hg) = ¢ Y (hg) = [%(¢p (g)) = I°(F\(g)) = lg(h F~1(g). Por lo tanto los fibrados
principales 7 : Q — Q/G y 7% : G — {[e]} son isomorfos.

Asi, en casi todos los casos, sy, no puede ser un morfismo de grupoides de Lie locales.

Ahora nos preguntamos si las escisiones semilocales a derecha sg de (2.1.5) son morfis-
mos de grupoides de Lie locales. Resulta que la obstruccién a que lo sean, es la curvatura
de la conexién discreta Ay := Fyco(Fru(sgr)). Esto se explora en el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.4. Sean U C @ x @ un subconjunto simétrico de tipo D y sg : U" —
U/G una escisién a derecha semilocal de (2.1.5) (en la categoria §bsg/;). Definimos
la conexién discreta Ay := Fuc(Fru(sgr)) € Lc(U). Entonces sp es un morfismo de
grupoides de Lie locales si y sélo si Ay es plana.

Las estructuras de grupoide de Lie local de /G y U” son las consideradas en el
Ejemplo 4.1.7.

Demostracion. Como A, = Fpc(Fru(sg)) € Lc(U) entonces sp = Fyr(Fenu(Ag)),
usando (2.1.9) y (2.4.7) tenemos para (qo,q1) € U

sr(m(q0), (1)) = 799 (0,13 10y (1)- (4.2.2)

Si (90, q1,2) € UP), por (4.1.2), tenemos que ((7(go),7(q)), (7(a1),7(g))) € Uy,
Por (4.2.2) podemos escribir,

sr(m(qo), m(q1)sr(7(q), 7(q2))
:WQXQ’G(Q(J’ Ad(qotn 1(Q1))WQXQ’G(Q1’lgd(qhqz)*l(qz)) (4.2.3)
(

_.QxQ,G QRxQ,G1Q Q .
=n (40,13 Aulgongn) -1 (@) (lAdmo,ql)*l(‘h)’lAdmo,ql)*lAd(ql,qz)*l(Q2))’
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sr(m(do)s m(a2)) = 794 (g0, 1S, )1 (@2) (4.2.4)

De modo que si sg es morfismo de grupoides locales tenemos que (4.2.3) y (4.2.4) son
iguales,

WQXQ‘G(QO’ lgd(qo,qz)’l(qQ)) - WQXQ‘G(qO’ lgd(qom)’lfld(qhqz)’l(q2)) (4.2.5)
y por ser la G-accién sobre @ libre se tiene que, Ag(qo, q2) ' = Aa(qo, q1) *Aalqi, q2)*
para todo (qo, g1, g2) € U, entonces By(qo, g1, 92) = Aa(qo, ¢2) *Aalqr, ¢2)Aa(qo, q1) = e,
para todo (qo, q1,q2) € U, por lo tanto A, es plana.

Reciprocamente, si consideramos la conexién discreta A, plana, tenemos que By(qo, g1, G2) =
Aa(qo, q2) ' Aalqr, q2)Aa(qo, 1) = e entonces (4.2.3) y (4.2.4) son iguales, por lo tanto
sr((m(go), 7(q1))(m(q1), 7(q2))) = sr(7(q0), m(q1))sr(7(q1), 7(qz2)). Como sk es un morfis-
mo semilocal en §bsg ¢, tenemos sg © 0(Q/G)x(Q/G) = T(QxQ)/G Y COMO 0 = €, tenemos
entonces sg(e(Q/G)) = eu/c(Q/G). Por lo tanto, s es un morfismo de grupoides de
Lie locales. 0

Lema 4.2.5. Sea F : G — G’ un morfismo de grupoides de Lie locales entre G = M y
G' = M’. Entonces, las siguientes afirmaciones son verdaderas

l. Foeoa=€¢oa'oF y FoeofB=¢€o0p oF.
2. F(¢9')= F(g) ! para todo g € G.

3. La aplicacion
Fo: M — M’ definida por Fy:=a' o Foe (4.2.6)

es la tnica aplicacion suave entre estos espacios que satisface

o' oF =Fyoa, loF=Fyofy Foe=¢€¢o0kE (4.2.7)

Demostracion. 1. Para cualquier g € G, (e(a(g)),g) € G, entonces como F es un
morfismo de grupoides de Lie locales tenemos F(e(a(g)))F(g) = F(e(a(g))g) =
F(g). Aplicando el punto 1 de la Proposicién 4.1.9 a h := F(e(a(g))) y tomando
F(g) como g, tenemos que F(e(a(g))) = € (a’(F(g))). La otra identidad se prueba
tomando g = ge(S5(g)).

2. Para cualquier g € G, (g,9 ') € G,,, entonces como F' es un morfismo de grupoides
de Lie local y por el punto 1 de esta Proposicién tenemos F(g)F(g ') = F(gg ') =
F(e(a(g))) = €(d'(F(g))). Utilizando el punto 4 de la Proposicién 4.1.9 aplicado a
h:= F(g ') y tomando F(g) como g, tenemos que F(g ') = F(g) '
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3. Fy es suave por ser composicion de aplicaciones suaves y usando el item 1 verificamos,
Fyoa = (d'oFoe)oa = ad’o€’oa’oF = idpypoa’oF = a'oF, Fyoff = (/o Foe)off =
doofloF =idypoffloF=p0oFyédoFy=¢o0aoFoe=Foeoa'oe=
Foeoidy = Foe. Ahora supongamos que existe Fy : M — M’ suave que satisface
(4.2.7), entonces tenemos Fy = Fyoidy = Fyoaoe (por el item (1) de la definicién
de grupoide de Lie local), entonces FO = FO oidy = FO oaoe = a’o Foe (porque FO
satisface (4.2.7)) por lo tanto tenemos Fy=Fyoidy = Fpoaoe=a'oFoe=Fp,
en consecuencia queda probada la unicidad de Fj.

U

Definicién 4.2.6. Todos los grupoides de Lie locales y sus morfismos forman una cate-
goria que denotamos por [LGpd. Para una variedad M, si consideramos solo grupoides
sobre M y morfismos sobre esos grupoides F' € hom;g,a(G1,G2) tales que Fy = idyy,
obtenemos la subcategoria [ LGpd); de [LGpd.

Ejemplo 4.2.7. Sea G € obir4pa,,. Entonces veamos que e; € homng,,dM(MT,G). Sea
m € M entonces eg(€ey(m)) = eg(idy(m)) = eg(m), por lo tanto eg(ey(M)) C eg(M).
Para (m,m) € (M1),, = (M), = Ay se tiene que (eg(m),eq(m)) € G,, (por los ftems
(1) y (3) de la Definicién de grupoide de Lie local, tomando g = ¢g(m)). Entonces para
(m,m) € (M?"),, tenemos que eg(mm) = ec(m) = eg(m)ec(m) (por definicién de la
multiplicacién en M' y por los items (1) y (3) de la Definicién de grupoide de Lie local,
tomando g = eg(m)). Y por ultimo (eg)o = agoegoe it = agoegoidy = idpyoidy = idyy.
Entonces e € homygpa,, (MT,G).

Lema 4.2.8. Sean F' € hompg, (G,G'), U C G y U’ C G’ conjuntos abiertos tales
que Ut cU, (U)y'cU, eM)CUyex(M)C U'. Sisuponemos que F(U) C U,
entonces F\Z/ (F restringida a U y co-restringida a U’) es un morfismo de grupoides de

Lie locales, donde U y U’ son grupoides de Lie locales con la estructura dada en el Lema
4.1.5. Ademss, (F|¥)o = idy.

Demostracion. Como U C G y U’ C G’ son subvaridades embebidas (por ser conjuntos
abiertos), F : G — G’ es suave y F(U) C U’ entonces F|Y : U — U’ es una funcién
suave. Ademds, como Foeg = e o Fy = €, tenemos que F|¥ (ey(M)) = F|¥ (eq(M)) =
F(eg(M)) C ex(M) = ern(M). Luego, si (g1,92) € Uy = UsNmg' (U) C Ga, tene-
mos (FIf (1), FI/ (92)) = (F(g1), F(g2)) € ()2 y, como gyg2 € U, FIY (g)FY (g2) =
F(91)F(g2) = F(gug2) € F(U) € U'. Por lo tanto, (F|f'(g1), FIf (92)) € (U")m =
(U)o N mgH(U'). Ademds, tenemos F|Y (g))F|¥ (g2) = F(g192) = F|¥ (g192). Por lti-
mo, como F|Y oeq = Foeqy (F|Y )y satisface (4.2.6) se tiene que (F|¥ )o = idys. Por lo
tanto F|Y € homypgpa,, (U,U").

U

Proposicién 4.2.9. Sea 7 : Q — /G un G-fibrado principal y U C @ x @ un subcon-
junto de tipo pD simétrico. Entonces,

1. Para las funciones F} y F), definidas en el Ejemplo 4.2.2 |

~ al

G

F»

UG u" (4.2.8)
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es una sucesion en [LGpdg,c y

2. sild es de tipo-D y sg € Xr(U) es tal que Ay := Fyc(Fru(sgr)) € Lc(U) es plana,
entonces sp € homlLGde/G(L{”,L{/G) y Fyosp = idy».

Demostracion. 1. Los conjuntos C~1, U/G y U" son grupoides de Lie locales por el Lema
4.1.5 y el Ejemplo 4.1.7. Como las aplicaciones F| y F» definidas en (2.1.5) son
morfismos entre grupoides de Lie por los Ejemplos 3.2.3 y 3.2.4 y U es un conjunto
de tipo pD simétrico entonces se satisfacen las hipdtesis del Lema 4.2.8, por lo tanto
se concluye que F} y F5 son morfismos de grupoides de Lie locales.

2. Como Ay := Fyc(Fru)(sgr) es plana entonces por la Proposicién 4.2.4 sg es un mor-
fismo de grupoides de Lie locales y como (sz)o = aujcosroey y S € §bsg ¢ enton-
ces (sr)o(m(q)) = awyc(srlew (n(q)))) = auyc(sr(m(q), 7(q))) = ause(7?*?%(q,9))
7(g) entonces sg € homyrgpd, . (U”,U/G). Por tltimo F, o sg = idy» porque sg es
inversa a derecha de F, en §bsg ¢ por definicion.

]

A continuacion establecemos algunas propiedades simples de los grupoides de Lie lo-
cales totalmente intransitivos.

Lema 4.2.10. Sea M una variedad. Entonces el grupoide base M definido en el Ejemplo
3.1.11 es un objeto inicial (ver Definiciéon A.2.1 del Apéndice) en [LGpd,yy.

Demostracion. El grupoide MT es un grupoide de Lie local por el Lema 4.1.5. Si G €
obir.cpd,, la aplicacion e; : M — G es un morfismo de grupoides de Lie locales, por el
Ejemplo 4.2.7. Si F € homyrcpa,, (M1, G) entonces para cada m € M', F(m) = F(mm) =
F(m)F(m) entonces como ag(eg(m)) = m (por definicién de grupoide de Lie local) tene-
mos F(ag(eg(m))) = Flag(eg(m)))F(ac(eg(m))). Por el item 1 de la Proposicién 4.1.9
tomando h = g = F(ag(eg(m))) se obtiene que F(ag(eg(m))) = eglac(F(ag(eg(m)))))
y por (4.2.7) del Lema 4.2.5 tenemos que F(ag(eg(m))) = ec(Fo(ayi(ag(eg(m))))) =
eq(tdy(ag(eg(m)))) entonces F(ag(eg(m))) = ec(ac(ec(m))) (porque Fy = apyt =
idyr), en consecuencia F(m) = eg(m). Por lo tanto el grupoide base MT es un objeto
inicial. 0]

Ejemplo 4.2.11. Vimos en el Ejemplo 3.2.2 que G es un grupoide de Lie sobre Q/G
con ag = fB. Con la estructua de grupoide de Lie local definida sobre G usando el Lema
4.1.5, las aplicaciones ag y B son las mismas. Por lo tanto, G es un grupoide de Lie local
sobre /G totalmente intransitivo.

Lema 4.2.12. Sea M una variedad. Entonces,
1. M' € obi1cpa,, es totalmente intransitivo.

2. Para cualquier G' € obirgpd,,, @ € homircpd,, (G, M) siy solo si G es totalmente
intrasitivo.
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3. Para cualquier G € objrgpa,, se tiene que homyrcpa,, (G, M) = {ag} (G es total-
mente intransitivo) o homyrgpa,, (G, M) = 0 (G no es totalmente intransitivo).

Demostracion. 1. Por el Ejemplo 3.1.11 M resulta totalmente intransitivo.

2. Supongamos que ag € homyrgpa,, (G, MT); como, por definicién, (g,ec(Ba(g))) €
G, para todo g € G, tenemos que (ag(g),ac(ec(Bc(9)))) = (ac(9), Balg)) €
M2T = Ay, entonces ag(g) = Bg(g); por lo tanto, G es totalmente intransitivo.
Inversamente, si GG es totalmente intransitivo, como aqg o €q = idy; = €41, tenemos
ag(ec(M)) C eyt (M); ademds, si (g1, g2) € G, C G tenemos que B5(g1) = ac(ge)
y, como ag = g, ac(g1) = ac(gz), entonces (ac(g1), ac(g2)) € Ay = (M), =
(M) y ac(g1)aa(g2) = ac(g1) = ac(9192); por lo tanto, ag € homyrgya,, (G, M),

3. Analicemos el caso en que G es totalmente intransitivo, entonces por el item 2

ag € homyrcpa,, (G, M), por lo tanto homyrgpa,, (G, MT) # 0. Ahora el caso en que

G no es totalmente intransitivo. Supongamos que homyy g4, (G, M') # ( entonces

existe F' € homyy g, (G, M1), y por el item (3) del Lema 4.2.5 se tiene que ag =

idyoag =aytoF =idyoF = F, entonces ag € homyrga,, (G, M) y por el item

2 se tiene entonces que GG es totalmente intransitivo, por lo tanto se concluye que
debe ser homypgpa,, (G, MT) = 0.

O

Observacion 4.2.13. Sea M una variedad con més de un punto y M x M el grupoide par
sobre M (Ejemplo 3.1.8). Es fdcil chequear que ayrxnr & homyrgpa,, (M x M, M") de modo
que, por el item 2 del Lema 4.2.12 , M x M no es totalmente transitivo. Por lo tanto, por el
punto 3 del mismo Lema, homycpa,, (M x M, MT) = (. Probamos entonces que M no es
un objeto final en la categoria [LGpd,;. Aun asi, para cualquier G € [ LGpd), la aplicacién
inicial 0“ (ver A.2.1) es un monomorfismo (en sentido categérico): sea G’ € ILGpdys y
f,9 € homyrcpa,, o mty tal que 0o f = 0% o g, por lo tanto, por el Lema 4.2.12, G’ es
totalmente intransitivo y homyrgpa,, (G', MT) = {ag/} entonces f = ag' = g y concluimos
que 0% es un monomorfismo.

A continuacién presentamos dos resultados précticos que se utilizardn mas adelante.

Lema 4.2.14. Sea 7 : Q — Q/G un G-fibrado principal y 4 C @ x @ un subconjunto
simétrico de tipo pD. Si s € homyrgpd,,, (U",U/G), entonces s es un morfismo semilocal
entre los espacios fibrados con seccién ((Q/G x Q/G,p1,Q/G,Q/G),00/6x0/c)) ¥ (@ %

Q)/G,p1,Q/G,Q),0xq)/c) (ver Ejemplo 2.2.2).

Demostracion. Como Q/G x Q/G y (Q x Q)/G tienen una estructura de grupoide de Lie
(ver Ejemplos 3.1.8 y 3.2.1) y también tienen una estructura de fibrado con seccién(ver
Ejemplo 2.2.2), por el Lema 4.1.5, tenemos:

aur =0Q/GxQ/Glur = Pilur Yy e = EQ/GxQ/G\u = UQ/GxQ/G\u

we Y awe = €axaycl’’? = ogxqyal’c.

Qe = QxqQ)/clu/c = P
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Entonces es inmediato que s es un morfimo semilocal entre los espacios

(Q/Gx Q/G,p,Q/G,Q/G),0q/6xq/6)) ¥y (R X Q)/G, P, Q/G, Q). 0(gxq)/c)- O

Lema 4.2.15. Sea F' € homy;gpa,, (G,G’) tal que (F x F) *((G')m) C Gn y tal que
F : G — G’ es también un difeomorfismo. Entonces F' es un isomorfismo en la categoria
[Lgpd .

Demostracion. Tenemos que probar que F~! es un morfismo de grupoides de Lie locales.
Sea (g1, 95) € (G'). Entonces por hipdtesis, (F1(g}), F (g5)) = (F x F) '(g],d5) €
G y como g1g5 = F(F~'(¢)))F(F~(g3)) = F(F~'(91)F'(g3)) entonces F~'(gig5) =
F (g} F (gh). Veamos que (F 1)y = idy: como idy = ag o Foeg, ag o F =idy oag
y Foeqg = €g por (4.2.7) del Lema 4.2.5 entonces tenemos que idy; = ag o Foeg = idy 0
agoeg = agoF toFoeq = agoF toeq = (F 1)y, por lo tanto (F 1) = idys . Entonces
como Foeg = egro Fy por (4.2.7) del Lema 4.2.5 tenemos que F~*(eq/(M)) C eg(M). Por
lo tanto F~! es un morfismo de grupoides de Lie local, en consuencia F' es un isomorfismo
en la categoria [LGpd,,. O

Las siguientes nociones son la adaptacion natural de las definiciones para los grupoides
de Lie.

Definicién 4.2.16. Un subgrupoide de Lie local de un grupoide de Lie local G = M es
un grupoide de Lie local G' = M’ con F' € homyrg4(G',G) tal que F : G' — G y la
aplicacién correspondiente Fy : M’ — M son inmersiones inyectivas. Un subgrupoide de
Lie local esta embebido si F'y Fy son embebimientos y es llamado embebido ancho (wide)
si M= My Fy = idyy.

Proposicién 4.2.17. Sea 1 € homyygq,, (G, G’) tal que : G — G’ es un embebimiento.
Entonces im(n) := n(G) C G’ es un grupoide de Lie local sobre M con la estructura
inducida por las aplicaciones de G’. De este modo im(n) con la inclusion ji,,) : im(n) —
G’ es un subgrupoide embebido ancho de G’. Si ademés, (7 x 1) *((G'),n) C G, entonces
n["™M € homypgpa,, (G,im(n)) es un isomorfismo.

Demostracion. En lo que sigue, si X C Y es un subconjunto, vamos a denotar a la
aplicacién inclusién por jXY. Sea I := im(n) C G’ que por hipétesis es una subvariedad
embebida. Definimos o := o'|; : I — M; que es suave por ser [ una subvariedad embebida
y @ suave, como 7 es un morfismo, o’ on = « (por (4.2.7)) y, entonces, T, o’ o Tyn =
Tya, por lo que Tygpaf @ Tyl — T, M es sobreyectiva: sea v € T,,) M, entonces
como Tya es sobreyectiva existe u € T,G tal que T,a(u) = v, entonces v = Ty(a' o
n)(u) = Ty (Tyn(uw)) y Tyn(u) € Tygl, por lo tanto T,y a} es sobreyectiva y en
consecuencia o es una submersion. Con el mismo argumento probamos que f; := f'|;
es una submersién. Ahora observemos que como 7 o€ = € por (4.2.7) del Lema 4.2.5,
¢ (M) C I. Definimos ¢, := €'|7, que es suave porque ¢ : M — G’ es suave y su imagen
esta contenida en la subvariedad embebida I. Sea 1, := #'|} : [ — I, que esta bien definida
por el item 2 del Lema 4.2.5, y es un difeomorfismo porque 7' es un difeomorfismo de
G’ e I C (' es una subvariedad embebida. Definimos I,, := (G'), N Iy C I5; como
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(G")m C (G")2 = G’ 5x, G’ es un conjunto abierto e Iy = [ g %o I C G’ 5%, G tiene
la topologia de subespacio, entonces tenemos que I,, C I, es un subconjunto abierto. Por
ultimo, definimos m’ : I, — I por m) := m’|§m, que estd bien definida porque n es un
morfismo, de modo que m'(n(g1),n(g2)) = N(g1g2) € I. que m} es suave. Como /¢ es
un embebimiento, también lo es jlz’(c'”-‘-'2 y como I, C I? es una subvariedad embebida,
porque af x By : I x I — M x M es suave, transversal a la diagonal Ay, (porque o, 3}
son submersiones) y (o} x 87) '(Ay) = I, entonces por la Proposicién A.1.13, I, C I?
subvariedad embebida y en consecuencia 41" es un embebimiento. Como j/(¢)° =
GG o 42 0° g una composicion de embebimientos, es un embebimiento. Como ademaés
tenemos que (G707 = j(G2(G) o 512(G)2 yemos que j72(¢)2 es una inmersién inyectiva.
Por ultimo, como I, y (G'), tienen la tpologia de subespacio (de (G’)?), concluimos que
4122 es un embebimiento. Por lo tanto, I, es una subvariedad embebida de (G'), y,
entonces, I, = (G"),, N I> es una subvariedad embebida del subconjunto abierto (G'),, C
(G')2. En consecuencia, como m' : (G'),, = G’ es suave, también loes m’|;,, : I,, = Gy,
finalmente, como m/(I,,) C I con I embebido en G', m; = m’'|} es una aplicacién suave.
La verificacion de las cinco ” condiciones algebraicas” es mecanica. Por lo tanto tenemos
que (I,a%, B}, €;,47,m}) es un grupoide de Lie local sobre M. Es trivial que j; : I — G’
es un morfismo de grupoides de Lie locales. Veamos que (jr)o = idps: por (4.2.6) tenemos
que (jr)o = o’ o ji o €}, entonces o’ o jyo €p(m) = o' o ji(¢'(m)) = o'('(m)) = m, esto
ultimo por ser G’ grupoide de Lie local, entonces hemos probado que (jr)o = idys. Por lo
tanto I := im(n) es un subgrupoide de Lie local embebido ancho.
Definimos n' := n|’ que es suave por ser I una subvariedad embebida de G', n(G) = I
y porque 7 es suave. Veamos que ' € homypcya,, (G, 1), param € M, tenemos ' (e(m)) =
¢ (m) = €;(m), por lo tanto nf (e(M)) C €}(M). Sea (g1, g2) € G, entonces (n(g1),n(g2)) €
(G")m y n(g192) = n(g1)n(gz2), por ser n un morfismo de grupoides de Lie locales, entonces
claramente (9(g1),1(g2)) € Ln v 17 (9192) = 7" (91)n"(g2). Por el item 3 del Lema 4.2.5
y porque 1o = idys, tenemos (n')o(m) = (af o 1 0 €)(m) = a'(n(e(m))) = no(m) =
idpy(m), por lo que o' € homypga,, (G,I). Por ultimo veamos que (n x n')~(1,) C
G sea (go,91) € (nf x nf)"Y(I) entonces (n7(go),n'(g1)) € Im = (G')m N Iy, luego
(n"(90): 0" (91)) € (G")ms y si (1) '((G")m) C G, tenemos que (go, g1) € Gim, entonces
por el Lema 4.2.15 n! es un isomorfismo en la categoria [LGpd,y.
]

Observaciéon 4.2.18. Si n € homyy g, (G,G’) y G es un grupoide de Lie, la con-
dicién (n x 1) 'Y((G"),,) C G,, siempre se satisface. Necesariamente, para (gg,q;) €
(nxn)~ ((G")m) tenemos que (1(go), 7(g1)) € (G')m C (G")2, entonces B(go) = B'(n(go)) =
o' (n(g1)) = a(g1), por lo tanto (go, 1) € G2 = G

Ejemplo 4.2.19. Sea G = M un grupoide de Lie local. Como ya vimos en el Ejemplo
4.2.7 €¢ € homypgua,, (M, G). Ademss, por el item 4 del Lema 4.1.2, e¢¢ : M — G es
un embebimiento. Entonces, por la Proposicion 4.2.17, e¢(M) = im(eg) tiene estructu-
ra de grupoide de Lie local con las aplicaciones inducidas por las de G. En particular,
ec(M)y, =G Neqg(M)? =G,,Neg(M)y = eg(M),, entonces, por el Lema 4.1.4, conclui-
mos que eg(M) = M es, de hecho, un grupoide de Lie sobre M. Observamos que, de la
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demostracién de la Proposicién 4.2.17, eq(M ), es una subvariedad embebida de G.

Ahora queremos analizar la construccién de un nicleo asociado a morfismos de gru-
poides de Lie locales que son submersiones suryectivas.
Sea F' € homyrcpa,, (G, G'); definimos el conjunto

ker(F) := F '(ee:(M)) C G.
Por conveniencia, en lo que sigue, usaremos K := ker(F’). Definimos
ag =aglk : K =M 'y Br:=P0clk: K= M.
Como usualmente, tenemos Ky := K 5 x, K C K2, definimos
K, =KnNG,, y mg:= mG|§m K, = K. (4.2.9)
Por ultimo, definimos
ik =iglk K > Kyex:i=e¢| M- K.

Lema 4.2.20. Sea F' € homyy g, (G,G") una submersién. Entonces, con la notacién
como antes, K := ker(F') es una subvariedad embebida de G, ax = fx y ambas son
submersiones, 15 estd bien definida y es un difeomorfismo y €x estd bien definida y es
suave.

Demostracion. Como ec(M) C G’ es una subvariedad embebida (por 4 del Lema 4.1.2)
contenida en la imagen de la submersién F', por la Proposicién A.1.13, K := F!(eg/(M))

, . M .
es una subvariedad embebida de Gy F\EI?/( VK €c(M) es una submersién. Por otro
lado como agr o € = idy tenemos que agrle, () €s una submersién. Por lo tanto,

ag = aglg = (idy o ag)|k = (ag o F)|k = agrleg () © F\;?/(M), es una submersion.

Notar que para k € K tenemos que F(k) = eq/(m) para algin m € M; entonces,
m = ag/(ecr(m)) = ag(F(k)) = ag(k) pero, ademds, usando [ en lugar de agr,
m = PBg(k). Por lo tanto, para k € K, ag(k) = m = fg(k) y concluimos que ayx = fk.

Para k € K, usando el item 2 del Lema 4.2.5 y el Corolario 4.1.10, tenemos F'(ig(k)) =
F(k™Y) = F(k) ' = eg(ag(k))t = ea(ag(k)) € eq/(M). Por lo tanto ig(k) € K vy,
entonces, ig(K) C K, de modo que ik estd bien definida. Ademads, K C ig(K) porque
para k € K tenemos k = i¢(ig(k)) por el Lema 4.1.9, entonces k € ig(K). Por lo tanto,
como K C G es una subvariedad embebida, e i¢ un difeomorfismo y K = i¢(K') entonces
ir, €s un difeomorfismo.

Por ultimo, como ¢g : M — G es suave y eg(M) C K C G, donde la dltima inclusién
es un embebimiento, tenemos que la co-restriccién ex 1= eg|® es suave. (]

Lema 4.2.21. Sea F' € homygpa,, (G, G') una submersién. Entonces, con la notacién de
antes, K,, C K, es un conjunto abierto y my definida en (4.2.9) es una aplicacién bien
definida y suave.
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Demostracion. Como G € objrcpda,,, Gm C G2 es abierto y Gy C G? una subvariedad
embebida (por lo tanto tiene la topologia de subespacio), existe un conjunto abierto
U C G? tal que G,,, = U N Gs. Entonces K, = KoNG,, = K°NG,, = K*N{UNG,) =
UnN(K?*NGy) =UnN K,, probando que K,, C K es un abierto.

Como F' : G — G’ es una submerson, también loes Fx F : GxG — G'xG'. Entonces,
como G C (G')? es una subvariedad embebida y como () # Gy = (F x F) ' (G}) (Observa-

cién 4.1.3), por la Proposicién A.1.13, G es una subvariedad embebida en G? y (F'x F) |g/j :
Go — G, es una submersién. Como obervamos en el Ejemplo 4.2.19, e/ (M)s C G es una
subvariedad embebida de modo que por el argumento anterior (Como Ky D eg(M )2 # 0,

otra vez por la la Obervacién 4.1.3), Ky = ((F x F)|gf/j)’1(ec/(M)2) es una subvariedad
embebida de G,. Como G,, C G5 es un abierto, concluimos que K,, = K, NG, es una
subvariedad embebida de G,,. Como m¢g : G,, — G es suave, mg|g,, : K, — G es suave.
Finalmente, como para (ki, k2) € K, tenemos F(kiks) = F(k1)F(k2) = €c:(m1)ec(ma2)
para algunos m;,my € M, y ademds, como my = ag(ks) = Bg(k1) = mq, tenemos que,
por el item 3 de la definicién 4.1.1, F(k1ky) = €g(my )ecr(my) = €gr(my) y concluimos que
kik, € K, por lo tanto mg(K,,) C K y vemos que my := mc\ﬁm estd bien definda. En-
tonces como mpg es la restriccion y co-restriccion de una aplicacion suave a suvbariedades

embebidas entonces también es suave.
O

Proposicién 4.2.22. Sea F' € homyrgpa,, (G,G’") una submersion. Entonces, con la nota-
cién de antes, K := ker(F’) junto con las aplicaciones a, Sk, my, ik, €x €s un grupoide
de Lie local sobre M totalmente intransitivo. Ademsds, la inclusién jr : K — G pertence
a homlLGde (K, G)

Demostracion. Por el Lema 4.2.20 ax = S son submersiones, ix es un difeomorfismo y
€x es suave y por el Lema 4.2.21, mg es suave y K,, C K, es un conjunto abierto. Es
facil verificar que estas aplicaciones satifacen las propiedades de la Definicion 4.1.1,porque
son restricciones y/o co-restricciones de las aplicaciones de la estructura de grupoide de
Lie local de G. Como K C G es una subvariedad, jx es suave. Ademds, como ex (M) =
eq(M), tenemos ji(ex(M)) = eq(M). Finalmente, si (ki, k) € K,,, C G, tenemos que
(jK(lﬁ),jK(/fz)) = (/ﬁ,/fz) €Gny jK(/f1/€2) = kiky = jK(kl)jK(k2) porque myg €s una
restrecion de mg. Entonces concluimos que jg € homyrgpa,, (K, G). |

Ejemplo 4.2.23. Sean U C ) x () un subconjunto de tipo pD y F; definida en el Ejemplo
4.2.2 en homyrgpa,, . (U/G,U"), que es una submersion suryectiva por el Lema 2.2.5. Por
lo tanto, por la Proposicién 4.2.22, K := ker(F3) es un grupoide de Lie local sobre Q/G.

Vamos a dar una expresion explicita de K y ver que K es en si mismo un grupoide de
Lie.

ker(Fy) =F; '(eun(Q/G)) = Fy '(Agsa) = {79 (qo, q1) = m(q0) = m(q1)}

—(x99(q,12(g)) g € Q ¥ 9 € G} = Vu/C. (4.2.10)

82



Como,
(ker(Fy))e ={(7?*9%(qo, 1% (q0)), 7% (q1, 13 (q1))) € (U/G)* :
Q0,91 €Q, 90,91 € Gy ml(qo) =7(q1)}
={(7¥*% (90,12 (q0)), ¥ (g0, 1% (0))) € (U/G)* :

0 €QYy g0 €G}

y, por (4.1.3),

U/G)m = {(7PDC (g0, 1), 7% (g1, g2)) € ((Q x Q)/G) : (qo, q1, q2) € UP}

entonces (ker(Fy))s C (U/G)m. En consecuencia, por (4.2.9), ker(F3),, = ker(F3)s N
(U/G),, = ker(F3), y por lo tanto ker(F3) resulta un grupoide de Lie sobre @) /G. Podemos
reformular este andlisis y decir que ker(F3) = V,;/G es un grupoide de Lie con la estructura
de (@ x Q)/G (como grupoide de Lie) y que jx = iy es la inclusion V,;/G C (@ xQ)/G.

A continuacién introducimos en [LGGpdy; el andlogo de la nocién de extension en la
categoria de grupoides de Lie.

Definicién 4.2.24. Dados G, G5 € objrgpa,, tal que Gy es tolamente intransitivo y G es
localmente trivial, la sucesion G, mn, Gy BN G'3 en [LGpd)y; se dice que es una extension
en [LGpdy; de Gz por G sin; es un embebimiento tal que (9, x71) 1 ((G2)m) C (G1)m, 72
es una submersion suryectiva, e im(n;) = ker(n,) (como conjuntos). Una extensién como
antes se dice que esté escindida a derecha si 1, tiene un morfismo inverso a derecha y estéd
escindida a izquierda si 7, tiene un morfismo inverso a izquierda.

Proposicién 4.2.25. Sea 7 : Q — Q/G un G-fibrado principal y U C @ x @ simétrico
de tipo pD. Entonces, la Sucesién de Atiyah Discreta sobre U (4.2.8) es una extension en
la categoria [LGpdgc.

Demostracion. La Proposicién 4.2.9 prueba que (4.2.8) es una sucesién en [Lgpdgq.
Como ag = g, tenemos que G es totalemente intransitivo. Ademas, como U” C (Q/G) x
(Q/G) es abierto y el grupoide de Lie (Q/G) x (Q/G) es localmente trivial, también lo es
U". Con la misma idea probamos que Fy = (@xQ)/6, Box)/c)|lu/c es una submersién
suryectiva. En el Ejemplo 2.2.8 se prob6 que F) es un embebimiento en (Q X Q)/G y
como U /G C (@ x Q)/G es un conjunto abierto que contiene la im(F} ), entonces tenemos
que F} es un embebimiento como aplicacién en ¢ /G. Como G es un grupoide de Lie por

el Ejemplo 4.2.18 la condicién (F; x F) Y((U/G),,) C (G),, se satisface. Finalmente,
tenemos

ker(Fy) =Fy (e (Q/G)) = Fy '(Aqsa) = {m¥*Y%(q0, q1) : 7(q0) = 7(q1)}
={7PPC(q,1%(q)) : g € Q y g € G} = Vu/G = im(F}).
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Sea U C @ x Q, simétrico de tipo pD. Para la Proposiciéon que sigue definamos los
siguientes conjuntos,

Y& (U) := {formas de conexiones discretas planas sobre U/}

Sr(U) := {escisiones a derecha de la extension (4.2.8) en la categoria [LGpdgc}-

Proposicién 4.2.26. Sean 7 : Q — /G un G-fibrado principal y U C @ x @ un
subconjunto simétrico de tipo D . Entonces, la biyeccién Fyr o Foy : Xo(U) — Yr(U)

determina una biyeccién entre el subconjunto L%(U) C X (U) y el subconjunto Xx(U) C
SrU).

Demostracién. Por el Lema 4.2.14 tenemos que Sr(U) C Sr(U). Ahora veamos que
Fur(Feu(E6U))) = Er(U):sea dp € Fur(Feu(X&(U))), de modo que g = Fyr(Fen(AS)),
para alguna forma de conexién plana A5, y como §g € L g(U) entonces por el el item 2 de la
Proposicién 4.2.9 5z € Sr(U), por lo tanto Fyp(Fon(26(U))) € Lr(U). Ahora tomemos
$r € Sr(U) entoces 5 € Lr(U) por el Lema 4.2.14, entonces §i = (FyroFen)(Ag), para
alguna forma de conexién A, entonces por la Proposicion 4.2.4 tenemos que A, es plana,
por lo tanto ZR(U) C FHR(FCH(Z%(U))) Por lo tanto, FHR(FCH(Z%(U))) = ZR(U)
Finalmente, como Fyr o Foy es una biyeccidn, su restriccion y co-restriccion a X3 (U) y
Y r(U) es una biyeccion.

U

4.3. Nicleo de un morfismo de grupoides de Lie lo-
cales

Dada F' € homycpa,, (G, G') una submersion suryectiva, la Proposicién 4.2.22 muestra
que K := ker(F') es un grupoide de Lie totalemente intransitivo. Queremos ver que (K, jx )
es un nucleo categoérico de F' en la categoria de [LGpdys, con ji : K — G la inclusion.

Observaciéon 4.3.1. En lo que sigue vamos a considerar ntcleos categdricos en la ca-
tegoria [LGpdy, donde MT es el objeto inicial pero no es objeto cero. Por la Definicién

A.2.6, los ntcleos categéricos de F' € homrcpd,, (G, G’') son pullbakes M7 2

G/
del diagrama M7 Yoo L Genla categoria [ LGpdy,. En particular, si H es totalmen-
te intransitivo, por el punto 3 del Lema 4.2.12, como j; € homrcpa,, (H, M), debe ser
J1 = ay, entonces denotamos a los nicleos categdricos en esta categoria por (H, jo).

El siguiente resultado prueba que (ker(F'), ji) es un nucleo categérico de F en [ LGpd

Proposiciéon 4.3.2. Sea F' € homyrcpa,,(G,G") una submersiéon y K := ker(F) €
obirGpay, con la estructura dada como antes. Entonces (K, jg) es un nicleo categérico
de F' en [LGpdyy;.
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Demostracion. Veamos que el siguiente diagrama en [LGpdy; es conmutativo.

K-%.¢q (4.3.1)

S

M —— &

OG/:eG/

Sea k € K,
ear(ar(k)) = ea(aglk(k))
)

(

(ag(k

o' (ac (F(k))) por el item 3 de Lema 4.2.5
(
(

= €

I
)

= eg(ag(eg/(m))), F(k) = €g:(m) para algin m € M, porque k € K
= €g/(m) porque agr o € = idy
= F(k)

= F(k(k)).
Por lo tanto, € o a = F o jg.
Supongamos que existe H € oby1cpay, fu: H — Gy hy : H— M tal que

o1 (4.3.2)

Yt

]\4Jf - Gl
0¢ =€qy

es un diagrama conmutativo en [LGpdy. Como hy € homypgpa,, (H, MT), por el item 3
del Lema 4.2.12, hy = ay y H debe ser totalmente intranstivo. Entonces para h € H,
como el diagrama (4.3.2) es conmutativo, tenemos que F(fy(h)) = eq/(ay(h)) € eq/(M)
por lo que fy(h) € K = jr(K). Podemos definir § : H — K como 6 := fy|*. Como fy
es suave, K C G es una subvariedad embebida y fi(H) C K entonces 6 = fy|¥ es suave.

Ahora vamos a probar que & € homyrcpa,, (H,K). Sea m € M, usando el item
3 del Lema 4.2.5 con F = fyg vy fo = idy, tenemos que d(eg(m)) = fy(eg(m)) =
eg(idp(m)) € eg(M) = e (M), entonces 0(ey(M)) C ex(M). Ademas, si (hy, hy) € H,,
tenemos que (fu(h1), fu(h2)) € G N K? = K,, (como vimos en la demostracién del
Lema 5.39); entonces d(hihe) = fy(hihe) = fu(hy) fu(ha) = 6(h1)d(he) y concluimos que
0 € hOmlLGde(H, K)

Ahora veamos que el siguiente diagrama en [LGpd), es conmutativo.
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H (4.3.3)
P fu

Nl T

MV — G’
€q!

Notar que, por construccion, el tridngulo superior en el diagrama (4.3.3) conmuta y
como H es totalmente intransitivo, ax o6 € homyrgpa,, (H, M?") = {ay}, entonces el
tridngulo izquierdo también es conmutativo. Por lo tanto el diagrama (4.3.3) es conmu-
tativo.

Por ultimo, supongamos que existe n € homyrcpa,, (H, K) tal que el diagrama (4.3.3) es
conmutativo con 7 remplazado por §. Entonces, para cualquier h € H, tenemos ji (n(h)) =
fu(h) =6(h), como jk es la inclusién, entonces tenemos que n(h) = d(h), por lo tanto el
morfismo d es tnico.

O

Observacién 4.3.3. En lo que sigue consideraremos extensiones categoéricas (Definicién
A.2.15) en la categoria [LGpdys, que no tiene objeto cero y tomaremos en cuenta la
Observacién A.2.17. Aun asi, como se senalé en la Observacién 4.3.1 , tiene sentido decir
que (H,j) es un nucleo categérico de F en [LGpdys. Ademads notar que, si (H,7) es un
nucleo categérico en [ LGpd),, juntando las Observaciones 4.2.13 y A.2.17, concluimos que
J es un monomorfismo. Ademas, si F' es una submersion, por la Proposicién 4.3.2, (K, jr)
es un nucleo categérico de F', donde j es la inclusién. Si (H,j) es cualquier otro nicleo
categérico de F', por el Lema A.2.7, existe un isomorfismo 7 € homyrcpa,, (H, K) tal que
J = jik on. En consecuencia j es inyectiva porque jx es la inclusiéon y 7 un isomorfismo.

Teorema 4.3.4. La sucesién G, -5 Gy 2 G5 en [LGpdy, donde (7 es totalmente
intransitivo y G3 localmente trivial es una extensién en [LGpdy; (Definicién 4.2.24) si y
sélo si es una extension categorica (Definicién A.2.15) donde 7, es una submersion.

Demostracion. Supongamos que la sucesién G, -5 G, 2 (G5 es una extensién en
[LGpdys. Entonces como [ LGpdy, es una categoria concreta (ver Definicién A.2.11) y s es
suryectiva entonces 7, es un epimorfismo. Como 7, es una submersion, por la Proposicion
4.2.22, ker(na) := 1, ' (eq,(M)) estd en ILGpdy;. Ademds por la Proposicién 4.3.2, tenemos
que (ker(n2); Jrer(n,))> (donde jrer(y,) = ker(nz2) = G es la inclusién) es un micleo categoéri-
co de 1,. Por la Proposicién 4.2.17 , 1, |I™mm) ¢ homypgpay (G1, Im(m1)) es un isomorfismo,
y como I'm(n) = ker(ny) por hipétesis entonces 11" € homyrapa,, (G1, ker(n2)) es un
isomorfismo. Entonces tenemos el siguiente diagrama en [LGpdyy,

ker(ns2) mZ)Gg (4.3.4)
<n1|k”<w>>1l .
G
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que es conmutativo, ya que 1;|%7(”2) es un isomorfismo. Sea k € ker(n,), n1((ny[F72))~1(k)) =
("™ "1 (k)) = k = jyer(n) (k). Entonces por el ftem (2) del Lema A.2.7 del Apéndi-

ce concluimos que (G1,7;) es un nicleo categérico de 1,. Por lo tanto, G, mn, Gy LN Gs

es una extension categorica en [LGpdyy.

Al revés, supongamos que G - Ga 25 G5, es una extension categérica en [LGpdy y
que 7, es una submersion. Entonces por definiciéon de extension categdrica, tenemos que
(G1,m1) es un nucleo categdrico de 7, y como 1, es una submersién, por la Proposicién
4.3.2 (ker(n2), jker(ny)) €s un nucleo categérico de 7. Entonces por el item (1) del Lema
A.2.7 del Apéndice, existe un isomorfimo n € homyrcpd,, (G, ker(n2)) tal que el siguiente
diagrama en [LGpd), es conmutativo,

G, —2 G, (4.3.5)

ﬁl /
Tker(nz)

ker(nz)

Del diagrama se deduce que ker(nm,) = Im(n) y que n = n[Fr2) = gm0 Ep

particular, como 7 es un difeomorfismo, tenemos que 7; es un embebimiento, y como

n~t € homyrapa,, (Im(n), G1), tenemos que (n~* x 1) (Im(n)m) C (G1)m. Entonces,
(m xm) (G2)m) = (mxm) ((Ga)m N Im(m)?)

(
= (g x 771) Y(Im(ny),,) por definicion de (Im(n;)),,
(n~

“H(Im(m)m) C (G1)m porque n = 771‘17”(771)
Por lo tanto, tenemos que G1 ny Gg LN (i3 es una extension en [LGpdy;.
O

Proposicién 4.3.5. Sea 7 : Q — (/G un G-fibrado principal y U4 C @ x @ un subcon-
junto de tipo pD simétrico. Entonces, la Sucesién Discreta de Atiyah sobre U (4.2.8) es
una extension categorica en la categoria [LGpdg¢.

Demostracion. Por la Proposicién 4.2.25, la Sucesion Discreta de Atiyah sobre U (4.2.8)
es una extension en [ LGpdy,. Por el Teorema 4.3.4 la SAD sobre U (4.2.8) es una extension
categdrica. 0]

La proposicion 4.2.22 muestra que todos los nicleos de un morfismo que sea submersion
son grupoides de Lie totalmente intransitivos. El siguiente resultado muestra que ésta es
la tnica posibilidad.

Proposicién 4.3.6. Sea M una variedad suave y K € ob;rGpa,,- Entonces, K es totalmen-
te intransitivo siy sélo si existen G, G' € obr.gpa,, y una submersién F' € homypgpd,, (G, G")
tal que K = ker(F).

Demostracion. Sea F' € homyrcpa,, (G,G’) una submersion. Si K := ker(F) entonces
por la Proposicion 4.2.22 K es totalmente intransitivo. Inversamente, si K es totalmente
intransitivo por el item 2 del Lema 4.2.12, ax € homrgpa,, (K, MT) es una submersién
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y como €yt (M) = MT = M, tenemos que ker(ag) = ag' (eyt(M)) = ap' (M) = K,
entonces existe F := ax € homrcpa,, (K, M) tal que K = ker(ag). O

4.4. Producto semidirecto de grupoides de Lie locales

En la Seccién 2.7, vimos cémo las escisiones a derecha de (2.1.5) en la categoria §bs ¢
estdn relacionadas con isomorfismos en la misma categoria entre (2.1.5) y la sucesién
producto fibrado (2.5.10). En esta seccién exploramos cémo las escisiones a derecha de
la sucesién (4.2.8) en la categoria ILGpdg,; estédn relacionadas con una determinada
sucesion producto semidirecto en la misma categoria.

Definicién 4.4.1. Sea G un grupoide de Lie local y H un grupoide de Lie totalmente
intransitivo, ambos sobre M. Una accion externa suave de GG sobre H es una aplicacion
suave ® : G 5 x, H — H con las siguientes propiedades (ver definicion en [MM10]).
Vamos a denotar e(g,h) por g e h.

1. ay(geh)=ac(g) para todo (g,h) € G 5., H,

2. (9192) @ h = g1 ® (g2 @ h), para todo (g1, g2) € G, tal que (g2, h) € G 5. %, H,

3. g e (hihy) = (gehi)(gehy), para todo (hi, he) € Hy tal que (g,hy) € G 5. %, H,
4. eg(ay(h)) @ h = h, para todo h € H.

Lema 4.4.2. Seae: (G 4 %, H — H una accién externa suave de G sobre H. Entonces,

geen(Ba(g)) = enlac(g)) paratodo geG, 'y (4.4.1)
(geh)'=geh™' paratodo (g,h)€G 56 X an H- (4.4.2)

Demostracion.

geen(Balg)) = ge(en(Ba(g))en(Ba(g))) por el item (3) de Def. 3.1.7
= (geoen(Bc(9)))(geen(Ba(g))) por el item 3 de la Def. 4.4.1

entonces por el item (1) de la Proposicién 3.1.12, g e e (8a(g9)) = en(an(g e €x(8a(g))))
y por item 1 de la Defnicién 4.4.1 tenemos g ® ey (Bc(g9)) = en(ac(g)).
Como para (g,h) € G 5%, H tenemos que (g e h~' geh) € Hy entonces,

(goh™')(geh)=ge(h™'h) =geey(Bu(h)) = geey(ay(h))
=g e en(Balg)) = enlac(g)) = eu(an(g o b)) = eu(Bulg o b)),

entonces por el item 3 de la Proposicion 3.1.12 tenemos que (9o h) ! =geh . O
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Lema 4.4.3. Sea e una accion externa suave de un grupoide de Lie local G = M sobre
un grupoide de Lie totalmente intransitivo H = M. Definimos P := H 5 x,. Gy las
aplicaciones

ap,Bp: P — M, por ap(h,g) := ac(g) y Bp(h,g) = Bc(y)
mp : Py = P por mp((hy, g1), (h2, g2)) := (h1(g1 ® h2), 9192)
donde P, := {((h1,q1), (h2,92)) € Py : (g1,92) € G},
ep: M — P por ep(m) := (ey(m), eg(m)),
ip: P — Pporip(h,g):=((g " eh) ' g").

Entonces, (P, ap, 8p, mp,€p,ip) es un grupoide de Lie local sobre M.

Demostracion. Veamos que ap es una submersion suave. Como F : H x G — M x M
definida por F'(h,g) = (Bu(h),ac(g)) es una submersién entonces por la Proposicién
A.1.13 del Apéndice F\%M es una submersién y como la proyeccién py : M x M — M
es una submersién y m +— (m,m) es su inversa suave a derecha con imagen igual a Ay,
entonces po|X  es una submersion, por lo tanto ap = po|X, o F|3M : P — M es una
submersion y es suave por ser composicién de aplicaciones suaves (ya que P C H x Gy
Ay C M x M son subvariedades embebidas). De forma andloga se prueba que fp es una
submersion suave.

Veamos que €p es suave. Sea ¢ : M — H x G definida por é(m) = (ey(m),eqg(m)),
que es suave, y como P C H x G es una subvariedad embebida y é(M) C P (porque
m = By(eg(m)) = ag(eg(m)) por definicién de grupoide de Lie y de grupoide de Lie
local), por el Corolario A.1.11 €|¥ es suave. Por lo tanto ep es suave.

Veamos que ip es suave. Definimos Ly : H x G — G x H como Li(h,g) = (g *,h)
como P C HxGy Gy x,,H C GxH sonsubvariedades embebidas, L, (P) C G5 %, H

y L, es suave, entonces L, := Ll\gBGX“HH es suave. Definimos Ly : G 5 %, H — HXG
por Ly(g,h) = (g ® h,g); como Ly(G z.%,, H) C Py Ly es suave entonces Ly := Ly|P
es suave. Por tltimo definimos L3 : H x G — H x G por Lz(h,g) = (h™',g), como
P C H x G es una subvariedad embebida, L3(P) C Py L3 es suave entonces Ly:= L3k
es suave. Por lo tanto, como ip = L3oLq0 L, entonces i p resulta suave. Como ipoip = idp
entonces concluimos que ip es un difeomorfismo.

Veamos que P, C P, es un conjunto abierto. Sea F : P? — G2, definida por
F((h1,91), (h2,92)) = (p2(p2((h1, 91), (h2, 92))); p2(p1((h1, 91), (2, g2)))), como P> C Px P
y G2 C G x G son subvariedades embebidas, F(P,) C Gy y F es suave, entonces F\gj
es suave. Podemos ver que P, = (F\gj)’l(Gm), y como G,, C (3 es abierto entonces
P,, C P, es abierto. Ahora veamos que mp : P, — P es suave. Sean z; = (hy,q1),
2o = (ha, 92), (21, 22) € P, y la aplicacién mp : P,, — H x G definida por mp(zy, 23) :=

<mH(p1(p1(21722))>E(Pz(Pl(Zh22))7191(1?2(21722))))> mc(pz(p1(21,Zz)),pz(Pz(ZhZz)))) que
resulta suave, porque, E (donde F es la accidn externa de G sobre H ), las multipicaciones
my, mg y las proyecciones son suaves, P x P C (H X G) x (HxG), B, C Px Py
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P,, C P son subvariedades embebidas y mp(P,) C Py P C H x (G es una subvariedad
embebida entonces mp = mp|P es suave.
Por célculo directo y por el Lema 4.4.2 se prueba que se satisfacen las condiciones de

la definicién de grupoide de Lie local.
]

Definicién 4.4.4. Dada una accion externa suave e de un grupoide de Lie local G = M
sobre un grupoide de Lie totalmente intransitivo H = M el grupoide de Lie local P
definido en el Lema 4.4.3 es llamado grupoide de Lie local producto semidirecto definido
por e y lo denotaremos por H x G = M.

Proposicion 4.4.5. Sea e una accion externa suave de un grupoide de Lie local G = M
sobre un grupoide de Lie totalmente intransitivo H = M. Entonces, el diagrama

H-2oHxG-2-G (4.4.3)

es una extension de GG por H donde H x GG es el producto semidirecto de H por G
asociado a e (Lema 4.4.3), j.(h) := (h,ec(Bu(h))) v px(h,g) := g. Ademas, (H x G),, =
(px X px) HGn) y 51 : G — H x G definida por s,(g) := (eg(ag(g)), g) es una escision
a derecha de la extensién producto semidirecto.

Antes de abocarnos a la demostracion de la Proposicion 4.4.5 propiamente trataremos
un resultado parcial de la misma.

Lema 4.4.6. Bajo las mismas hipdtesis que en la Proposicion 4.4.5 las aplicaciones j., px
y S, son morfismos en la categoria [ Lgpd,,, 7, s un embebimiento y p, es una submersion.

Demostracion. Es claro que j, estd bien definida. Veamos que es suave. Definimos j :
H — H x G por j(h) = (h,eq(Bu(h))) que es suave y como P := Hx G C H x G
es una subvariedad embebida y j(H) C P entonces j, = j|¥ es suave. Ahora veamos
que j, es un morfismo de grupoides de Lie locales. Para m € M tenemos j,(ey(m)) =
(en(m), ec(Bu(en(m)))) = (en(m), eg(m)) = ep(m), entonces j.(ey(M)) C ep(M). Para
(hiha) € Hy = Hy tenemos (ju(hs),ju(h2)) = ((h1,ec(B) (1), (ke ec(B) (h2)) ) €
Py ya que Bp(ja(hi)) = Balea(Bu(h)) = Bulh) = au(hy) = acleg(an(hy))) =
ap(jx(h2))) y como ademds H es totalmente intransitivo y tomando g := eg(By(ha))

tenemos (ec(Br(h)), ec(Bu(h2)) = (ea(Bn(ha))iec(Bn(ha))) = (alac(9)).g) € Gum
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por definicién de grupoide de Lie local. Ademas,

Gulh)galha) = (ha,eo(Bu(hn) ) (haye(Bu(ha)))
= (aleo(Buhn)) o ha).ec(Bulh)ec(Bu(he)))
= (h(ealan(ha))  ha),ec(Bu(ha))ec(Bu(h2))) poraue (ks hy) € My

= [ hiho, eG(BH(hg))) por propiedades de la accién externa

— hlhg,ec(ﬁH(hﬂw)))
= ‘jx(hlhg),

de modo que, j, es un morfismo de grupoides de Lie locales.

Por otro lado, p. es suave porque es la correstriccién de la proyeccién en el segun-
do factor a H x (G, que es una subvariedad embebida en H x . Veamos que p, es un
morfismo de grupoides de Lie locales. p.(ep(m)) = pu(eg(m),eqg(m)) = eg(m) € eg(M).
Sea ((hi,g1), (h2,92)) € P, entonces (px(hy, 1), pu(he, g2)) = (91,92) € Gom, por defi-
nicién del conjunto B, y px(mp((h1,91), (h2,92))) = px((hi(gy @ h2),9192)) = 9192 =
Px(h1,g1)px(ha, g2). Por lo tanto p, es un morfismo de grupoidesde Lie locales.

Veamos que s, es suave. Como s : G — H x G definida por s(g) = (ey(ac(g)),9)
es suave, H x G C H x GG es una subvariedad embebida y s(G) C H x G entonces s
correstringida a H x G es suave, por lo tanto s, es suave. Veamos que s, es un mor-
fismo de grupoides de Lie locales. Probemos que s.(eq(M)) C ep(M), sea m € M,
sx(eg(m)) = (em(ac(eg(m))),ec(m)) = (eg(m),eq(m)) = ep(m), entonces probamos
que sy(eg(M)) C ep(M). Tomemos (g1,92) € G; y veamos que (sx(g1),5x(g2)) €
Py $:(9192) = mp(sx(91)5x(g2)). Sea (g1,92) € G, entonces (s.(g1),5x(92)) € P
va que Bp(s.(91)) = Balg1) = ac(ge) = ap(sx(g2)) y (91,92) € G, por lo tanto
($x(91),8x(92)) € P, y también tenemos,

mp(sx(g1),5x(92)) = mp((en(ac(gr)), q), (en ac( 2)), 92))

= 5&(9192)'
Hemos probado que s, es un morfismo de grupoides de Lie locales.
Notar que como p} : H x G — H (restriccion de p; a H x () es la proyeccién
en el primer factor, es suave y pj o j, = idy. Entonces, por el Lema A.1.36, j, es un
embebimiento.
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Ahora veamos que py es una submersiéon. Como P = (8y X ag) "(Aym) y By X ag :
H x G — M x M es una submersién, por la Proposicién A.1.13, para cada (h,g) € P,
tenemos que Ty )P = (Ting)(Br % ac))  (TimmyAm) para m := By (h) = ac(g). Ahora
veamos que T, gpx : Ting PP — T,G es una aplicacién suryectiva. Si o, € T,G, definimos
O = T,a6(0g) € T,,M; como [y es una submersion, existe 6, € T, H tal que T, 5y (d),) =
. Entonces observamos que Ty o)(Bu X ag)(0n,0g) = (ThBu(0h), Tyac(6g)) = (Om, 6m) €
Tim,m)Au, por lo tanto (6, 64) € Tin,q)P. Entonces para d, € T,G, existe (05, dy) € Ty )P
tal que T(h,g)px(éh, dg) = dg; €n consecuencia, py es una submersion.
U

Demostracion de la Proposicion 4.4.5. Por los Lemas 4.4.3 y 4.4.6 el diagrama (4.4.3) es
una sucesion en [ LGpdys. Notar que py o sy, = idg, lo cual implica que p, es sobreyectiva.
Como vimos en el Lema 4.4.6, j, es un embebimiento y p, es una submersién. Ademas,
como H es un grupoide de Lie, (j.,jx) *((H % G),) C (H),, como observamos en 4.2.18.
Por otro lado, como p, o j, = €g o By, tenemos que im(j,) C ker(p,) mientras que si
(h,g) € ker(px), vemos que g = px(h,g) = ec(ac(g)) = ec(Bu(h)) y entonces, (h,g) =
Jx(h) € im(j«), probando que im(j,) = ker(px). Por lo tanto la sucesién (4.4.3) es una
extension en [LGpdy; vy s, es una escision a derecha de esta sucesion.

Queda por probar que (HXG),, = (px Xpx) (Gy). Vemos que ((hy, g1), (ha, g2)) € P,
siy sélo si ((hy,91), (h2,92)) € Py y (g1,92) € Gp,. Pero, como (g1, g2) € G, implica que
((h1,91), (ha,g2)) € Py, concluimos que P,, = (px X px) (Gm). O

Llamaremos a la sucesion (4.4.3), Sucesion producto semidirecto en la categoria [ LGpd ;.

Proposicién 4.4.7. Para un grupoide de Lie totalmente intransitivo H sea H LESG
una extension en [LGpdy que es escindida a derecha por s € homyrgpa,, (G, E) y tal que
E. = (p x p) *(Gy). Entonces

©: Gy %o, H—H dadapor geh:=j"(s(g)j(h)s(g)™") (4.4.4)

es una accion externa suave de G sobre H y existe un isomorfismo ¢ € hom;rgpa,, (E, H x
G) tal que el siguiente diagrama en [LGpd), es conmutativo.

Jx

L & P

G-

H X G
idHT ch Tidc
G

H E

b P

(4.4.5)

Lema 4.4.8. Con las hipdtesis como en la Proposicion 4.4.7, @ : G 5 x, H — H es una
accion externa suave.

Demostracion. Veamos que e estd bien definida. Para (g,h) € G 4
Palg) = an(h). Entonces, como (pxp)(s(g),j(h)) = (p(s(g)), p(i(h))) =
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(9,€c(Bc(g))) € G, y como, por hipédtesis, E,, = (p x p) '(G,,), entonces vemos que
(s(g),7(h)) € E,,. De modo andlogo, como

(px p)(s(g)i(h),s(g™"))

[
=
w
=
<
=
=
VA
Q\
[
=
VA
=
=
<
=
o

tenemos entonces que (s(g)j(h),s(g')) € E,,. Ademas,

p((s(g)i(h))s(g™)) Zp(S(g)J(h))p(S(g D) = (gp(i(h)g " = (gec(an(h)g™"
=(gec(Bc(9)))g ' =99 ' = eclac(g)),

entonces s(g)j(h)s(g™!) € p~t(eq(M)) = ker(p) = im(j). Como j|"™) : H — im(j) es un
difeomorfismo, entonces vemos que g @ h = (j|””(3 ) 1(s(g)7(h)s(g~ ")) es una aplicacion
bien definida. Admas como, (g, h) — s(g)j(h)s(g™') es una aplicacién suave de G 5%, H
en E cuya imagen estd contenida en la subvariedad embebida im(j) y (j|"™0) ) g es un
difeomorfismo, concluimos que e es una aplicacén suave.

Como j € homyrgpa,, (H, E) es un embebimiento y (5 x j) '(E,,) C H,, entonces por
la Proposicién 4.2.17 se tiene que j|"™9) € homyygpa,, (H,im(j)) es un isomorfismo, y con
esto es facil probar que e satisface las condiciones del producto externo.

U

Demostracion de la Proposicion 4.4.7. Por el Lema 4.4.8 sabemos que e es una accién
externa suave de GG sobre H. En lo que sigue vamos a definir una aplicacion ® : £ — HxG.

Primero definimos, ®, : £ — E como ®,(e) := e s(p(e 1)), veamos que est4 bien defini-
da y es suave. Para e € F, veamos que (e,s(p(e 1)) € Ep, como E,, = (pxp) *(G,), en-
tonces probemos que (px ) (e, s(p(e 1)) € G- Tenemos (p(e), p(s(p(e1)))) = (p(e), ple 1))
= (p(e), p(e) 1) € G,,, por lo tanto (e, s(p(e!))) € E,,. P, es suave por ser composicién
de funciones suaves y porque F, C E? y E,, C F5 son subvariedades embebidas.

Como p(®i(e)) = ples(p(e™))) = ple)p(s(p(e™))) = ple)ple) ™! = ec(ac(ple))) =
ec(agp(e)), vemos que im(®,) C ker(p) = im(j), entonces podemos definir &, : £ — H
por @, (e) := j;*(®;(e)), donde j; := j|["™U), que es suave porque (j;)~! es suave (por ser
j un embebimiento) y ®, también o es.

Ahora definimos, ® : E — H x G por

O(e) == (P1(e), ple)) = (jr (es(ple ")), ple)),

que es claramente una aplicacién suave. Veamos que im(®) € H x G. Como por la
Proposicién 4.2.17 j; := j|"™9 € homypgpa,, (H,im(j)) es un isomorfismo en la categoria
[ LGpdy; entonces,

Bu(jr(es(pe™)))) = Biles(ple™)))
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Por lo tanto ®(e) € H x G. Y como H x G C H x G es una subvariedad embebida
entonces ® : E — H x G definida por ® := ®|7*¢ es una aplicacién suave.

El resto de la demostracion se sigue del Lema 4.4.9, donde el diagrama (4.4.5) se ve
que es conmutativo en la categoria [LGpd,y,, y del Lema 4.4.10, donde se prueba que &
es un isomorfismo en la misma categoria.

(]

Lema 4.4.9. Con las mismas hipétesis que en la Proposicion 4.4.7 y & definida en su
demostracion, el diagrama (4.4.5) es conmutativo en la categoria [LGpdyy.

Demostracion. Sea P := H x G. Veamos que ® € honyygpq,, (E, P).
Por célculo directo se prueba que ® o ep = €p, entonces ®(eg(M)) C ep(M).
Para (e, e5) € E,, = (p x p) (G,,) tenemos que (p(e1), p(e2)) € G,,.. Entonces, como

(px((b(el))7p>4((p(e2))) = (p(€1)7p(62)) € G?YL)

tenemos que (®(e;), ®(e2)) € (px X px) (Gm) = P, (por la Proposicién 4.4.5). En este
caso,

O(erer) =(jr "((erez)s(p((ere2) 1)), plere)) = (jr *((erea)s(pley e 1)), plerez))
' )) s(p(er))eas(pley e 1)), plerez))

v~

€ker(p)=im(j)

=(7r (exs(pler)))dr*(s(pler))eas(pley e ), plerer))

1 (ers(p(er)))ar (s(pler))eas(pez ) s(pler ), plerer))
=1 "(ers(p(er )))r (s(plen))s(r " (e2s(p(ex 1)) s(pler) ™)), plerez))
=71 ers(plerh)))(pler) @ jr~ (eas(plez)))), pler)plea))

' (pler)))

) |
)1 (eas(pley 1)), plez)) = (1) D(e2),

y vemos que ¢ € homy;g,q(E, P). Por célculo directo vemos que

Oy =1idy, Poj=ju y pxod=p, (4.4.6)
entonces el diagrama (4.4.5) es conmutativo. ([

Lema 4.4.10. Con las mismas hipotesis que en la Proposicién 4.4.7 y ¢ definida en su
demostracion, ¢ es un isomorfismo en la categoria [LGpd)y.

Demostracion. Sea P := H x (G. Vamos considerar las aplicacion suaves p] : P — H
y py : P — G obtenidas como la restriccion a P de la proyeccién candnica sobre el
correspondiente factor. Entonces, las aplicaciones fi, fo : P — E definidas por fi(p) :=
Jr(pi(p)) y f2(p) := s(p5(p)) son suaves. Ademads, para (h, g) € P, que satisfacen Sy (h) =
ag(g), tenemos que

(p(f1(h,9)), p(f2(h, 9))) =(p(ir(R)), p(s(9))) = (ec(an(h)), 9)
)



por lo tanto (fi(h,g), fa(h,g)) € (p x p) '(G,,) = E,,. En este caso, la aplicacién ¥ :
P — E definida por, ¥(p) := f1(p) f2(p) estd bien definida, y teniendo en cuenta que mpg
es suave, vemos que ¥ es suave.

Como para (h, g) € P tenemos

(W (h,g)) =2(jr(h)s(g)) = (.71’1(.71(/1)8(9)8(0((.7’1( )s(9)"1))), pir(h)s(g)))
=(r "(ir(h)s(g)s(p(s(9) " 51 (R)))), p(ir(h))p(s(9)))
=(ir " (Gr(h)s(g)s(p(s(9)) " s( p(ir(h) ) ), plir(R)) p(s(g)))
——— — W—;W—’

=g =eq(Br(h)) ec(Bu(h)
=(jr (Ur(h)es(Bu(h))), ec(ac(g))g)
=(gr  (Ur(h)ep(Br (i), 9) = (1 (1(h)er(Be(jr(R)))), 9)
(Gt (r(R), g) = (R, 9),

vemos que ® o ¥ = idp. Del mismo modo, para e € F,

U(2(e)) =T (jr *(es(p(e 1)), ple))
=jr(jr " (es(p(e™))))s(p(e)) = es(ple "))s(ple)) = e,

entonces ¥ o ® = idg. De este modo, ¥ = &~ ! y entonces probamos que ® es un difeo-
morfismo.

Sea (e1,e3) € (& x @) 1(P,,), entonces (®(e;), P(ez)) € P,,. Como p, es un morfis-
mo en [LGpdys, tenemos que (px(P(e1)), px(P(e2))) € G, Pero, entonces, por (4.4.6),
(p(e1), pler)) € G y, como E,, = (p x p)~Y(G,), vemos que (e1,e2) € E,,. Entonces
probamos que (® x ®)"1(P,) C E,, y, por el Lema 4.2.15, ® resulta un isomorfismo en
la categoria [LGpdyy. 0

=g

Observaciéon 4.4.11. Una pregunta natural es si todas las acciones externas suaves e
de G sobre H provienen de extensiones escindidas como las descriptas en la Proposicion
4.4.7. La respuesta es si y se sigue de la siguiente identidad facilmente verificable

Ju(geh)= Sm(g)jm(h)sn(g)fl para todo  (g,h) € G Be ™ an T

y, entonces, por la construccién en la Proposiciond.4.7 aplicada a la extensién producto
semidirecto (4.4.3) con ® = idy g (recordando que (4.4.3) es una extensién de G por H
por la Proposicion 4.4.5).

Sean H un grupoide de Lie totalmente intransitivo y
HLESG (4.4.7)
una extension en la categoria [LGpd), tal que
En=(pxp) (Gn). (4.4.8)

Consideremos H x (&, construida con alguna accion externa suave arbitraria de GG sobre
H.
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Sea Y := {® € homyrgpa,, (E, HxG) isomorfismo tal que el diagrama (4.4.5) es commutativo}
También, sea ¥ := {escisiones a derecha de (4.4.7) en la categoria [LGpdy;}.
Podemos definir la aplicacion

FRIISR—)EI

mediante .
FR](S) = (I),

donde ® es el isomorfismo de la Proposicion 4.4.7.
Al revés, definimos . . .
F]R : 2] — ZR
por .
F]R((I)) =S,

para s := ® ! o s, donde s, estd definida en la Proposicién 4.4.5.

Teorema 4.4.12. Con las definiciones como antes, ambas Fm y Fm son aplicaciones bien
definidas que son inversas mutuamente. Mds especificamente, en la categoria [LGpdy,,
existe una biyeccién entre las escisiones a derecha de la extension (4.4.7) que satisfacen
(4.4.8) y los isomorfismos de (4.4.7) con la sucesién producto semidirecto.

Demostracion. La buena definicién de Fm se deduce de la Proposicién 4.4.7. Para ver
la buena definicién de Frg, notemos que para ® € ¥y, &' € homygp, (H X G, E) vy,
como $,, € homyrepa, (G, H x G) por la Proposicién 4.4.5, entonces s := & 'o s, €
homyy g4, (G, E). Entonces como pos=po dlos, =p,0Pod tos, =idg, tenemos
que s € L.

Veamos que FrroFpy = ids, . Para s € Y g, sean @ := Fry(s)y 5 := EFrp(®). Entonces,
para g € G, recordando la expresién para ® ! = ¥ dada en la demostracién del Lema
4.4.10 tenemos,

5(9) =0 (sx(9)) = @ (en(ac(9)), 9) = jilenlac(9)))s(g) = ex(ac(g))s(g)
=ep(agp(s(g)))s(g) = s(g),

Por lo tanto, F]R o FR] = idiR'

Ahora probemos que FrroFip = ids, . Para @ € Y, sean s = F;R(QD) y P = Fm(s).
Para ®,® € ¥, tenemos que pyo® =p=pyo0 o por la conmutatividad del diagrama
(4.4.5)y, por definicién de p, tenemos entonces py o ® = pj o @, donde pj es la restriccién
de la proyeccion sobre la correspondiente componente. Para e € E, por la definicion de &
(como se ve en la demostracién de la Proposicion 4.4.7) y por defincién de s, tenemos

(p1 o ®)(e) =jr (es(ple ) =jr (e (sx(p(e1)))). (4.4.9)

-1

Veamos que e® (s, (p(e 1)) = @ (4. (pi(P(e)))), que es equivalente a probar
D(e)s.(ple ")) = Ju (P (D(e)))-
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eK=ker(p)=Im(j)

&) )

B (eslple) )
)

m
~
Il
ko
)
=
| =
3
Il
~
=
S
~
<

3
—33

=
Q
3

= Jx(Pi(®(e)))

(€) = j; (27 (jx(pi(2(e))))). Con esto tenemos que (pj o @) =
)y como ® o j; = j, (por la conmutatividad del diagrama (4.4.5)),

Entonces, (p] o @)
jr to® loj,o(piod
entonces

(pqo(i)) zjjflo(bflo(boj]o(pqoé) =p]od.
Hemos probado que (p;" o <i>) = p; o © entonces d = ®, por lo tanto Fryo Fip = ids, .
Concluimos, Fr; y Fyp son mutuamente inversas. O

Corolario 4.4.13. Sean 7 : Q — /G un G-fibrado principal y U C @ x @) un subcon-
junto de tipo D. Entonces, hay correspondecias biyectivas entre,

1. ¥¢.(U), el conjunto de conexiones discretas planas sobre 7 con dominio U,

2. iR(U), el conjunto de las escisiones a derecha de la Sucesién de Atiyah Discreta
sobre U (4.2.8) en la categoria [LGpdg ¢, y

3. $(U), el conjunto de isomorfismos de la Sucesién de Atiyah Discreta sobre U (4.2.8)
a una extensién producto semidirecto de U” por G.

Demostracion. La equivalencia entre 1 y 2 esta dada por la Proposicion 4.2.26, mientras
que la equivalencia entre 2 y 3 la da el Teorema 4.4.12, aplicado a la extensién (4.2.8). [
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Capitulo 5

Conexiones discretas: G grupo de Lie
abeliano

En esta seccién vamos a considerar fibrados principales 7 : Q@ — Q/G con grupo
de estructura GG abeliano. Vamos a probar que, para este tipo de fibrados, la forma de
conexion discreta y su curvatura pueden interpretarse como 1 y 2 cocadenas singulares
respectivamente, siendo la curvatura el coborde de la forma de conexién. Con este for-
malismo mostramos un analogo discreto de la férmula para la holonomia alrededor de un
lazo dada por Marsden, Montgomery y Ratiu para conexiones (continuas), ver [MMR90].

5.1. Grupo de holonomia de una conexién

Vamos a recordar algunas definiciones y resultados para el caso continuo. Sean 7 :
@ — /G un G-fibrado principal y A una conxién sobre 7.

Lema 5.1.1. Dados una curva C*, v : [0,1] Q/G cony(0) =7yq € m (7) existe una
(inica curva ” : [0, 1] — Q tal que v*(0) = g, 7(7* (1)) = 7(&) y (+")(t) € Hora(v*(1))
vt € [0, 1].

Demostracion. ver Proposicién 3.1 de [KN96|, pdgina 69. O

Definicién 5.1.2. Sea v : [0,1] — Q/G una curva C', con ¥(0) = ry q € = (7).
Llamamos a la curva v* : [0, 1] — @ que aparece en el Lema 5.1.1 el levantado horizontal
de v en q.

Definiciones 5.1.3. 1. Sean 7(t) una curva C' en Q/G, para0 < ¢ <1 con y(0) =T,
v(1) =7y q € 7 1(r). Definimos el transporte paralelo de g sobre v como

PT(v)(q) :=~"(1) e = ()

donde v*(t) C @ es el levantado horizontal de .
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2. Dados un lazo ~(t) € Q/G y q € © *(7(0)), llamamos fase alrededor de ~ en ¢ al
elemento g € GG tal que,

Du(v,q) =9 & PT(y)(q) =13(q)

3. Para g € 7 1(7), el grupo de holonomia de A es:
Hol4(q) = {®P4(7,q) € G :~(t) C Q/G es un lazo C* en 7}

Cuando el grupo estructural G del fibrado principal 7 : Q — @Q/G es abeliano, una
férmula bien conocida (ver p. 41 de [MMR90]) da una expresiéon para la holonomia de
A alrededor de un lazo p en @Q/G en términos de una integral de A sobre p o, si v es el
borde de una superficie o, la integral sobre ¢ de la curvatura de A. Més precisamente, si
V' C Q/G es un subconjunto abierto y s : V' — @ es una seccién local suave de 7, sean
p:[0,1] = @Q/G un lazo continuo contenido en V' y 7 := v(0). Para ¢ € Q|7, la fibra de Q
sobre 7, definimos ® 4(~, ) € G por

D 4(7,q) = expc< - /As>, (5.1.1)

donde A® := s*(A) es la expresion local de A en la trivializacién inducida por s (por lo
tanto es una 1-forma sobre V' con valores en g := Lie(G) y expg : g — G es la aplicacién
exponencial. Si, ademads, p es el borde de una superfice o contenida en V', por el Torema
de Stokes, tenemos

D 4(7,q) = expg (—/GBS> : (5.1.2)

para B° := s*(B) = dA*, donde B es la curvatura de A.

5.2. Conexiones y Curvatura discretas

En lo que sigue vamos a dar una descripcién local de la forma de conexién discreta y
su curvatura.

5.2.1. Expresiones locales para la conexion y curvatura discreta

Definicién 5.2.1. Sean V C (/G un subconjunto abierto y s : V' — ) una seccién local
de 7. Dada una forma de conexién discreta Ay : U — G definimos la expresion local de la
conexion discreta con respecto a s por

A5 V" — G como Ajj(rg, 1) = Ay(s(rg), s(r1)), (5.2.1)

donde V" := (V x V) NU" C Q/G x Q/G.
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Sean 7 : Q — /G un G-fibrado principal, V C /G un abiertoy s : V — @ una
seccion local de 7. Definimos s : V x G — 7 (V) por

ws(rg) =13 (s(r)) (5.2.2)
que provee una trivializacion local del fibrado respecto de la seccion s.

Lema 5.2.2. En el contexto de la Definiciéon 5.2.1 se satifacen,
1. V" es abierto, Ayxy C V" y (s x s)(V") C U.

2. Aj estd bien definida y es suave.

3. Aa(s(ro, 90); ws(r1,01)) = g1A5(r0,71)g - para todo (ro,m1) € V" y go, 1 € G.
4. Si ademés Ay es simétrica entonces (AS(ro,r1)) 1 = A5(r1, ro).

Demostracion. 1. V" es abierto por ser interseccién de conjuntos abiertos. Para (r,r) €
Avyyy se tiene que (r,7) = (7(q),7(q)) con g € 7 (V) y como Agyg C U entonces
(r,r) €U". Sea (rg,r1) € V", de modo que (rg,r1) = (7(q0), 7(q1)) para (qo,q1) € U
(porque V" C U"). Por otro lado, como w(g;) = r; = 7(s(r;)), concluimos que
existen h; € G tales que s(rj) = l}?j(qj) y, entonces (por ser U G x G-invariante)
concluimos que (s(rg), s(r1)) € U.

2. Como (s x s)(V") C U entonces A estd bien definida y es suave porque las aplica-
ciones Ay y s son suaves.

3. Por 1 sabemos que (s(rg), s(r1)) € U para todo (rg,71) € V' y como U es G x G-

invariante entonces (¢s(ro, go), s(r1,91)) = (12 (s5(r0)), 1% (s(r1))) € U, entonces:

Ad(@s(ro, 90), @s(ri, g1)) = Aa(lg (s(ro)), I3 (s(r1))

= g1 Aa(s(ro), s(r1)) g0

-1

glAZ(T()) T )90 .

(Aq(ro,m1))™" = (Aals(ro), s(r1))) ™"
= Au(s(r1),s(rg)) por ser Ay simétrica
= A5(r1,ro).
U

Ejemplo 5.2.3. En el contexto del Ejemplo 2.1.12, el fibrado principal trivial, podemos
tomar U := R.¢ y la seccién global de py, s(r) := (r, 1). Entonces, la exprexién “local” de
Agpes Ay (ro,r1) := exp(i(ry — 7o)*) para todo (rg,71) € V' = Q/G x Q/G = (Rso)>.

100



Definicién 5.2.4. Sean V C /G un subconjunto abierto y s : V' —  una seccién local
de 7. Dada una forma de conexién discreta Ay : U — G, definimos la expresion local de
la curvatura discreta By con respecto a s por

BS:V"® — G como B(rg,r1,72) := Ba(s(ro), s(r1), 5(r2)), (5.2.3)
donde V") := {(rg,11,79) € (Q/G)*: (ri,7;) €V'V 0 < i < j <2}

Lema 5.2.5. En el contexto de la Definicién 5.2.4 y considerando el isomorfismo ¢ :
V x G — Q|y ya definido en (5.2.2). Entonces,

1. V'O = (V x V x V)NU"®) es abierto en (Q/G)> v (s x s x s)(V'®)) c U®.
2. B} estd bien definida y es suave.

3. B(ro,r1,1m2) = A5(rg, m2) LAS(1r1, 12) A8 (10, 1) para todo (rg,ry,72) € VLGN

W

- Ba(ps(r0, 90)s ¢s(11, 91), 9s(12, g2)) = gij(ro,rl,rg)ggl, para todo (g, r1,72) € VUON
90, 91,92 € Gy ¢, definida como en (5.2.2).

Demostracion. 1. (rg,r1,m2) € V'S & (r,r) € V' = (VxV)INU'V0<i<j<2 &
(r0,71,72) € (V XV xV)NU"G) y es abierto por ser interseccién de conjuntos abiertos.

Sea (qo,q1,92) € (s % s x 5)(V"®)), de modo que (go,q1,g2) = (s(ro),s(r1), 5(r2))
para algin (rg,r1,72) € V@), Por otro lado tenemos que (7(qo),7(q1),7(q2)) =
((m 0 5)(rg), (m 0 s)(ry), (w0 8)(r2)) = (r0,71,72), con (rg,71,75) € U"G) entonces
(7(qi), m(qj)) = (ri,r;) € U” para todo 0 <7 < j <2,y como U es G x G-invariante
tenemos que (q;,q;) € U para todo 0 < i < j <2, por lo tanto (go,q1,q2) € UD).

2. BS estd bien definida ya que por el item 1, (s x s x s)(V"®) ¢ U®. Como

Bi(ro,m1,7m2) = Ba(s(p1(ro,71,72)), s(p2(r0,71,72)), 8(p3(r0,71,72))), (8 X 8 X 5)
V') U3 y By UB) — G son suaves entonces B es suave.

B(ro,m1,7m2) = Ba(s(ro), s(r1), s(12))
= Au(s(ro),s(r2)) " Aa(s(r1), s(r2)) Aa(s(r0), 5(r1))
= A5(rg, 1) LAS(ry, 1) A5 (10, 7).

4. Para (ro,r1,72) € V'O tenemos que (s(ro), s(r),s(r2)) € U y por la G x G-
invariancia de U tenemos que (I2(s(r;), ng(s(”))) € U para todo 0 < i < j < 2.
Entonces (¢s(ro, g0), s(r1, 91), s(r2, 92)) = (12 (s(r0), 19 (s(r1)), 12 (s(r2))) € UD) y
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Bd(@s(roa 90)7 @S(Tla 91)7 SDS(T% 92)) =
= Au(ps(r0,90), 0s(12,92)) Aal@s (1, 91), 0s(72, 92)) Aa(@s(T0, 90), s (11, 91))

= (g2Aa(5(r0), 5(r2)) g0 )~ g2 Aa(s(r1), 5(r2)) g1 " g1 Aa(s(r0), 5(r1)) g0 '
= goAj(ro, 7“2)71/12(7"1, r9) A% (70, 7’1)951

= goBB3(r0,71,72)g, - por el item 3 de este Lema.
U

Ejemplo 5.2.6. Considerando la trivializacién dada en el Ejemplo 5.2.3 y la curvatura
descripta en el Ejemplo 3.3.3 tenemos,

Bj (o, r1,m2) = exp(i(—(ry — 10)* + (12 — 11)* + (11 —10)")), (5.2.4)

para todo (ro,71,72) € V' = (Rs0)3. Es fécil ver que By, =1siysélosip=1L.

5.2.2. Transporte paralelo asociado a una conexién discreta

Definicién 5.2.7. Sean X un conjunto y N € NU {0}. Un N-camino discreto en X es
un (N + 1)-upla z. = (20, ...,xx) € XV*! Los puntos inicial y final de z. son x¢ y 2y
respectivamente. El conjunto de todos los N-caminos con punto inicial  y punto final
x’ se denota por Qy(z,2’); cuando z = 2/, el conjunto es denotado por Qy(z) y sus
elementos son llamados N-lazos discretos. Ademds definimos Q(xz,2') := (Jy=, Qn (2, 2')
y Qz) = Qx, x).

Paraxz € X y N € NU {0}, el lazo x. = (20, ...,xn) con x; = x para j = 0,..., N es
un elemento de Qy(z). Llamamos a este camino discreto lazo constante con base en x

Definicién 5.2.8. Sean X un conjunto y U C X x X. Parar,7”" € X y N € NU {0},
decimos que un N-camino discreto r. € Qy(r,7’) estd subordinado a U si (rj_1,7;) € U
para j = 1,...,N. El conjunto de estos N-caminos discretos se denota por Qny(r,77),

cuando r = r’ el conjunto se denotard por Qy () y sus elementos serdn llamados N-lazos
subordinados a U. Ademds definimos Qp (1, 7") := Un_o Qo (r, ') y Qu(r) :== Qu(r, 7).

Sean U C () x Q un subconjunto de tipo D y hy : U — @Q x Q un levantamiendo hori-
zontal discreto sobre 7. Entonces para cualquier camino discreto en Q/G 1. € Qv (1, 1")
y q € @], definimos inductivamente,

Qo :=qy q:= halgr—1,m) parak =1,.., N (5.2.5)
(recordemos hq := po © hq). Es sencillo verificar que como (ry_1,7%) € U” para todo
k=1,...,N entonces (q._1,7,) € U, por lo tanto cada g, estd bien definido y 7(qi) = .
Entonces ¢. := (qq, .-, qn) € Qn(q,qn) ¥y 7(gn) = ry = 7’ por construccion.

Definicién 5.2.9. Sean U C @ x @ un subconjunto de tipo D'y hy : U — Q x Q
un levantamiendo horizontal discreto sobre m. Para cualquier camino discreto en /G
r. € Qnur(r,1") y ¢ € Q|, lamamos a q. = (qo, ..., qn) € Qn(q, qn ), definido en (5.2.5), el
levantado horizontal discreto de r. a partir del punto q.
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Observacion 5.2.10. Dado un levantamiento horizontal hy : U’ — Q x Q) sobre 7 y
A" su forma de conexién discreta asociada, por lo visto en el Capitulo 2, tenemos que
A (ha(q,7)) = ey, como Hor 4n = (A%)~1(e), podemos afirmar que el levantado horizontal

q. c QN,HOTAh (q7 QN)
d

Definicién 5.2.11. Sean U C @ x Q un subconjunto de tipo Dy hy : U — Q x @ un
levantamiento horizontal discreto sobre m. Para r. € Qnyn(r,7") definimos el transporte
paralelo discreto sobre r.

PT;: Q|, — Q| como PT(r.)(q) :==qn € Qp

donde q. = (g, ..., qn) es el levantado horizontal comenzando en g.
La buena definicién y suavidad del transporte paralelo viene dada por la definicion del
levantado horizontal.

Definicién 5.2.12. Sean U C @ x () un subconjunto de tipo Dy hy : U’ — Q X Q un
levantamiento horizontal sobre 7. Para cada r. € Qg (1) vy q € Q| definimos la fase de
la holonomia discreta alrededor de r. en ¢ como

(Dd(TWQ) = F':(q7 PTd(7)(q)) € G7
con # definida como en (A.1.2).
La fase de la holonomia discreta estd bien definida ya que w(PTy(r.)(q)) = 7(q).

Proposicién 5.2.13. Sean hy : U’ — @ X Q un levantamiento horizontal discreto sobre
T, 1€ Q/G, g€ Q| yr € Qu(r). Entonces, para g € G,

1. Siqg. € Qn(q,qn) es el levantado horizontal discreto del camino 7. a partir de g,
el camino discreto ¢." definido por ¢ := l?(qk) para k = 0,..., N es el levantado
horizontal discreto de r. a partir de l?(q).

2. Ademas, @d(r.,lg(Q)) = gPy(r.,q)g "

Demostracion. 1. Por definicién, el levantado horizontal discreto de r. a partir de
l?(q) es ¢ € QN(Zg)(q),ch) con q, = hag(q, ,,7) para k = 1,..., N. Entonces,
por el item (2) del Teorema 2.1.15, q] = ha(I%(q0),71) = pg(hd(l?X(Q/G)(qo,rl))) =
p2(19%9(ha(go, 1)) = (2 (q1). Entonces inductivamente podemos ver que g = I%(g)
para k =2,..., N.

Ca(r., 12(q)) = r(3(q), PTa(r.)(3(a)))
K(13(9), 17 (PTu(r.)(q)))
= gk(q, PTy(r.)(q))g ! por la Obs.A.1.32

-1

= gP4(r.,9)g

103



Lema 5.2.14. Sean A, : Y — G una forma de conexién discreta sobre el G-fibrado
principal 7 : Q@ — Q/G, V C @Q/G abierto y s : V. — @ una seccién de 7. Entonces,
para cualquier camino discreto r. € Qn v (r0,7N) ¥ qo € Q|ry, las siguientes afirmaciones
son validas.

1. Sea q. € Qn(qo,qn) el levantado horizontal discreto de r. a partir de gg € Q|-
Entonces, existe un tnico g € G tal que para ¢, definida en (5.2.2), qx = ps(7k, gx)
para k=0,...,N .

2. PTy(r.)(s(r0,90)) = ws(rn, gn) con gy = go H;ivzl A (rg—q, i) h

Demostracion. 1. Seaq. = (qo, ..., qn) €l levantado horizontal discreto de r. partir de gq.
Entonces (qx—1,qx) € Hora, v (qe-1,q) € 7 (V) x 71 (V) ya que (rp_1,7%) € V.
Usando la trivializacién del fibrado se tiene ¢ = @s(rk, gx) para un unico gy € G,
por ser ¢, un difeomorfismo.

2. Por definicién de transporte paralelo, PT,(r.)(¢s(r0,90)) = ©s(rn, gn)-

Por (3) del Lema 5.2.2 y porque (qx—1,qx) € Hor 4, tenemos gp. A5 (71, 7%)(gr—1) " =
ey, entonces gr = gr—1(A5(rr—1,7)) " y aplicando esto de forma recursiva llegamos
N s -
a gy = go szl Ad(m*h?‘k) L
]

Proposicion 5.2.15. Sea A, : U — G una forma de conexién discreta sobre 7. Entonces,
para cada N > 2 valen las siguientes afirmaciones.

1. Para cada q. € Qun(q,q) tal que (qo, g, qes1) € U para k =1,..., N — 1 se tiene

N-1

N
(TTActas 190" ) Aaao,ax) = T Balao, e an1)
k=1

=1

Eed

2. Sean V C /G un conjunto abierto y s : V' — () una seccién de . Entonces para
r. € Qn(ro) tal que (rg, 7, 7ri1) € V'@ para k=0,...N —1yq € Q|-, tenemos

N N-1
Py(r.,q0) = 90<HAZ(7‘/@71, 7‘/@)71>961 =TI Ba(go ai ais1) (5.2.6)
k=1 k=1

donde g. € Qn(qo) es el levantado horizontal discreto de r. a partir de gy y go es tal
que s(rg, go) = qo, con ¢, definida como en el Lema 5.2.2.

Demostracion. 1. Probemos la igualdad por induccién sobre N.

Sean N =2y q. € Q5(,¢) tal que (go, i, qis1) € UP para k = 1
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2
(HAd(Qk717Qk)71)Ad(QO7Q2) = (Adlgo,q1) " Aalg1,92)" )Ad(QO7(I2)

k=1

(
= ( (q1,92)Ad CIO,Ch))lAd(%’q?)
( qo,qg Ad(CI1,C]2)Ad(CI07q1))1

= Bd(QO>Q17Q2) !

Sea q. € Qn41(q, ¢') tal que (qo, i, qrr1) € U para k = 1,..., N. Entonces,
N+1

( IT Adlgr-r, qk)’l)Ad(qo, y,y) = (H-Ad(Qkfla qk)’l)Ad(qN, Ovii) Ad20,ay,,) =
k=1

k=1
N 1

< Ba(qo, gk Qk+1)71>Ad(QO> qn) " Aalgn, CINH)*lAd(CIo, Qni1) =

-A (Qk 17Qk)71>Ad(QO>qN)Ad(CI07qN)il-Ad(qNaqNﬂ)ilAd(CIanNH) =

J:l2

k=1
N-1

< H Ba(qo, G, Qr+1) )lgd(qo,q,v,q,v+1 HBd qo,qk,qkﬂ) , lo que termina el
k=1 k=1

paso inductivo, probando la validez del item 1 para todo N.

. Como (79,7, 7re1) € V') para k = 0,...,N — 1, entonces r. € Qun(rg) y por

el Lema 5.2.14 tenemos que el camino levantado horizontal ¢. de r. a partir de ¢q

tiene sus componentes g, = @s(rg, gr) para unicos g, € Gy PTy(r.)(vs(ro, o)) =
N

@s(rysgy) con g, = 90<HA2(7"/€717 7‘1@)71>- Entonces, como rg = r, PTy(r.)(q0) =

PTr)(@u(r0,00)) = 2lro, 0,) = 19, (5(r0)) = 12 (12(s(r0))) =12 (sps(r0,00)) =
lngo—l(QO)-

Entonces la fase alrededor de r. es:

(Dd(r'7QO) = H(q()?PTd(T')(qO))
= H(QOJngal(CIO))

= 9nlo
N

= 90<HAZ(T/€71, 711@)71)9071
k=1

Como (g, 7k, Tk41) € V') entonces (s(rg), s(1x), s(1x1)) € U®) para todo k (por el
item 1 del Lema 5.2.5 ). Luego,
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= g Bd(s(ro),s(rk),s(rkﬂ))*l)Ad(s(ro),s(rN))’lgo’l, por item 1
k=1
N-1
= go( TT Balstro), s(ru); stri)) ™ ) oo
k=l
poraue v = 7o y Aa(s(ro), s(ro)) = e
N-1
= go(J] Biro, v i) oot
k=1
N-1
= % <961 H Bd(@s(rmgo)a@s(rkagk)a@s(rk+1>gk+1))7190>9071
k=1
por el item 4Xel Lema 5.2.5
N-1

= Ba(qo, qr, qes1) "

=1

Eed

5.3. Cohomologia singular y adaptaciones

En esta seccion recordaremos nociones bésicas utilizadas en la Teoria de Homologia
Singular (ver [Mun84]) y luego haremos una adaptacion para poder trabajar con formas
de conexiones discretas y curvaturas discretas.

Sean X un espacio topolégico, n € NU{0} y {ey,...,€,} una base candnica de R™**11,

Definiciones 5.3.1.

L. Definimos un n-simplice estdndar como A, := {377 _t;e; € R+ 370 (t; =
lyt; >0V j=0,..,n}, donde e; € R"" y (¢;)x = 5}“ para j,k=0,...,n.

2. Sea X un espacio topoldgico, un n-simplice singular en X es una aplicacion continua
T,: A, - X.

'En este contexto, es conveniente considerar R® C R™™! como el subconjunto de sucesiones que se
hacen cero luego de la n-ésima componente. Por lo tanto, R* ! es un subespacio de R™ y la inclusién es
una aplicacién lineal.
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3. Una n-cadena singular en X es un elemento del grupo abeliano libre generado
por los n-simplices singulares, el cual denotaremos por S,(X). Cualquier elemento
T € S,(X) tiene una unica representacién como una combinacién lineal finita de
n-simplices singulares T,, como T = >_ ¢;TJ con ¢; € Z. Los elementos ¢; son todos
ceros salvo un numero finito de ellos.

4. Paran € Nei=0,...,n lat—ésima cara de un n-simplice estandar es la aplicacién
o A, = A,
dada por

n—1

GOZteJ : th 1e;  si1=0,
n—1
aZZtej. Zteﬁth e, sii=1,.

J=i+1

5. Para n € N, se define el n-ésimo borde como el morfismo de grupos
On : Sn(X) = S, 1(X)

tal que

n

0,T = (=1)'(To0d)).

i=0
Observacién 5.3.2. Para e; € A, se tiene
. ei1 €A, sii=0,1,..7,
Oiles) =4 o
e;, €A, sti=j+1,..,n
Ejemplo 5.3.3. Sea T} un l-simplice singular en X, se tiene
alTl(l) - Tl(O, 1) - Tl(l,O)
Sea T, un 2-simplece singular en X, entonces
0T (to, t1) = T2(0,t0,t1) — Ta(to,0,t1) + Ta(to, t1,0).

Definicién 5.3.4. Sea G un grupo abeliano y n € N U {0}. Definimos el grupo de n-
cocadenas singulares en X con valores en G como el grupo S"(X, G) := hom(S,(X),G)
y el operador coborde singular 4, : S"(X,G) — S"1(X,G) como (6,a,)(T, 1) =
an (0,417, 41) para todo o, € S™(X,G) y T,,41 € S, 1(X).

Ejemplos 5.3.5.
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(i) Sea ag € S°(X,G) y Ty un 1-simplice singular de X, entonces

(d0ao)(T1) = ao(0iTh(1))
= Qo(Tl(O,l) —Tl(l,O)) (531)
— ao(Ty(0,1)) — ao(T; (1,0)).

(i) Para a; € SY(X,G) y Ty un 2-simplice de X, tenemos

(0101)(T2) = (0 T2)(to, 1)
al(Tg(O, tl, tg) — Tg(to,o, tl) + Tg(to, tl, 0)) (532)
= Ql(TQ(O,tl,tg)) — al(TQ(t0,0,tl)) + Ql(TQ(to,tl,O)).

Observacion 5.3.6. Es sencillo probar que la aplicaciones borde y coborde satifacen
Opn 100, =0paran>2y 6,1 00, =0 paran > 0.

Definicién 5.3.7. Sea a,, € S*"(X,G) y T,, € S,,(X). Definimos

/n an = an(T),).

Observaciéon 5.3.8. Si a, € S"(X,G) y T,11 € Sp1(X) entonces,

/ Qp = an(an+1Tn+1) = (5nan)(Tn+1) = / 57la7l7 (533)
Ont1Tnt1

Tn+1
que se puede ver como una version de la formula de Stokes para cadenas y cocadenas
singulares.

5.3.1. Cadenas y cocadenas singulares menores

A continuacién vamos a considerar una pequena variacion de las construcciones an-
teriores, con el objetivo de definir cadenas y cocadenas de X que estdn, en un sentido,
controladas por un conjunto abierto. Sean X un espacio topoldgico, U C X x X un
subconjunto abierto (para la topologia producto) y n € N. Definimos:

UMD = {(xg, 21, ..., 2,) € X" 1 (25, 24) € U para todo 0 <i < k<n}. (5.3.4)

Definicién 5.3.9. Para n € N, un n-simplice singular 7T,, de X se dice U-menor si
(To(eq), ..., Tn(en)) € UMY, Denotamos por S, 7(X) al grupo abeliano libre generado
por los n-simplices singulares U-menores de X. Los elementos de S,y seran llamados
n-cadenas singulares U-menores de X. Para completar, definimos Sy ; := Sp(X).
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Snu(X) ={T = chTg € S, (X): (TV(eg), ..., TP (en)) € UMY,

con ¢; todos ceros salvo un nimero finito de ellos}.

Para n > 1 definimos
Y Shu(X) = S u(X)
mediante
aUT -9, |gn 1U(X)(T)

U(X)
Lema 5.3.10. Sean X un espacio topoldgicoy U C X x X. Entonces,
1. S,u(X)C S,(X) es un subgrupo para todo n > 0.
2. 0¥ estd bien definda y 0¥ 0 97, , = 0, para todo n > 1.
Demostracion. 1. Esclaro que S, /(X)) C S,(X). Veamos que S, /(X)) es un subgrupo
de S,(X).
T=0¢S,,(X)?2
Sean T, R € S, y(X) entonces T = ZajTg y R = ZblRﬁl. Entonces T+ R =

ZCLZTZ + Z b; R9 ZCZPZ con la suma formal, si T% = RJ! para algtn i, j;

entonces c = (a;, +bj,) y PL:= T Por lo tanto es claro que (P.(eg), ..., P.(e,)) €
U+ v asi tenemos que T+ R € S, y(X) .

SeaT = Z a;T? € S, 7(X) entonces —T = Z —a;T? y como (Ti(eg), ..., Ti(e,)) €

n
7

U, se concluye que =T € S, y(X).
Por lo tanto S, ;/(X) es un subgrupo de S, (X).

2. Veamos que 9V estd bien definida. Sea T € S,,;/(X), veamos que YT € S, y(X).
Supongamos T' = T,, un n-simplice entonces 9% T), := > io(= 1) (T, 0 0)).
Entonces por la Observacién 5.3.2, para e; € A, _; se tiene

| T.(e;01) sii=0,1,..],
(Tn 0 9,,)(e;) = o
T.(ej) sii=j+1,..,n

Entonces ((T,, 0 8%,)(e;), (T, 0 9.)(ex)) € U para todo 0 < j < k <n — 1, por ser T,
U-menor. Por lo tanto 0Y(T) € S, 1 y(X). Por linealidad vemos que d¥ esté bien
definida.

2Cuando decimos T = 0 es T = 0, que puede interpretarse como la suma sobre todos los n-simplices
singulares, cada uno con coeficiente 0 € Z
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Por ultimo, como 0V es la restriccién de O tenemos que:

O 0dY | =0,00,:1 =0.
U

Por lo tanto {S,, 17,0} forma un complejo de cadenas. Llamaremos 0, a la aplicacién dY.

Definicién 5.3.11. Sean G un grupo abelianoy U C X x X. Paran € NU{0}, definimos
el grupo S™Y (X, G) := hom(S, v (X), ), sus elementos son llamados cocadenas singulares
U-menores de X. El morfismo de grupos

6V smU(X,G) = S"THY(X,G)

dado por
5gan(Tn+1) = 0 (On 1T 11)

es llamado coborde singular U-menor de X.

Lema 5.3.12. Sean X un espacio topoldgicoy U C X x X. Entonces para todo n > 0,
1. S(X,G) c S™Y(X,G) es un subgrupo.
2. 0¥ estd bien definida y 6Y,, 0 67 = 0.

Demostracion. 1. Sea «,, € S™(X,G) entonces a,, : S,(X) — G y como S,, y(X) C
Sn(X) es un subgrupo entonces a,|s, ,(x) : Spu(X) — G es un morfismo de
grupos. Entonces S™(X,G) c S™Y(X,G) y como S™(X,G) es un grupo con las
mismas operaciones que S™Y(X) entonces S™(X,G) c S™Y(X,G) es un subgrupo.

2. 0Y estd bien definida ya que, si Tp,.1 € Spi1.0(X), 01 Twi1 € Suu(X). Por otro
lad07 sl Tn+2 < Sn+2,U (X)7

(65100, )on(Tasz) = 6,1 1(67 an)(Tis2)
= (07 @n)(On12T2)
= n(0n41(On+2Ths2))
= 0 porque 9,1 0 0,2 = 0 por (ii) de Lema 5.3.10.

Entonces 07, | 0 6Y=0.
(]

Por lo tanto {S™Y,§¥} forma un complejo de cocadenas. Llamaremos 4, a la aplicacién
5U.
Por ultimo, para A y A’ grupos abelianos, f € hom(A, A’) y paran € NU{0} definimos

fo:S™Y(X,A) = S™Y(X, A por f.(an) = foay (5.3.5)
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que satisface f, 0 6U4 = 6U4 o f, (i.e., f. es un morfismo de complejos de cocadenas).

Como aplicacién de las ideas desarrolladas hasta ahora, en la préxima secciéon cons-
truimos cocadenas menores asociadas a conexiones discretas sobre 7, cuando el grupo de
estructura del fibrado pincipal es abeliano.

5.3.2. Conexiones discretas y cocadenas singulares

Sea Ay : U — G una conexion discreta sobre el G-fibrado principal 7, con G abeliano.
Para cada 1-simplice T} € S; (@) definimos,

[Aag|(Ty) := Aqu(T1(1,0),T1(0,1)) € G.

Luego extendemos de forma lineal a todo T € S} 4(Q). Entonces [A4| define un elemento
en SY(Q, Q).

Observar que si ) es conexo, la cocadena menor [A4| determina la funcién A, : U — G.
Por lo tanto, la forma de conexion discreta de una conexiéon discreta es realmente una
l-forma (una cocadena) para esta (menor) cohomologia singular, al menos cuando G es
abeliano. Si By : U® — G es la curvatura discreta de Ag vy To € Soy(Q,G) es un
2-simplice, definimos

[Bd](Tg) = Bd(TQ(l,0,0),TQ(O, 1,0),T2(0,0, 1)) € G

Luego extendemos de forma lineal a todo T € S, 4(Q). Entonces B, define un elemento

en S (Q, Q).

Ejemplo 5.3.13. En el caso de la forma de conexién discreta 4,4, introducida en el
Ejemplo 2.1.12, si T} = Z;\Izl a;T] € S1oxo(Rso x U(1)) = S1(Rso x U(1)), entonces

N N AN
h]
Aq |(Th) ”A TJIOT(JI“J—ex Ea ” - )
[ du 1 ]:1 du f . ( f . p < J ) j:l <h%>
=:(r,h}) =:(rl,h])

Del mismo modo, si T, = Z;\Izl ;TS € Sy 0xo(Rso x U(1)) = S2(Rsg x U(1)), tenemos

[Bd’#](TQ) :H(Bd,#(\Tg(l 070)7 2J(07 170)7 2j(0707 1))aj

Proposicién 5.3.14. Para [A4] € SYY(Q,G) y [B4] € S*M(Q,G) tenemos que [By] =
0 Ad] y 04 [Ba] = e.
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Demostracion. Sea Ty un 2-simplice singular -menor. Entonces,

[Ba|(T2) =B4(T>(1,0,0),T5(0,1,0),72(0,0,1))
=A4(T>(1,0,0),T5(0,0,1)) ' Ay(T(0,1,0), T5(0,0,1)).A4(T5(1,0,0), T (0, 1, 0)).
Por otro lado tenemos
(6 TA(T2) =([Ad] 0 K )NTo) = [Aa(Tr 005 = Ty 00 + To 0 33)
=[Ad|(Ti 0 35)([Adl(T2 0 03)) [ Aal(T2 0 55)
:-Ad(T2(07 1, 0)7 T2(07 0, 1))Ad(T2(17 0, 0)7 T2(07 0, 1))71Ad(T2(17 0, 0)7 T2(07 1, 0))
y como G es abeliano entonces |By] = 04| Aq4|.

Por el Lema 5.3.12 64 o 84 = e entonces 65 [B,] = 04 (0¥ [A4]) = e.
]

Observacién 5.3.15. La expresion 04 [B,] = e la podemos interpretar como una versién
discreta de la Identidad de Bianchi.

Corolario 5.3.16. Sea A, : U — G una conexién discreta sobre 7 : Q — Q/G con @
conexo. Si existe ag € S°(Q) tal que [Ag] = 65 entonces A, es plana, es decir, By = e.

Demostracion. Como [A,y] = 65y, por la Proposicién 5.3.14 y el Lema 5.3.12 , tenemos
By = 64| Ay] = (6 o 6Y)ay = e. Por lo tanto, para un 2-simplice Ty € S5(Q),

€ = [Bd](TQ) = Bd(TQ(l,0,0),TQ(O, 1,0),T2(0,0, 1)) (536)

Para (qo, q1,q2) € U, como Q es conexo (por lo tanto, conexo por arcos), existe una
funcién continua « : [0,1] — @ tal que ¥(0) = qo, ¥(3) =1 y 7(1) = q2. Sea T : Ay = Q
definida por Ty(tg,t1,t2) := 7(%& + t2); es inmediato que Ty es un simplice en So(Q) vy
se satisface To(e;) = ¢; para j = 0, 1,2. Entonces, usando (5.3.6),

Bd(QanDQQ) = Bd(T2(17070)7T2(07 170)7T2(0707 1)) = €.

U

5.3.3. Conexiones discretas y cocadenas singulares (version lo-
cal)

En la Seccién 5.3.2 describimos la forma de conexién discreta y la curvatura de un G-
fibrado principal como cocadenas singulares (menores), de igual forma podemos describir
las expesiones locales de estos objetos.

Sean V' C /G un subconjunto abierto, s : V' — @ una seccion de 7y Ay : U —» G
un forma de conexién discreta sobre 7. Sea Aj : V" — G la expresion local de Ay con
respecto a s.

Para un 1-simplice T} € S; y(Q/G) definimos

[A(T1) = A3(Th(1,0), T1(0,1)) € G.
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Luego extendemos de forma lineal a todo T' € Sy v (Q). Entonces [A$] define un elemento
en SYV(Q/G,G).

De modo anglogo, sean B5 : V'3 — G la expresion local de Ay y Ty € Sp v (Q/G) un
2-simplice. Definimos

IBS|(To) == B3(Tu(1,0,0), T»(0, 1,0), T5(0,0, 1)) € G.

Extendemos luego de forma lineal a todo T' € Sy, (Q). Entonces [B3] define un elemento

en S*V'(Q/G,G).

Ejemplo 5.3.17. En el caso de la forma de conexién discreta 4,4, introducida en el
Ejemplo 2.1.12 junto con la trivializacién (global) del Ejemplo 5.2.3, si T} = Z ajT]
S10/exq/c(Rsg) = S1(Rsg), tenemos

7=1

N
A3 (1Y) Jl:[lAd#T(l’O)’le(O’l) “J—exp<2aj ) )

—.p) ]
=Ty 1

De modo andlogo, si Tp = ZJ L a;TY € Sy 0/0x0/c(Rsg) = Sa(Rsg), tenemos

N
[de T2 H de TJ 1 0 0)7 (07 170)7 (0 07 1))%‘
j=1 - -

7'0 _'7'1 :ZTZ

:exp< Zaj 2—7“0 +(r%—r{)“+(r{—ré)“)> )
Lema 5.3.18. Para [A3] € S"V'(Q/G,G) y [B3) € S*V'(Q/G,G) como antes, valen
B3l = 67" [AY] y 65" (B3] = e.

Demostracion. Se prueba de forma andloga a la demostracion de la Proposicién 5.3.14. O

5.4. Holonomia alrededor de un lazo

En esta seccién vamos a dar una féormula explicita para la fase de la holonomia discreta
alrededor de un lazo que esté contenido en un conjunto abierto trivializador de 7. Vamos
a considerar el caso en que G, el grupo estructural de 7, es abeliano.

Observaciéon 5.4.1. Por la Proposicién 5.2.13 los diferentes valores de la fase de ho-
lonomia discreta alrededor de un lazo, comenzando en diferentes puntos de la fibra co-
rrespondiente son elementos conjugados de . Cuando GG es abeliano, la fase discreta
alrededor de un lazo en distintos puntos de la fibra son todas iguales, de modo que solo
depende del lazo, vamos a denotar esta fase simplemente por ®,4(r.).
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Lema 5.4.2. Sea A, : U — G una conexién discreta sobre 7, con grupo de estructura
abeliano GG. Sean V' C /G un subconjunto abierto conexo y s : V' — () una seccién local
de 7. Para cualquier lazo discreto en Q/G, r. € Qn v (rg), tenemos que

(1) existe 7 = Z,ivlef € Siy(Q/G) tal que TF(eg) = r 1 y TF(ey) = 7, para
k=1,... N.

(2) Entonces, para 7, [[o, A5(re—1, )" = ([.[A3]) g

Demostracion. (1) Como V es conexo y r; € V para j = 0, ..., N, podemos tomar un
camino continuo v, , . : [0,1] = V tal que v,,_, . (0) = 71 ¥ Yoy (1) = 7%
para k = 1,..., N. Definimos TF : A} — Q/G como TF((1 —t)eg +te1) == vro (1),
para t € [0, 1]. Por 1ltimo, definimos

Fi=> TF (5.4.1)

y como TF(1,0) = rp1 y TF(0,1) = 1y, se tiene que (TF(eq), TE(ey)) € V", porque
r. € Qnyr(ro). Por lo tanto 7 € Sy v (Q/G).

(2) Por definicién de [,

[ A3 =[ A3 () = [A3) <Z Tf) — [T

k=1 k=1
N N
H Tk 60 116(61)) = H-AZ(T/@*MT/C)?
k=1 k=1

entonces inviertiendo ambos lados probamos el item (2).

P4

Decimos que la cadena menor 7 € Sy (Q/G) interpola el camino discreto r.

Teorema 5.4.3. Sean A, : U — G una conexion discreta sobre un G-fibrado principal
7 :Q — /G con G abeliano, V' C @)/G un subconjunto abierto conexoy s : V — @
una seccion local de 7. Para r. € Qy(rg) tal que (ro, 7, Tki1) € Yy para todo k =

0,...,N — 1, tenemos
—1
- (fra) (542)

donde 7 € S) 1/ (Q/G) es una cadena menor que interpola el camino discreto r., en el
sentido del Lema 5.4.2. Si, ademés, existe & € S, (Q/G) tal que 9Y"(5) = 7, entonces

= (/6[6201. (5.4.3)
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Demostracion. Por la Proposicion 5.2.15, porque G es abeliano y por el item 2 del Lema

5.4.2 tenemos,
HAd (re—1,me) " (/[Ad>

Si ¢ es como en el enunCIado por Lema 5.3.18 y por (5.3.3) tenemos,
fisi= o= [ = [l

Ejemplo 5.4.4. En el caso de la forma de conexion discreta A, , introducida en el Ejem-
plo 2.1.12 junto a la trivializacién (global) del Ejemplo 5.2.3, si 7. € Qv (rg) = Qn(r0),
se satisface automadticamente que, (1o, rg, Tk+1) € Vi = R?, para todo k. Entonces po-
demos aplicar el Teorema 5.4.3 para calcular la fase de holonomia discreta ®4(r.). Una
l-cadena en R+ que interpola r. es 7 := Zjvzl T} para T} (toeq + tie1) = torj_1 + tiry,
contg+t; =1y tg,t; > 0. Por lo tanto, usando (5.4.2) y el Ejemplo 5.3.17, tenemos

( / [Ad#) (4, )(7) " = exp (—iim - 731)“) L (544)

]

j=1
Construimos ¢ € S3(R.g) como sigue. Primero, para cada j = 1,..., N — 1, definimos
3try + (1 —3t)rg, si 0<t <4,
() =4 Bt =)+ (2=3)r;, si 1<t<E
(Bt —2)rg + (3= 3t)rjy1, si 2<t <1,

y sz(toeo + t1€1 + t2€2) = 7](%“ + %tz), con t() + tl + t2 =1 y to,tl,tg Z 0. Finalmente,

o= Zj\;l TJ. Por construccién 6 € Sy(Rsg) v se puede ver que 96 = 7. Entonces,
usando (5.4.3) y (5.2.4),

)y (
Dy(r.) = ( [Bdu]>1 = (1B3,)(8))

N-— N-1
= (BZ}L(TJ(]‘ 0, 0)7T2J(07 170)7T2J(0707 1)))71 = H(BZ’H(TO,T]',T]'+1))71
j=1 7=1
—1
= || exp(—i(=(rje1 —ro)* + (rje1 — 1) + (1 — 10)"))

.
I
—

—(rj1 — o) + (rju1 — )+ (r; — 7“0)#)>

< i TJ+1_TJ)>>
J

que conincide con el célculo anterior de ®4(r.).

||
A
151?

2

I
=}
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5.5. Formas con valores en el algebra de Lie

El objetivo de esta seccién es definir las funciones a) y b con valores en g de modo
que A5 = expg(a) y B = expg(b5). Con esto podremos definir las cocadenas singulares
que nos premitirdn probar un andlogo discreto de (5.1.1) y (5.1.2).

5.5.1. Logaritmo de Aj y B

Enunciamos el siguiente Teorema que es necesario para lo que sigue.

Teorema 5.5.1. Sea GG un grupo de Lie con &lgebra de Lie g. Entonces, la funcion
exponencial exps : g = G es un difeomorfismo entre entornos abiertos Uy y V. de 0 € g
y e € G. Ademds, cuando G es abeliano, exp es un morfimos de grupos, considerando g
como grupo de Lie con la operacién dada por la suma.

Demostracion. Ver Teorema 2.10.1 y Corolario 2.13.3 de [Var84|. O

Lema 5.5.2. Sea G un grupo de Lie abeliano, entonces existen entornos abiertos Uy C Uy
y V. CV.deO € gye € G respectivamente tales que expg [r: Uy — V. es un
difeomorfismo y los conjuntos U] y V. satifacen las siguientes propiedades:

1. U] es invariante por su aplicacion antipodal.

2. Dados a;, az, a3 € U| entonces a; + ax + az € Uy
3. V/ es invariante por su inversién (g +— g ).

4. Dados g1, g2, g3 € V. entonces g,9293 € V..

Demostracion. Definimos ¢t : g x g x g —> g, como t(uy, us, uz) := u; + uz + uz. Notamos
que t ' (Uy) es abierto por ser ¢ una funcién continua. Como (0,0,0) € ¢t (Uy) y la toplogia
en g x g x g es la topologia producto, podemos encontrar abiertos Uy, Uy y Uz en g tales
que (0,0,0) € Uy x Uy x Uz C t 1 (Uy).

Definimos los conjuntos (70 =UnUNnU,NU3 y (7(; ={-u:ue (70}. Entonces
Uj = Uo N (7(; C Uy y V! := exps(Uj) C V. son entornos abiertos de 0 € gy e € G
respectivamente. Ademds, expg [y Uy — V. es un difeomorfismo.

1. U] es invariante por la aplicacién antipodal.
Veamos esto, sea a € U(’J entonces a € (70 N (7(; por lo que a € (70 Vv —(—a) € (7(;,
entonces —a € Uy y —a € Uy. Finalmente se tiene —a € U|.

2. Dados ay,az, a3 € U] entonces a; + az + as € Uy.

Sean ay, ag, a3 € U] entonces (a1, az, as3) € Uy x Uy x Us y con esto se tiene a; + ap +
as € U().

116



3. Veamos que V! es invariante por su inversion.

Sea g € V! entonces existe a € Uy, tal que exp(a) = g. Por el punto 1 de este
resultado se tiene que —a € Uy y entonces, por ser exp, un morfismo de grupos,

expg(—a) = expg(a) ' =g ' € V.

4. Dados g1, g2, g3 € V. entonces g,9293 € V..
Probemos esto, sean g, g2, g3 € V. entonces existen ay, ay, az € U] tales que
9192935 = expglar)expg(az) expg(az) porque expg [y un difeomorfismo

= exp(a; + as + az) por ser GG abeliano

por el punto 2 del Lema a; +ay + a3 € Uy y como exp,; determina un difeomorfismo
entre Uy y V. entonces g,g-g3 € V..

U

Sean GG un grupo abeliano, el grupo estructural del fibrado 7 y A, : Y — G una forma
de conexién discreta sobre 7. Ademés fijamos un conjunto abierto V' C @ /G y una seccién
s:V = Q de .

Definicién 5.5.3. Sea W” := (A35) Y(V!) C Q/G x Q/G y
al W' U

tal que A5(rg, 1) = expg(as(ro,m1)). Diremos que af es el logaritmo de la expresion local
de .Ad.

Lema 5.5.4. En el contexto de la Definicién 5.5.3 tenemos que W” C V" es abierto, a
estd bien definida y es suave.

Demostracién. Como A5 : V" — G es suave y V! C G entonces W := (A3) (V) C V”
es abierto. Sea (rg,7) € W’, entonces Aj(rg,m1) € V. y, como expg |2 Uy — V/
es un difeomorfismo entonces existe un tnico ajj(rg, 1) € U] tal que expg(a3(ro,r1)) =
Aj(ro,m1). Por lo tanto aj estd bien definida. Como exp |y; es un difeomorfismo y Aj es

suave entonces a; también es suave.
O

Definicién 5.5.5. Sean W” := (B5) '(V.) C (Q/G)? y la aplicacién

bs W — Uy
tal que B3(rg,71,72) = expg(b5(ro, 71, 72)). Llamaremos logaritmo de B3 a la funcién b5,

Lema 5.5.6. En el contexto de la Definicién 5.5.5 sea W”®) .= {(rq,r1,13) € (Q/G)*® :
(ri,r;) € W'V0 <i < j <2}. Entonces,

(1) W' C V"G es abierto y W'® c W”
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(2) b5 estd bien definida y es suave.

(3) bfi(ro’rh 712) = —GZ(TO, 712) + afl(rla 712) + afl(r(hrl) V(7107 71, 712) S W”(g).

Demostracién. (1) Como BS: V'@ — G es suave y V. C G es abierto entonces W' C
V'@ es abierto. Para (rg,r1,m2) € W'® tenemos que (r;,7;) € W’ para todo
0 <i < j <2, entonces A5(ri,r;) = exp(ay(ri,rj)) € V. para todo 0 <i < j <2
y por el Lema 5.5.2 B5(ro,r1,m2) = A5(ro, r2) 1 AS(r1, ro) AS(ro, 1) € V. entonces
(ro,r1,7m2) € W”.

- A S Ve 3
(2) Sea (rg,71,72) € W” entonces Bjj(rg,71,72) € V. y como expg [;7, es un difeomorfismo
entonces existe un inico b3(rg, 71, 72) € Uy tal que expg(05(ro, 11, 72)) = B5(ro, 71, 72),
or lo tanto b% estd bien definida. La aplicacién b% es suave porque expg |/¢ es un
d d G Uy
difeomorfismo y B es suave.

(3) Sea (rq,r1,72) € WG). Entonces

expg(by(ro, m1,12)) = Bj(ro,ri,m2) € Ve
= A5(ro,m2) LA (r1,72).A5(r0, 1) por el Lema 5.2.5

= expglay(ro, r2) " expalag(ri, ra)) expg(ai(ro, r1))
porque (r:rj) ew’

= expa(—aj(ro, 1)) expg(ai(r1, r2)) expg ai(ro, 1))

= expg(—aj(ro, r2) + aj(ry, ) + a(ro, ).

~
porque G es abeliano

Como a5(rg, re), a5(ry, re), a5(re,m1) € Uy entonces —aj(re, ro)+aj(r1, m2)+a(ro, m1) €
Up (por el Lema 5.5.2), y por ser la aplicacién expg : Uy — V. inyectiva entonces:

b5(ro,m1,12) = —ay(ro, r2) + ay(ri, r2) + aj(ro, r1).

5.5.2. Cocadenas singulares menores asociadas a aj y 0j

Sean 7 : () — /G un G-fibrado principal, con G abeliano y Ay : i — G una cone-

.’ . . . 1"
xién discreta en 7. Consideremos el complejo de cadenas menores {S,, i (Q/G), OV }

y el complejo de cocadenas menores {S™Y" " (Q/G, g), 5"}
Para un 1-simplice T} € S w»(Q/G) definimos

lag] - S (Q/G) — g

CcOo1mo
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[afl](Tl) = afl(Tl(LO)’Tl(O’ 1))

Luego extendemos de forma lineal a todo T' € Sy (Q/G). Entonces [a))] define un
elemento en SV (Q/G, g).
De modo andlogo, para un simplice Ty € Sy (Q/G) definimos

03] : Sown(Q/G) — 8

Ccomo

[bfl](T2) = bfl(T2(17070)7T2(07 170)7T2(0707 1))

Luego, extendemos de forma lineal a todo T € Sy (Q/G). Entonces [b5] define un
elemento en S>"V"(Q/G, g).

Proposicién 5.5.7. Sean 7 : Q — @Q/G un G-fibrado principal, con G abeliano y
Aq: U — G una conexién discreta en 7 . Entonces 6" [a5] = [b3] y 63V [b3] =0

Demostracion. Para T, un 2-simplice de Sy (Q/G) y por el item (3) del Lema 5.5.6
tenemos,

[bZ](T2) :bZ(T2(17070)7T2(07 170)7T2(0707 1))
=—ay(75(1,0,0),75(0,0,1)) + a5(7>(0,1,0),72(0,0, 1)) + ay(T>(1,0,0), T5(0, 1,0)).

Por otro lado,

(67" [a3)(T) =(lag) 0 03" )(Tz) = [a3)(Ty 0 05 — Ty 005 + Ty 0 35)
=[ag)(Tz 0 3%) — ([a3)(T2 0 0;)) + [a] (T2 0 05)
:CLZ(TQ(O, 1,0),T2(0,0, 1)) - aZ(TQ(l,0,0),TQ(0,0, 1)) + aZ(TQ(l,0,0),TQ(O, 1,0))

Como G es abeliano, [b3] = 67" [a3].
Por el Lema 5.3.12 §}Y" 0 V" = 0, entonces 63" [b3] = 03V (87" [a3)) = 0.
U

Las cocadenas [A3] € S"V'(Q,G) vy [B3] € S*V"(Q, G) definen naturalmente elementos
de SM'(Q,G) y S*™"(Q, G) respectivamente ya que por el Lema 5.5.4 W" C V",

Proposicién 5.5.8. Para las cocadenas [A3] € S"'(Q/G,G) y B3] € S*'(Q/G,G)

tenemos,
[A3] = (expg)«lag] v [Bi] = (expg).[b3),

donde (expg). es el morfismo de cocadenas complejas definido en la Seccién 5.3.1 e indu-
cido por expg € hom(g, G).
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Demostracion. Sea Ty un 1-simplice en S) w(Q/G). Entonces,

(expg).agl(Th) = expg(lag)(Th)) por (5.3.5)
= expg(ag(Ti(1,0),T1(0,1)))
= A5(T1(1,0),71(0,1)) por la Definicién 5.5.3
— A7),

Sea T, un 2-simplice en Sy (Q/G). Entonces,

(expg).[03)(T2) = expe([bg)(T2)) por (5.3.5)
= expa(b3(Ta(1,0,0), To(0,1,0), T(0,0,1)))
= B5(T»(1,0,0),75(0,1,0),75(0,0,1)) por la Definicién 5.5.5

= [33](T2)-
L]

Teorema 5.5.9. Sean 7 : Q — Q/G un G-fibrado principal con G abelianoy A, : U — G
una conexién discreta sobre 7. Dados un subconjunto abierto V C Q/G, s : V — @ una
seccién suave de 7wy rg € V, para cualquier r. € Qn(rg) tal que (ro, 7, Tki1) € W"®) para
todo k=0,..., N — 1, tenemos que la fase de holonomia discreta alrededor de 7. es

O4(r.) = expg (- / [ag]> : (5.5.1)

donde 7 € S;w(Q/G) interpola r., es decir, 7 es como en el Lema 5.4.2. Si, ademads,
existe & € Sy (Q/G) tal que OV (&) = 7, entonces

O4(r.) = expg (- / [bf,]) . (5.5.2)

Demostracion. Observar que 7 € S; wr(Q/G) C S;y#(Q/G) entonces,
Oy(r.) = (ff[/lj])fl por el Teorema 5.4.3

= ([A5](r)) ! por definicién de [
= (((expg)«[a3])(7)) ! por la Proposicién 5.5.8
= expg([ag)(7)) tpor definicidn de (expg).

= expg(—lad](7)) porque exp es un morfimo de grupos

= expe(— [:lag]) por definicién de [

Ahora supongamos que, 9" (&) = 7. Entonces,
Dy(r.) = expg(— [:laj]) por lo anterior (5.5.1)

= eXpG(_ fag\/”(a)[aﬂ)
= expg(— [;07""[ag]) por la Obs. 5.3.8
(_

= expe(— [;[b3]) por la Proposicién 5.5.7.
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Capitulo 6

Resumen de resultados y
conclusiones

= En la categoria de espacios fibrados con secciones:

e Las escisiones a izquierda (semilocales) de la Sucesién de Atiyah Discreta (2.1.5)
que satisfacen ciertas condiciones de equivarianza estan en correspondencia
biyectiva con las conexiones discretas sobre 7.

e Las escisiones a derecha (semilocales) de la Sucesion de Atiyah Discreta (2.1.5)
estan en correspondencia biyectiva con los levantamientos horizontales discretos
sobre .

e Probamos que la Sucesion de Atiyah Discreta (2.1.5) es escindida a derecha (o
izquierda) si y solo si la sucesion es equivalente semilocalmente a una extension

producto fibrado de (Q/G) x (Q/G) por G.

= Definimos la curvatura de una conexién discreta como la obstruccién para que ciertas
funciones sean morfismos de grupoides de Lie (locales). También vimos que esta
nocién de curvatura permite, por ejemplo, calcular la holonomia alrededor de un
lazo discreto cuando el grupo estructural del fibrado es abeliano

= En la categoria de grupoides de Lie locales.

e Probamos que existe una relacion biyectiva entre las conexiones discretas planas
sobre 7 y las escisiones a derecha de la SAD sobre U (4.2.8) en la categoria de
Grupoides de Lie locales.

e Son equivalentes las escisiones a derecha de la SAD sobre U (4.2.8) y los
isomorfismos de la SAD a una extensién producto semidirecto U” por G.

= Caso: grupo de Lie G abeliano.

e Construimos un formalismo que permite interpretar a las conexiones discretas
y sus curvaturas como cocadenas en un complejo singular
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e Hallamos una férmula para la fase de la holonomia de una conexién discreta
en términos de integrales de cocadenas g-evaludas.

En esta Tesis hemos provisto un marco categérico que permitié caracterzar por com-
pleto a las conexiones discretas como escisiones de una sucesién (extensién) conocida
como Sucesion de Atiyah discreta y que ya fuera bosquejada por M. Leok, J. Marsden y
A. Wieinstein en [LMWO05|. También dimos una nueva carcterizaciéon en este marco en
términos de isomorfismos de la SAD con sucesiones tipo producto fibrado.

Mads ain, hemos dado un segundo marco categorico en el cual se pueden caracterizar
las conexiones discretas planas como las escisiones (a derecha) de la SAD. También dimos
una nueva caracterizacion en términos de extensiones tipo producto semidirecto de ciertos
grupoides. Este tipo de andlisis fue posible gracias a la introduccion de la nocién de
curvatura de una conexion discreta.

Estos resultados extienden mas ain el paralelismo existente entre las conexiones dis-
cretas y las conexiones principales en fibrados princiales.

En el caso particular de fibrados principales con grupo estrutural abeliano hemos
identificado a las formas de conexién discreta y a su curvatura con cocadenas de la coho-
mologia singular. Usando esta interpretacién y nociones naturales de transporte paralelo
asociado a la conexion discreta, hemos hallado expresiones para la holonomia discreta que
son en un todo analogas a las dadas por Marsden, Montgomery y Ratiu para conexiones
(continuas) en [MMRO0].

Quedan varios caminos para explorar en relacion con los temas tratados en esta Tesis.
Por ejemplo, el uso de la discripcion de las conexiones discretas en términos de escisiones de
la SAD para entender la relacion entre las conexiones principales y las conexiones discretas.
Otro tema abierto es, en el contexto de la reduccién de los sistemas mecanicos discretos
con simétrias, la relacion entre la curvatura de una conexién discreta y la curvatura
mixta presente en dicha teoria. También es de interés el extender los resultados obtenidos
sobre holonomia discreta en el contexto de grupo estructural abeliano a situaciones mas
generales.
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Apéndice A
Apéndice

En este apéndice inluimos algunas definiciones y resultados de Geoemtria Diferencial
y de Categorias que son comunes en la literatura, para unificar notaciones y tenerlos como
referencia del cuerpo principal de le tesis. También incluimos algunos resultados sencillos
pero que no es facil hallar en la literatura.

A.1. Generalidades: variedades y grupos de Lie

Definicién A.1.1. Una aplicacion suave f : M — N se dice que es una submersion si
T,f : T,M — Ty, N es suryectiva para todo punto p de M.

Definicién A.1.2. Una aplicacion suave f : M — N se dice que es una inmersion si
T,f : T,M — Ty, N es inyectiva para todo punto p de M.

Definicién A.1.3. Una aplicacién f : M — N se dice que es un embebimiento si es una
inmersion inyectiva y un homeomorfismo en su imagen (con la topologia relativa de N).

Definicién A.1.4. Sean M y S C M variedades suaves. Entonces S es una subvariedad
imersa si la inclusién ¢ : S — M es una inmersion.

Definicién A.1.5. Sean M y S C M variedades suaves, entonces S es una subvariedad
embebida si la inclusion ¢ : S < M es un embebimiento.

Definicién A.1.6. Un subconjunto S de una n-variedad suave M se llama subvariedad
reqular de dimensién k si para todo p € S existe una carta (U,p) de M tal quep € U y
vale la siguiente ”Propiedad de subvariedad regular” con respecto a S:

p(UNS) = pU)N (R x {0})
para 0 € R,

Lema A.1.7. Sea M una variedad suave. S es una subvariedad embebida de M si y sélo
si S es una subvariedad regular de M.
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Demostracion. Ver Teorema 5.8(pag 101) de [Leel2]. O

Lema A.1.8. Sea X una variedad diferencial entonces Ay := {(x,z) : € X)} es una
subvariedad embebida y cerrada en X x X.

Demostracion. Definimos F' : X — X x X como F(z) := (x,z), F es una inmersién
inyectiva suave y F|"™(F) es un homeomorfismo, por lo tanto F' es un embebimiento
entonces F'(X) = Ax es una suvbariedad embebida. Como idy — X es una aplicacién

conntinua entonces graf(idy) = Ax es un conjunto cerrado en X x X.
O

Proposicién A.1.9. Sean M y N variedades suaves (con o sin frontera) y F: M — N
una inmersion suave inyectiva. Si se cumple alguna de las siguientes condciones entonces
F' es un embebimiento suave.

a) F' es una aplicacion abierta o cerrada.

(
(b) F es un aplicacién propia.

)
)
(¢) M es compacta.

(d) M tiene frontera vacia y dim(M) = dim(N).

Demostracion. Ver Proposicién 4.22 en [Lee09]. O

Teorema A.1.10. Sean M, N variedades suaves, F' : M — N suave y S C M una
subvariedad inmersa o embebida entonces F|g : S — N es suave.

Demostracion. Ver Teorema 5.27 en [Lee09] O

Corolario A.1.11. Sean M, N variedades suaves y Z C N una subvariedad embebida.
Entonces si F': M — N es una aplicacién suave tal que F(M) C Z entonces F|? : M —
Z también es suave.

Demostracion. Ver Corolario 5.30 en |[Lee09| O

Definicién A.1.12. Sea f : M — N una aplicaciéon suave y Z C N una subvariedad

regular (o embebida) de N. Decimos que f es transversal a Z si para todo p € f1(Z) se
tiene Ty N = Ty 2 + T, f (T,M).

Teorema A.1.13. Sea f : M — N una aplicaciéon suave y Z C N una subvariedad
regular (o embebida) de N de codimensién k y supongamos que f es transversal a Z y
f1(Z)+# 0 . Entonces S := f 1(Z) es una subvariedad regular (o embebida) de M con
codimension k y Ts(S) = (T,f) ' (T Z) para todo s € S. Ademés como consecuencia
flZ: S — Z es una submersion.

Demostracion. ver Teorema 2.47 (pag. 80) en [Lee09].
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Definiciones A.1.14.

(i) Una G—accién [9 de un grupo de Lie G sobre una variedad @ es una accidn propia
si la aplicacién 6 : G x Q — @ x Q definida por (g, q) := (l?(q), q) es propia.

(ii) [ es una accidn libre si [9(q) = q solo para g = e.

Proposicion A.1.15. Sean () una variedad y G un grupo de Lie actuando sobre () por
[9. Supongamos que [9 tiene la propiedad que para cualquier sucesién convergente (g;)jen
en () y sucesion (g;)jen en G tal que (lg(qj'))jeN es convergente, existe una subsucesion
convergente de (g;);en. Entonces [ es una accién propia. Inversamente, si la accién (9 es
propia, entonces vale la propiedad.

Demostracion. Ver Proposicion 9.13 en [Lee03]. d

Teorema A.1.16. Sea [? una accién de G un grupo de Lie sobre una variedad Q suave,
que es libre y propia. Entonces:

(i) el espacio cociente /G es una variedad topoldgica de dimension dim(Q) — dim(G),

(ii) /G tiene una unica estructura suave con la propiedad que la aplicacién cociente
7% Q — Q/G es una submersién suave.

Demostracion. Ver Teorema 9.16 en [Lee03]. ]

Proposiciéon A.1.17. Sea GG un grupo de Lie actuando suavemente sobre las variedades
Qy P tal que 79¢ : Q — Q/G y 7Y : P — P/G son submersiones suaves. Si

f : @ — P es una aplicacién suave G-equivariante, entonces existe una aplicacién suave
f:Q/G — P/G tal que %o f = fonx@C,

Demostracion. Es una aplicacién de la descripcion local de submersiones.
Ul

Corolario A.1.18. Sea G un grupo de Lie actuando de manera suave, libre y propia
sobre las variedades M y N. Si f : M — N es una aplicacién suave y G-equivariante,
entonces existe una tnica aplicacién suave f: M/G — N/G tal que 7% o f = f o 7M0C,

Corolario A.1.19. Sea G un grupo de Lie actuando suavemente, libremente y propia-
mente sobre las variedad (). Si f : () —> P es una aplicacion suave G-invariante, entonces
existe una tinica aplicacién suave f: Q/G — P tal que f = f o 7®@C,

Definicién A.1.20. Un espacio fibrado (E, ¢, M, S) consiste de variedades diferenciables
E,M,S y una aplicacién suave ¢ : E — M, tal que para cada m € M existe un abierto
U C M conm € Uy un difeomorfismo ® : ¢ *(U) — U x S tal que el siguiente diagrama
es conmutativo,

oY (U)-2>~U xS (A.1.1)



Ejemplo A.1.21. Sean E' y M variedades diferenciales. (E x M, p;, E, M) es un fibrado.
La proyeccién p; : E x M — FE es una aplicacion suave. Para e € E' y un abierto U que
contiene a e, el difeomorfismo id,, -1y : (p1)”'(U) — U x M hace que el diagrama
(A.1.1) sea conmutativo, con ® := id, )-1¢). Este fibrado es llamado fibrado trivial.

Observaciéon A.1.22. Se puede probar que si (E, ¢, M, S) es un fibrado entonces ¢ es
una submersion suave y una aplicacién cociente abierta.

Definiciones A.1.23.

1. Si (Ej,¢;,M;,S;) (para j=1,2) son espacios fibrados, una aplicaciéon suave F' :
E, — FE5 es un morfismo de fibrados sobre la funcién suave f : M; — M, si
el siguiente diagrama conmutativo,

E—L-E,

o

M1—f>M2

2. Una seccion de un fibrado (E, ¢, M, S) es una funcién suave o : M — E tal que
¢ oo =1idy. El conjunto de todas las secciones de F se denotard por I'(E).

Definicién A.1.24. Sea (E, M, ¢, F') un fibrado, dada dos cartas trivializadoras (U,,®,)
y (Ug, @a) tal que Ung := UsNUp # 0, podemos escribir ($a0®5 (m, f) = (m, Pag(m)(f))
paratodom € U,py f € F donde ®.5 : U, — Dif f(F) son las funciones de transiciéon
del fibrado. El fibrado es llamado GG-fibrado para un grupo de Lie G si existe una G-accion
a derecha sobre F' denotada por rf tal que todas las funciones de transicién son de la
forma ®,5(m) = riaﬁ(m) para una familia de funciones suaves .5 : Usp — G que
satisface xgy(m)xas(Mm)) = Xay(m) para todo m € U, N Uz N U, # 0.

Sea (E, ¢, M,G) un G-fibrado tal que G actia sobre la fibra G por multiplicacién a
derecha. Entonces F es llamado G-fibrado principal sobre M.

Teorema A.1.25. Sea (E, ¢, M, ) un G-fibrado principal. Entonces ¢ es una submersién
suryectiva, G actia libremente a izquierda sobre F y y las G-érbitas para esta accidén son
de la forma ¢ !'(m), para m € M. Inversamente, si ¢ : E — M es una submersion
suryectiva y el grupo de Lie G actia libremente a izquierda sobre F tal que las orbitas
son de la forma ¢ !(m) para m € M, entonces (F, ¢, M,G) es un G-fibrado principal.

Demostracion. La primera parte es por cdculo directo. Para la reciproca ver el Lema 18.3
en [Mic08g] O

Corolario A.1.26. En el contexto del teorema A.1.16 75¢ : Q — Q/G es un G-fibrado
prinipal.

Lema A.1.27. Sea v : M — R un G-fibrado principal. Entonces la GG-accion sobre M
es propia. Si, ademds, (E,$, M, S) es un fibrado y G actua sobre E por [F haciendo ¢
G-equivariante, entonces [¥ es propia.
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Definicién A.1.28. Sea G un grupo de Lie y (F, ¢, M, S) un fibrado. Decimos que G
acttia sobre el fibrado F si existen G-acciones a izquierda libres y propias [F y [M y una
G-accién a derecha r® sobre S tal que:

(i) I induce un G-fibrado principal 7% : M —s M/G.
(ii) ¢ es una aplicacién G-equivariante para ambas acciones.

(i) para cada m € M existe una carta trivializadora (U, ®y) de E tal que U es G-
invariante, m € U y para la accién [V sobre U x S dada por lgxp(m, f) =

(L' (m), 751 (s)), la aplicacién @y es G-equivariante.

Proposicién A.1.29. Sea GG un grupo de Lie actuando sobre el fibrado (E,d),vM, S).
Entonces ¢ induce una aplicacién suave ¢ : E/G — M/G tal que (E/G,M/G,$,S) es
un fibrado.

Demostracion. Ver Proposicién 9.16 en [FTZ16] O
Ejemplos A.1.30. Sea 7 : Q — /G un G-fibrado principal.

1. Veamos que Q) X G C Q x G es una subvariedad embebida. Sea F : Q x G —»
Q/G x Q/G, definida por F(go, 79 (g1, 91)) = (7(qo), p1(7?*“(q1, 91))), como
F es suave, Ag ¢ es una subvariedad embebida de /G x @ /G por el el Lema A.1.8,
F' es transversal a Ag,¢ porque 7 y p; son submersiones entonces por el Teorema

AL13 Q X, G C Q x G es una subvariedad embebida.

2. Probemos que Q X, (@ x G) C Q x (Q x () es una subvariedad embebida
y cerrada, sea F' : Q X (Q x G) — Q/G x Q/G definida por F(q,(q'q")) =
(m(q), (m o p1)(q, g')), observemos que Qr Xrop, (Q X G) = F1(Ag/), como F es
una aplicacién suave, Ag/ es una subvariedad embebida cerrada (por lema A.1.8
del apéndice) y F es transversal a Ag, ¢ porque se verifica que Tp(g qe0)@/G X
Q/G = Triy(q.9nDa/c + Tiatg o) F (Tl (a0 @ * (@ x G)) para todo (g, (¢, ) €
F~'(Ag/c), porque F es una submersién por serlo 7, entonces por el teorema A.1.13
del apéndice F~'(Ag/¢) es una subvariedad embebida que ademés es cerrada por
la continuidad de F.

3. Veamos que @, X,, ((Q/G)x(Q/G)) C Qx(Q/GxQ/G) es una subvariedad embebi-
da. Sea F': @x((Q/G) x(Q/G)) — Q/GxQ/G, definida por F(qo,7(q1), 7(q2)) =
(7(go), m(q1)), como F es suave, Ag /i es una subvariedad embebida de Q/G x Q/G
por el el Lema A.1.8, F es transversal a Ag,; porque 7 y p; son submersiones en-
tonces por el Teorema A.1.13 Q. x,, ((Q/G) x (Q/G)) C Q x ((Q/G) x (Q/G)) es

una subvariedad embebida.

Sea m : @ — /G un G-fibrado principal. Consideremos la subvariedad embebida
Q %, Q. Como la G-accion sobre () es libre podemos definir

K:Q % Q — G por k(q,q) :=g, donde g € G es tal que ng(qO) =q. (A.1.2)

127



Lema A.1.31. La aplicacién x definida como en A.1.2 es suave.

Demostracion. Sea (qo,q1) € Qr X @ y (U, ®) una trivializacién local del fibrado 7 tal
que w(qo) = m(q1) € U. Entonces como Q|y . %, Qv = (Q %, Q)N (Qlu X Qlv) es abierto
en ) X, @, alcanza ver que |g|, x|, €S suave.

Definimos k : (U x G) x (U x G) — G como k((x9,g0), (71,91)) = g1g ', la cual
es suave por ser el producto y la inversion en el grupo de Lie G suaves y @ x @ : Q| X
Qly — (UxG)x (UxG) como (& xP)(qgo,q1) := (P(q0), P(q1)) que es un difeomorfismo
porque @ lo es. Qly . %, Q| es una subvariedad embebida en Q|y x Q|y porque como
Q %, C Q x Q es una suvbariedad embebida, Q|y X Qv C Q X Q es abierto y
Qlu %, Qv = (Q %, Q)N (Qly x Qly) de modo que Q|y %, Q| es una subvariedad
embebida en Q| x Q|y. Por lo tanto (& x ®)|g, «.g, €s suave.

Como Q|y %, Q|v es una subvariedad embebida y ® x ® es un difeomorfismo entonces
(P x D)(Q|y ,x, Qlv) es una subvariedad embebida en (U x G) x (U x @), entonces
kl@xa)@lu ,x,@lu) €S suave.

Ahora veamos que &|g|, . x|y = kl@x)©lu.x,0lv) © (2 X ®)|o, .0

Sea (qo,q1) € Qlu %, Qlu; usando la trivializacién (U, @) del fibrado 7 tenemos que
q0 =2 (2, 90), q1 = 2" (2, 01) entonces I, (q0) = L2 (27" (z, 90)) = © (2,195 ' 90) =
dY(z,9,) = q entonces g := gi1g, ' es el tnico elemento de G tal que l?(qo) = q,
por ser la G-accién sobre @ libre, entonces &|g|, . x_o|, (40, q1) = 9190 - Y por otro lado,
kl(@x @)@l » % 10) O (PX P01y xr@lw (@0, 1) = k(P(q0), P(qr)) = k((2, g0), (2, 91)) = 9190 -
Por lo tanto &gy, x @l = kl@x@)@ly . x,@lv) © (P X Pl %l ¥ €OMO E|@x)(Qly Qo)
y (@ x ®)|q|,.x.q|, son suaves entonces k||, x_q|, €S suave, por lo tanto s es suave.

]

Observaciéon A.1.32. Es ficil ver que /{(ng(qo),l}?(ql)) = hk(qo,q1)g . Sea k :=
/{(ng(qo),l}?(ql)), entonces lg(l?(qo)) = l}?(ql), lo que implica que k(qo,q1) = h 'kg, por
lo tanto hk(ge, q1)g ' =k = k(12(q0), 7 (q1))-

Lema A.1.33. Sea 7 :  — @Q/G un G-fibrado principal. El subconjunto @ ,x . (Q X
G) C Q x (@ x G) es una subvariedad embebida cerrada y la aplicacion

R2: Q X rop, (Q x G) — G definida como F»(q, (¢, ¢')) := I 1-1(9") (A.1.3)

K(q,q’

€S Ssuave.

Demostracion. Por el Ejemplo 2 en A.1.30 @ X
subvariedad embebida y cerrada.

Ahora veamos que &j es suave. Sea Gy : Q X, (@ X G) — (Q %, Q) x G definida
por Gi(o, (41, 9)) = (o> @), ), que es suave por ser Q %o, (Q % G) C QX (QX G)
(Q %, Q) xG C (Q x Q) x G subvariedades embebidas, G : (Q . %, Q) xG — G x G
definida por G2((qo, q1),9) := (k(qo, q1) ', g), que es suave ya que la inversién en el grupo
de Lie G y k es suave por el Lema A.1.31 . Entonces como #a(q, (¢',¢')) = (I 0 Gy) o
G1(q,(¢',d')), tenemos que Ry es suave.

(Q xG) C Q% (Q xG) es una

TOop]

]
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Definimos una G-accién sobre Q x (Q x G) por 129 (¢, (¢, ¢)) := (g, (19%%(d, 9')))
la cual resulta ser libre y propia porque la G-accién (9% sobre @ x G es libre y propia
por lo probado en los Ejemplos 2.2.1. Como Q X, (@ x G) es G-invariante ya que
0. (g 9) = (0, (12(0), 15 (9) ¥ m(g) = w(1(¢")) 1o que implica que (g, (I (¢'), 1§ (¢)) €
Q X rop, (@ x G) entonces la G-accién [@X(@%C) restringida a la subvariedad Q X rop,
(Q x G) estd bien definida, denominaremos a esta accién también por [2X(@*G) es sencillo
ver que es libre y resulta ser propia porque la subvariedad embebida @ . x (@ xG) es
cerrada.

mop1

Lema A.1.34. k; definida como en (A.1.3) induce una aplicacién suave xy : @ %, (@ X
G)/G — G tal que ry(q, 7*“C(q', g')) = F2(q, (¢, 9")).

Demostracion. Como s es suave, la G-accién [9%(@%%) sobre ) _x (@ x G) es libre y

propia y Ry es G-invariante ya que,

Ra(I7*9%%(q, (¢, ")) = (g, (I$(4),15(9)))

_ G
= Ly U5(9)

mop1

- lgﬂ(q,q/))’l(l?(g/))
=18, L (19.(9(9))
- lg(q,q/)’l(g/)

= Fa(q, (' 9)).
Entonces por el Corolario A.1.19, K, induce una aplicacién suave ky : Q% (QxG)/G —
G tal que ra(q, 72 (q, g')) = K2(a, (¢, 9')- .

Definimos entonces,

Kot Qn X5 G — G como ka(q, 7S (¢, ¢)) := IS 1-1(9)- (A.1.4)

K(q,q’

Observacién A.1.35. Veamos que r2(I¢(q), 79%%C (¢, ¢')) = gra(q, 79%C (¢, ¢'))g "

ra(l3(9), m*4Cd,9)) = ey 1 (9)

_ G /
laang1)-1(9)

_ G /

- lgﬁ(q,q/)’l(g)

= 15, 1(d)

= 1§ (kalq,m%C(q, ¢)))

= gra(q, m*CC (¢, ¢g"))g .
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Lema A.1.36. Sea ¢ : X — Y una funcién suave, un conjunto abierto V. C Y y
o : V — X una funcién suave inversa a derecha (seccién) de ¢, es decir, ¢ o 0 = idy.
Entonces, o es un embebimiento.

Demostracion. Como ¢ o 0 = idy entonces o es inyetiva y tomando derivadas vemos que
o resulta una inmersion.

Sea U C V, veamos que o(U) = ¢ 1(U) No(V). Es claro que o(U) C (V) y como
¢(o(U)) = U entonces o(U) C ¢ (U) y porlo tanto o(U) C ¢ *(U)No (V). Inversamente,
siz € ¢ H(U)Noa(V) entonces existe y € V tal que 2 = o(y) y como y = ¢(o(y)) =
¢(z) € U, implica que z € o(U), por lo tanto ¢ 1 (U) N o (V) C o(U).

Veamos que o|°") : V — (V) es un homemorfismo con la topologia de subespacio.
Para U C V abierto (como V C Y es abierto entonces U C Y es abierto) y ¢ : X — Y
continua se tiene que ¢ ' (U) C X es abierto; entonces o(U) = ¢ 1 (U) N o(V) es abierto
en o(V) con la topologia de subespacio. Tenemos entonces que o|”") : V — o(V) es
una aplicacién abierta (con la topolgia de subespacio de X sobre o(V')) en consecuencia
o|”V): V — o(V) es un homemorfismo. O

Lema A.1.37. Sean [ y [¥ acciones de G sobre las variedades X e Y respectivamente
y f: X — Y suave y G-equivariante. Entonces, para cualquier £ € gy x € X, tenemos

que T: f (Ex (2)) = &y (f(2)).

Demostracion. Tenemos,

T:f(6x(2) = Tof(Gl=ollpue (@)

d

di f(lfxp(tg)(f))
d
| e (@)

= &(f(a)

t=0

t=0

O

Definicién A.1.38. Decimos que una aplicacion f : X — Y entre espacios topoldgicos
es una aplicacion abierta si f(U) es abierta en Y para todo U C X abierto. Y decimos
que es una aplicacion relativamente abierta si f(U) es abierta en f(X) con la topologia
del subespacio, para todo U C X abierto. De manera similar, decimos que f es aplicacion
cerrada si f(C') es cerrada en Y para todo C' C X cerrado, mientras que es una aplicacion
relativamente cerrada cuando f(C') es cerrada en f(X) con la topologia del subespacio.

Lema A.1.39. Supongamos que G actia sobre X e Y de tal manera que 75¢ : X —
X/Gyn¥% Y — Y/G son G-fibrados principales. Sea f : X — Y una aplicacién G-
equivariante suave relativamente cerrada y f : X /G — Y/G la aplicacién suave inducida
en los espacios cociente. Entonces, f es una aplicacién relativamente cerrada.
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Demostracién. Sea C' C X/G cerrado y Z := f(X/G) C Y/G con la topologia de subes-
pacio. Entonces, por la continuidad de 7#%¢ C = (& XG) 1(C) € X es cerrado y, por
la G-invariancia de 75¢, C' es G-invariante; ademés, C' = 75¢(C). Como f es relativa-
mente cerrada, f(C) C f(X) es cerrado con respecto a la topologia relativa y, siendo f
G-equivariante f(C') es G-invariante.

Como f(C') es cerrado en f(X) con la topologia relativa, f(C) = V N f(X) para algin
V C Y cerrado. Consideremos V' := ﬂgeclgy(\/), que es cerrado en Y , es G-invariante
y V' C V. Por lo tanto, V' N f(X) C VN f(X) = f(C). Inversamente, si f(c) € f(C) =
VN f(X), entonces f(c) € V' y, para g € G, tenemos ly (f(e) = f(l;il(c)) e f(C)cV
de modo que f(c) € I} (V). Por lo tanto, f(c) € N G g( ) =V’ y, entonces, f(C) C V'
y, mejor, f(C) C V' N f(X). Por lo tanto, f(C) = V' N f(X). Esto dice que al escribir
f(C) como cerrado en la topologia relativa, se puede suponer que el conjunto cerrado en
Y es G-invariante.

Ahora, como f(C), V' y f(X) son G-invariantes,

ACa (&)

o
o

= wY’GEV’ﬂf(X»
L

F(C)

con 7V C Y/G cerrado (porque (m YO (g YG(V )) = V' es cerrado). Entonces f(C)
resulta cerrado en Z, para C' cerrado. Por lo tanto, f es relativamente cerrado.
U

Proposiciéon A.1.40. Sea f : X — Y un embebimiento. Entonces, f es una aplicacion
relativamente abierta y relativamente cerrada.

Demostracion. Sea C C X cerrado. Entonces, como f|/*) : X — f(X) es un homeo-
morfismo (f(X) equipada con la topologia de subespacio), f(C) = ((f|/®) ™)) es
cerrado en f(X), por lo tanto f es relativamente cerrada. Con el mismo argumento se
prueba que f es relativamente abierta. O

Proposicién A.1.41. Supongamos que G actia sobre X e Y de tal manera que 7% :

X — X/Gy "% .Y — Y/G son G-fibrados principales. Sea f : X — Y una
inmersion inyectiva G-equivariante. Sea f : X/G — Y /G la aplicacién suave inducida
en los espacios cociente. Entonces, f es una inmersion inyectiva.

Demostracion. Comprobamos primero la inyectividad de f. Si f(7X%(z)) = f(xC ("))
para algunos z, 2’ € X, tenemos que 7% (f(z)) = 7% (f(2')) y, entonces, existe g € G
tal que lgy(f(x)) = f(2'). Entonces, por la G-equivarianza de [ tenemos f(I;(z)) =
1Y (f(z)) = f(2’), de modo que, como f es inyectiva, [ (z) = ',y Conclu1mos que
X0 (x ) = 7XG(2’). Por lo tanto, f es inyectiva. Ahora, para d, € T, (X/G) SUpONgamos
que T,f(6,) =0 € T5(Y/G). Como 7%C es una submersién subyerctiva, existen x € X

y 0, € T, X tales que r = 5% (z) y 6, = T,7%(4,). Entonces,
0= Trf(ér) = Tva»G(a: f(T ™ G( 0z)) = Tr(vaWX’G)(ér) = TI(WY’GOf)(ér) = Tf(r)WY’G(Trf(ér))'
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Entonces T, f (0,) € ker(Tfun*%) y como sabemos que, para cualquiery € Y, ker(T,n"¢) =
{&(y) : € € g} (el espacio vertical de 7¥°¢), concluimos que existe £ € g tal que T, f(6) =
& (f(x)). Entonces, por el Lema A.1.37, tenemos T, f(d,) = & (f(x)) = T f(Ex(x)).
Como f es una inmersion, T, f es inyectiva y concluimos que ¢, = {x(x), por lo que
o, = Tym¥C(8,) = Tum¥(Ex(2)) = Opx6y € Trxo((X/G), demostrando que T.f es

inyectiva, y concluyendo que f es una inmersion inyectiva. O

Proposicién A.1.42. Supongamos que G actia sobre X e Y de tal manera que 7% :

X — X/Gya"% .Y — Y/G son G-fibrados principales. Sea f : X — Y un embe-
bimiento inyectivo G-equivariante. Sea f : X/G — Y/G la aplicacién suave inducida en
los espacios cociente. Entonces, f es un embebimiento.

Demostracion. Por la Proposicién A.1.41, sabemos que f es una inmersién inyectiva. Por
la Proposicién A.1.40, f es relativamente cerrada, por el Lemma A.1.39, f es relativamente
cerrada. Entonces, f|/(X/%) es una biyeccién continua que es cerrada, por lo tanto, es un
homeomorfismo, demostrando que f es un embebimiento.

O

A.2. Categorias

En esta seccién recopilamos una serie de definiciones basicas, ejemplos y resultados
simples de la Teoria de Categorias. Vamos a denotar a la categoria de conjuntos y funciones
por Set, a la categoria de espacios topoldgicos y aplicaciones continuas por Top, a la
categoria de variedades suaves y aplicaciones suaves por M fd y a la categoria de grupos
y morfismos de grupos por Grp.

Definicién A.2.1. Sea C una categoria. Un objeto 0 € ob¢ es llamado objeto inicial de C
si para cualquier A € obe, existe un tinico 0 € hom¢(0, A). Un objeto 1 € obe es llamado
objeto terminal de C, si para todo A € ob¢ existe un unico 14 € home(A, 1). Si un objeto
en C es inicial y terminal, entonces es llamado objeto cero. Los objetos iniciales y finales,
cuando existen, son unicos, salvo isomorfismo.

Definicién A.2.2. Sea C una categoria. Un diagrama B L P AenCesun pullback
del diagrama B % C d AenCsiel diagrama,

P24 (A.2.1)

f f
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es conmutativo y dado cualquier diagrama B D% AenC tal que el diagrama

iy (A2.2)

D
f/l f
B

— O

g

es conmutativo, existe un tnico § € home(D, P) tal que el siguiente diagrama es conmu-

tativo
p —l A
lf

_>C

g

(A.2.3)

\e

Esta definicion universal permite demostrar que los pullbacks, cuando existen, son
unicos salvo isomorfismos.

Ejemplo A.2.3. Sean f € homge(X,Z) y g € homge (Y, Z). Definimos

XrxgVi={(z,y) e X xY: f(x) =g(y)} = (f x 9) ' (Az)

yseap] : Xyx,Y — X yph: Xyx,Y — Y las proyecciones de Xy x,Y . Es inmediato
que el siguiente diagrama es conmutativo.

X;x, V2 x (A.2.4)
pSl lf
Y Z

Ahora, supongamos que W es un conjunto, hy € homge (W, X) y hy € homge(W,Y)
son tales que el diagrama

hx

—

4% X (A.2.5)
q )

Y ——7
es conmutativo. Entonces, definimos

§: W — X5 x, Y por 6(w):= (hx(w),hy(w));

como fohy = gohy entonces la imagen de ¢ estd contenida en X; x, Y, por lo tanto o
estd bien definida. De las definiciones, el siguiente diagrama en Set
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W (A.2.6)

h
\ X
pY

Xpx, YA =X

| |

Y A

hy

es conmutativo. Ademads, si &' € homge (W, X X, Y) hace que el diagrama conmute
(remplazando 6 por §'), tenemos que pj(d'(w)) = hx(w) y p5(d'(w)) = hy (w), entonces
0" = §. Por lo tanto, ¢ es el inico morfismo que hace que el diagrama conmute y concluimos

queYéXf ngiXesel pullback en Set deY %z X

Ejemplo A.2.4. La construccién del pullback en la categoria de Set descripta en el
ejemplo A.2.3 se puede usar en otras categorias con mas estructura. Por ejemplo, en la
Categoria T'op de espacios topoldgicos y funciones continuas, donde X, Y y Z son espacios
topolégicosy f: X — Zy g: Y — Z son funciones continuas, Xy x,Y C X xY tiene
la topologia de subespacio de la topolgia producto de X x Y y por esta eleccidén, ambas

p] y p5 son funciones continuas. Es facil verificar que Y vick Xyx,Y P X es un pullback
deY&Z(iXenTop.

Ejemplo A.2.5. Sea X,Y y Z en obya y f € homyypa(X, Z), g € hompypa(Y, Z).
En la categoria de variedades suaves, X ;X Y no siempre sera una variedad suave o
P}y ph (las restricciones de las proyecciones a X X, Y ) pueden nos ser suaves. Sea

fxg: X XY — ZxZ, definida por (f x g)(z,y) := (f(x),g(y)), si f X g es tranversal
a Az entonces por el Teorema A.1.13,

X px, Y =(fxg) " (Az)
es una subvariedad embebida de X x Y. Ademds las proyecciones p], p} restringidas a
X ;x, Y resutan suaves. Por lo tanto, bajo la condicién de transversalidad, el diagrama

(A.2.4) es conmutativo en M fd. Es fécil verificar que Y’ 2 x %Y 7y X es un pullback
deY %z X en Mfd

Definicién A.2.6. Sea C una categoria con un objeto inicial 0y f € hom¢(A, B). Decimos

que (K, f,g) es un nucleo categorico de f si 0 LK% Aesun pullback en C de 0 ﬁ

B A, donde 08 € hom¢(0, B) es el morfismo inicial. Entonces, el siguiente diagrama
conmuta en C,

g

K—=A
f lf

(A.2.7)
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Usualmente, denotamos a K con Ker(f). Observar que cuando 0 es un objeto cero en
C, f = Ok debe ser el inico morfismo en home(K,0) y, entonces, decimos simplemente
que (K, g) es un nucleo de f.

Lema A.2.7. Sean C una categoria con objeto cero y (Hi,j;) un nicleo categérico de
f € hom¢(A, B).

1. Si(H,, j2) es un nicleo categérico de f entonces existe un isomorfismo n € home(H,, Hy)
tal que el siguiente diagrama en C es conmutativo:

J.B (A.2.8)

1¥'1 J1

| A4

H,y
2. Inversamente, si existe un isomorfismo n € home(H,, Hy) tal que (A.2.8) es conmu-
tativo, entonces (H», j2) es un nicleo categérico de f.
Demostracion. Se demuestra utilizando la definicién de pullback. O

Definicién A.2.8. Sea C una categoria. Un morfismo f € hom¢(A, B) es un monomorfis-
mo en C, si para cualquier C' € C, el morfismo K : hom¢(C, A) — hom¢(C, B) definida
por K(g) := f o g es inyectiva (en la categoria de conjuntos).

Definicién A.2.9. Sea C una categoria . Un morfismo f € hom¢(A, B) es un epimorfismo
en C, si para cualquier C' € C, el morfismo K : hom¢(B,C) — hom¢(A, C) definida por
K(g) := go f esinyectivo (en la categoria de conjuntos).

Definicién A.2.10. Sean C y D categorias. Un funtor F': C — D es una correspondencia
que,

1. a cada objeto A € C asocia un objeto F(A) € D.
2. a cada morfimo f € hom¢(A, B) asocia un morfimo F(f) € homp(F(A), F(B)).
3. F(idy) = idp(a) para todo A € C.

4. F(gof)= F(g)oF(f) para todos los morfismos f € hom¢(A, B)y g € home(B,C).

Definicién A.2.11. Sea C una categoria y Set la categoria de conjuntos. C es una cate-
goria concreta cuando existe un funtor F' : C — Set fiel. En otras palabras, si la funcién
Feset : home(A, B) — homge(F(A), F(B)) asociada al funtor es inyectiva para cada
A,BeC.
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Ejemplo A.2.12. En todas las categorias concretas, como por ejemplo Top, Grpy M fd,
un morfismo suryectivo (inyectivo) es un epimorfismo (monomorfismo). En algunos casos,
los epimorfismos son morfismos suryectivos, como en la categorias Set, Top' y Grp. En
la categoria de anillos, la inclusién de Z en @Q es un epimorfismo que no es un morfismo
suryectivo.

Lema A.2.13.SiB < P % Aesun pullback en C de B % C LA y g es monomorfismo,
entonces g es un monomorfismo.

Demostracion. Sea D € obc 'y hy,hy € home (D, P) tal que go hy = go hy entonces
fogohy = fogohsy. Porla conmutatividad del diagrama (A.2.1) tenemos que go foh; =
g o f o hy, entonces tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

(A.2.9)

Por la propiedad universal del pullback existe un tnico § € home(D, P) como en el
diagrama (A.2.3) entonces concluimos que h; = § = hy, por lo tanto § es un monomorfis-
mo.

I

Lema A.2.14. Sean C una categoriay 1, A € ob¢c donde 1 es un objeto terminal. Entonces,
cualquier f € home(1, A) es un monomorfismo.

Demostracion. Sean B € obc y hy, hy € home(B, 1) tal que foh; = fohy. Como 1 es un
objeto terminal entonces concluimos h; = ho. Por lo tanto f es un monomorfismo. ]

Definicién A.2.15. Sea C una categoria con un objeto cero. La sucesion en C
AL B%C (A.2.10)

es una extension categorica de C por A si (A, f) es ker(g) (en el sentido de la definicién
A.2.6) y g es un epimorfismo. La extension de (A.2.10) se dice escindida si existe s €
hom¢(C, B) tal que g o s = idc.

Observaciéon A.2.16. En el contexto de la Definicién A.2.15 cuando (A.2.10) es una
extension, el morfismo f es un monomorfismo. El hecho que (A, f) sea nicleo de g significa

C
que 0 &4l Besun pullback de 0 9 ¢ <& B donde 0 € obc es el objeto cero y
04 € home(A,0) es tinico porque 0 es terminal. Entonces 0¢ (el tinico morfismo de 0 a C')
es un monomorfsimo por el Lemma A.2.14 y f es un monomorfismo por el Lema A.2.13.

1Si uno considera solo espacios Topolégicos Hausdorff, existen epimorfismos que no son suryectuvos,
comoexp: C— C
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Observaciéon A.2.17. También podemos querer extender la nocién de extensién de
categorias C al caso en que no existe objeto cero, pero, si un objeto inicial 0. En este
caso nos preguntamos si (A, g, f) es el nicleo de g para algin g € hom¢(A,0). En la
practica, puede ser que g esté determinado candnicamente, y mantenemos la notacién
(A, f). Cuando 0 no es objeto terminal, el argumento usado en la Obervacién A.2.16 para
probar que f es un monomorfismo no vale. Sin embargo, se puede salvar si se pudiera
probar de forma independiente que 0 es un monomorfismo.
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