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Trabajo de Iniciacién a la Investigacion Analisis de convergencia

1. Introduccién

Consideraremos el problema de determinar una solucién z* € R™ que verifique el sistema
de ecuaciones no lineales

F(z) =0 (1)

donde F : R® —» R™ es una funcién continuamente diferenciable, su matriz Jacobiana de F
en z es Lipschitz continua y m < n. Llamaremos sistemas indeterminados a este tipo de
sistemas de ecuaciones no lineales.

En este trabajo estudiamos la teoria de convergencia del método quasi-Newton inexacto
propuesto en [7] para resolver sistemas de ecuaciones no lineales no cuadrados. Basados en
esa metodologia en este trabajo analizaremos las hipotesis necesarias para obtener un resul-
tado de convergencia local para el método quasi-Newton propuesto en [3] para resolver la
misma clase de problemas sin el uso de derivadas.

En [3] los autores presentaron dos métodos libres de derivadas para resolver sistemas
indeterminados de ecuaciones no lineales. Uno de ellos, llamado DF-QNB, es un método
quasi-Newton que utiliza la formula adaptada de Broyden de rango uno para la actualizacion
de las matrices. Consideraron la funcién de merito continuamente diferenciable f: R™ — R
que consiste en una medida residual de F en z, f(z) = § | F(z)||*. El proceso iterativo se
basa en una condiciéon de descenso no monétona en la cual no se utiliza informacién sobre las
derivadas. Los autores han demostrado resultados de convergencia global y han analizado
el desempeno computacional del método en problemas test de la literatura de pequeno y

mediano tamano mostrando su efectividad.

Notaciones:
I
T2
ez R =
Tn
Fi(z)
Fy(z)
e F:R*" 5 R™ F(z) = ’ donde F; : R®" —» R paracadai=1,...,m.
o)

Departamento de Matemaética - Facultad de Ciencias Exactas - UNLP Hoja 4 de 35



Trabajo de Iniciacién a la Investigacion Analisis de convergencia

e J(z) representa a la matriz Jacobiana de F en z, es decir: J(z) =

3
F

o1 Y Oz

o flz) = FIF@I

¢ 9(z) = J(2)'F(z) = V (J IF@)II") = V (f(x)).

e || . || representa la norma 2.

o Si{zi}ren €s una sucesion y K = {k;, k2, k3, ...} es un subconjunto infinito de N tal
que k; < kj si 1 < 7, denotamos:

lim z; = lim zg..
keK j—ooo

e B es una matriz R™*" y se puede pensar como una aproximacion de la matriz Jacobiana

J(z).

2. Generalidades

En esta seccion daremos algunos conceptos basicos que seran utilizados durante el pre-
sente trabajo.

Definicion 2.1. Si f :  C R™ — R decimos que z* es minimizador global de f en Q si
f(z*) < f(z) para todo z € Q.

Definicién 2.2. Si f : @ C R* — R decimos que z* es minimzizador local de f en Q st
f(z*) < f(z) para todo z € QN B(z*,T).

Definicion 2.3. Decimos que z* es punto estacionario del problema (1) si es solucion de
(1) o es un minimizador global de ||F(z*) + J(z*)(z — z*)||. Como esta funcidn objetivo es
conveza, es equivalente a decir que x* es un minimizador local de ||F(z*) + J(z*)(z — z*)||.

Definicién 2.4. Un Algoritmo se dice globalmente convergente si todo punto limite de
la sucesion generada por el Algoritmo es un punto estacionario del problema.

Definicién 2.5. Diremos que un método es localmente convergente en relacion a un de-
terminado tipo de solucidon del problema considerado si, dada una solucion z*, eriste € > 0 tal
que toda sucesion {z,} generada por el Algoritmo converge a z*, siempre que ||zo — z*|| < e.

Definicién 2.6. Si la sucesidn {z} converge a z* de manera que

i I =2l _
k—oo ||z — z*|
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donde C € (0,1) se dice que la sucesion converge linealmente a z*.
Definicién 2.7. La convergencia se dice que es superlineal si

o ok =2l _

= 0.
koo ||z — 2|

Ejemplo 2.8. La sucesién {z;} = {1 + k~*} converge superlinealmente a z* = 1.

Definicion 2.9. Si la sucesion {zi} converge a z* y ezisten una constante C > 0 y kg > 0
tales que

2
zk41 — 2*[| < Cllz — 2|
para todo k > kg, se dice que la sucesidon converge cuadrdticamente a z*.

Definicién 2.10. Decimos que J(z) es Lipschitz continua con constante L > 0 si

17(z) = J@W)Il < Lllz -yl
para todo z,y € R™.

2.1. El método de Newton

En esta seccion esbozaremos brevemente el Método de Newton para resolver sistemas
cuadrados de ecuaciones no lineales, asumiendo que el sistema a resolver tiene solucion.

Vamos a considerar el problema de determinar z* € R™ que satisfaga F.(z) = 0 donde
F, : R® — R". La solucién de este problema se ird aproximando por una sucesién de puntos
{z«} generada por el método de Newton.

Dada cada aproximacioén z, se construye un subproblema con una resolucién mas sim-
ple. La aproximacién z,,; es la solucién del subproblema. El subproblema cambia de una
iteracion a otra y su solucién estard, bajo ciertas condiciones, cada vez mas proxima a la
solucion del problema original.

En nuestro problema a considerar, el k-ésimo subproblema viene de considerar la aproxi-
macién de Taylor de orden 1 de F(z) alrededor del punto z, es decir, la funciéon L,(z) dada
por:

F.(z) = Lg(z) = Fo(zx) + J(zk)(z — k).

Siguiendo lo que describimos antes, el punto zx,; es una solucién de
Ly(z) = 0. (2)

Si J(zx) es no singular, (2) tiene solucién unica. La iteracion de Newton consiste en resolver
el sistema lineal .
J(zk)sk = —Fe(zk)

®
— Vi
Tr41 = T + Sk
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donde J(z\) es la matriz Jacobiana que presentamos antes, evaluada en z.

El método de Newton posee una propiedad unica entre los Algoritmos para resolver
sistemas: la invarianza por traslaciones en coordenadas, tanto en el dominio como en el
codominio. En el codominio significa que las iteraciones de Newton aplicadas a F.(z) = 0
son las mismas que las aplicadas al sistema AF.(z) = 0 para cualquier matriz A no sin-
gular. La invarianza en el dominio consiste en que si {zx} es la sucesién newtoniana para
F.(z) = 0, entonces las iteraciones para el sistema F.(Az + b) = 0 con A no singular y con
la aproximacion inicial Az + b son puntos de la forma Az + b.

Ventajas y desventajas del método de Newton:

a) Ventajas:

e Es cuadraticamente convergente si el punto inicial xy es una buena aproximacion de z*
y J(z*) es no singular.
e Solucion exacta en una iteracion para una F; afin.

b) Desventajas:

e No es globalmente convergente para muchos problemas.

e Requiere la evaluacion de J(zx) en cada iteracion.

e Cada iteracion requiere la solucién de un sistema de ecuaciones lineales, que puede ser
singular o mal condicionado.

Presentamos a continuacién un teorema de convergencia local para el método de Newton:

Teorema 2.11. Sea F, : R® — R" continuamente diferenciable en un conjunto abierto
convezo D C R™. Supongamos que ezisten z* € R™ yr,3 > 0 tales que {z € R" : ||z — z*|| <
r} C D, Fy(z*) = 0, egiste (J(z*))™" con ||(J(a:‘))_l|| < B y J(z) es Lipschitz continua con
constante v en el conjunto {z € R": ||z — z*|| < r}. Entonces, eziste ¢ > 0 tal que para todo
zo € {x € R": ||z — z*|| £ €} la sucesion x1,z,,... generada por

Tryy = Tk — (J(zk)) "} Fuo(zx) para todo k=0,1,...
estd bien definida, converge a * y cumple que
lzes1 — z*|| < By llzk — z*||* para todo k=0,1,...

Demostracion. Se encuentra demostrado en el Teorema 5.2.1 de [2]. ]

2.2. El método de Newton discreto

Una variacion de (3) con practicamente las mismas propiedades tedricas y practicas que
evita el cilculo de derivadas es el llamado método de Newton discreto. El esquema de ese
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método es analogo a resolver el sistema (3) con la excepcion de que las derivadas consideradas
no son las analiticas, sino sus aproximaciones por diferencias finitas. Mas precisamente, la
columna j de J(zy) es sustituida por

Fc(il?k + hej) - Fc(fltk)
h

donde h es un paso pequeno y {ey,...,e,} es la base canonica de R™.

La implementacién de una iteraciéon del método de Newton discreto, aunque no exige el
célculo de derivadas, si no la evaluacion de la funcién F, en n + 1 puntos, puede ser bas-
tante costosa computacionalmente, por eso siempre que sea posible, deben ser utilizadas las
derivadas analiticas.

La resolucion del sistema lineal (3) cuando la matriz Jacobiana es no singular, se puede
. . <z 3 .
obtener via factorizacion LU con un costo de O (%) operaciones.

Por lo tanto, el trabajo realizado en una iteracion del método de Newton consiste en la
.. . , 3 . .
evaluacion de F, en z; y sus derivadas, mas las O ("?) operaciones necesarias para resolver

(3)-

En el caso que J(z;) sea singular se debe adoptar alguna estrategia para no afectar el
procedimiento del método.

Presentamos a continuacién un teorema de convergencia local para el método de Newton
discreto:

Teorema 2.12. Sean F, : R®™ — R" y z* cumpliendo las hipétesis del Teorema 2.11, entonces
ezisten €,h > 0 tal que si {hi} es una sucesion real con 0 < |hx| < h yzo € {T € R":
|z — z*|| < €}, la sucesion x,,z,,... generada por

Try1 = Tk — (Ax) ' Fo(zy) para k=0,1,...

donde . 5 P
(Ap); = (2 + hues) = Fe(z) para j=1,...,n
j Ry
estd bien definida y converge linealmente a z*. Si
i =0

la convergencia es superlineal.

Si eziste alguna constante c; tal que

lhe| < e llzx — =¥,
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0 equivalentemente, una constante c, tal que
[hi| < co || Fe(z)l|
entonces la convergencia es cuadrdtica.

Demostracion. Se encuentra demostrado en el Teorema 5.4.1 de [2]. ||

2.3. Meétodos quasi-Newton

Se definen como métodos quasi-Newton a aquellos Algoritmos para resolver sistemas
cuadrados de ecuaciones cuyas iteraciones tienen el siguiente formato:

Bisg = —Fo(zy)
Tyl = Tk + Sk

—~
>
—

donde Bx € R®*" es una aproximacién de la matriz Jacobiana J(zy).

Los métodos de quasi-Newton practicos son aquellos en que B +11 puede ser obtenida
facilmente a partir de B, 1 esto es, con a lo sumo O(n?) operaciones. De esta manera, los
calculos efectuados en (4) podrian ser efectuados con un costo de O(n?) en términos de
tiempo por operacion. Algunas implementaciones de los métodos de quasi-Newton trabajan
con factorizaciones de las matrices By y no con sus inversas. En esos casos, se busca que la
factorizacion de By, se pueda obtener a partir de la factorizacion de By en tiempo del orden

O(n?).

. 3 . .
De esta forma, vemos que el esfuerzo computacional O ('—‘3—) usado por Newton disminuye

a O(n?) cuando se utilizan métodos quasi-Newton adecuados.

Los métodos secantes son una familia de métodos del tipo quasi-Newton. Como hicimos
antes, pensemos que en la iteraciéon & la funcién F,(z) es aproximada por

Li(z) = F.(zi) + Bi(z — z¢).

Escribiendo el mismo tipo de aproximacion para la iteraciéon k + 1 tenemos:

Fo(r) = Liy1(7) = Fo(Ths1) + Brar(T — Tiqr)-
La idea «secante» consiste en imponer que la funcién lineal L;,,(z) interpole a la funcién

verdadera en los puntos xx.; y Zx, es decir:

Liy1(zis1) = Fo(zisr) ¥
Liy1(zi) = Fe(zk)

La condicion Ly, (Zk+1) = Fe(zks+1) se satisface automaticamente por la definicion de
Li.
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La condicién Ly, (zx) = F.(z) es equivalente a

FC(xk) = Fc(IkH) + Bi1(zk — Thi1)

Biy15k = Yk (5)

donde yx = Fo(zk41) — Fe(zk) ¥ Sk = Zr41 — k. La ecuacion (5) es llamada la ecuacién
secante. Podemos pensar (5) como un sistema lineal cuya incognita es la matriz Bi,,. Asi
interpretado, el sistema tiene n? variables (las entradas de Bi,;) y n ecuaciones.

Solamente en el caso n = 1 el sistema tiene solucién tnica.

Sin > 1y sx # 0 hay infinitas matrices B que satisfacen Bs; = y,. Diferentes elecciones
de esa matriz definen diferentes métodos secantes. Por ejemplo, si buscamos By, de
manera que la diferencia ABy = Bg,, — By sea una matriz de rango uno, tenemos por (5)
que

ABis = yx — Bisi

y podemos tomar

(yx — Brsg) w¥

wi'sk

ABy =
con wy € R™ arbitrario y no ortogonal a s.

La elecciéon wy = si define el primer método de Broyden. Esta actualizacion mini-
miza ||B — Bg|| sobre todas las matrices B que satisfacen Bsy = yi (ver Lema 11.4 de [9]).

Si wy = yr — Bxsk es el método conocido como correccién simétrica de rango uno.

Presentamos a continuacién un teorema de convergencia local para el método de quasi-
Newton:

Teorema 2.13. Supongamos que todas las hipdtesis del Teorema 2.11 se cumplen y que
ezisten constantes positivas €,0 tal que

lzo —a*|| <€y ||Bo— J(z*)|| < 6.

Entonces la sucesion {zi} generada por el método de Broyden estd bien definida y converge
superlinealmente a z*.

Demostracion. Se encuentra demostrado en el Teorema 8.2.2 de [2]. |
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Los métodos de Newton y de quasi-Newton no son globalmente convergentes para resolver
el problema F.(z) = 0. Para garantizar la convergencia global es que se introduce una
bisqueda lineal sobre la funcion de mérito f que va a permitir demostrar la convergencia
global del método de quasi-Newton que estudiaremos en una seccién siguiente.

3. Biusqueda lineal no monétona libre de derivadas

En esta seccion nos ocuparemos de la bisqueda lineal, que en este trabajo serd no moné-
tona y libre de derivadas, que se utilizara en el método de quasi-Newton que usaremos en la
seccion siguiente.

La estrategia se basa en la bisqueda lineal propuesta en [4]. Dada la iteracion actual z;
y una direccion de bisqueda dy, el Algoritmo busca una longitud de paso a4 tal que

f(zk + ard) < 055251‘34(_1 J(Zr—z) +me — voi f(xk) (6)

[o o]
donde M es un entero no negativo, 0 <y <1, m >0y > m =1 < 0.
k=0
Este procedimiento combina la siguiente estrategia de busqueda lineal no monétona de

optimizacién sin restricciones:

flax+ardy) < Sg%ég_l f(zr—j) + vV f(zx) dx (7

con el esquema de busqueda lineal libre de derivadas de [5]:

IF (2 + axdi)ll < (1 +m) 1F (i)l = voi lldill® (8)

En este trabajo dada una direccion de bisqueda di, basandonos en (7) y (8) conside-
raremos la siguiente condicion de aceptacion en la bisqueda lineal:

floetondy) < méx  f(zp-z) +m — yai lldell®,
donde ||d||* reemplaza a f(z) en (6).
3.1. Algoritmo de biisqueda lineal

Dados zk, d € R*, 0 < Trpin < Tmaz < 1,0<y <1, M € N, M >0, {n} tal que 7 > 0
[o ]
y Y me=mn<oo.

k=0
Paso 1: Calcular f = maz{f(zx), ..., f(Tmaz{ok-m+1})}
Fijar oy = a_ = 1.

Paso 2: Si f(zy + ayd) < fri + M — vl lldl?,
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definir dy, = d, o) = oy, Tp4) = Tk + apdi

si no
. v 2 2
si f(zx —a_d) < fi +m — v ||d|,
definir dy, = —d, ap = 00—, Try1 = Tx + ardy
si no
elegir a+new € [Tmina+7 Tma:ra+]’ A _new € [Tmina—: Tma.ta—];
definir o, = @4 new, @~ = @_,ey € iniciar nuevamente el Paso 2.

Proposicién 3.1. El Algoritmo de busqueda lineal estd bien definido.

Demostracion. Para n; > 0 la condicion
f(zi+ ard) < fi +m — vo2 ||d)?

se cumple después de un nimero finito de reducciones de a,.

Analogamente con )
flax — a-d) < fi+m —ya? ||d]*.
[

El siguiente es un esquema general del Algoritmo que se utilizara para resolver el pro-
blema (1):

Algoritmo General
Dados zg, F(zo), M € N,0 < Tpin < Tmar < 1,0< €< 1,0 <y < 1,{m} tal que n > 0
y ). m=n < oo.
k=0
Sea k « 0.
Paso 1: Si | F(z)|| < € maz{],|F(zo)|} parar.
Paso 2: Calcular una direccién de busqueda dj.

Paso 3: Buscar oy y definir 441 = x4 + ady usando el Algoritmo de bisqueda lineal.

Actualizar k « k + 1 y volver al Paso 1.
Proposicién 3.2. Para todo k € N, consideremos el conjunto

Ur = maz{ f(Z-1ym+1), -+ f(Tem) }

y definimos v(k) € {(k —1)M + 1,...,kM} el indice tal que f(z,x)) = Ux entonces, para
todo k=1,2,...

f(@og+ny) < flzuwy) +1
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donde

Demostracion. Por el Algoritmo de bisqueda lineal tenemos

F(@es1) = flaze + apd) < fe+m — a2 ||d]?

f@es) = f(ze — acd) < fi +m — vl ||d|)?

donde f; = maz{f(zk), ..., f(Tmazfok-m+1})}, entonces

f(zem+1) € maz { F(@g-1ym+1))s - - - f(@har) } + menr — Yok lldia )
= Uk + memr — Yo lldiene |

como v > 0, entonces —yaz,, lldia||*> < 0, con lo cual
F(@eme1) < Uk + mem-

Anéilogamente,

f($kM+2) < mazx {f(x(k—l)(M+2)), e ,f(l‘kM+1)} + MeM+1 — 7aiM+l ”dch+1||2

= maz {Uy, f(Trm+1)} + Mep41 — ’YaiM+1 ||dch+1||2
como v > 0, entonces —yaZy.; ||dkpr+1]]> < 0, con lo cual
f(@imy2) < maz (U, f(Tem1) } + Memrn
y como vimos que f(zgp+1) < Uk + nkp obtenemos que
f(@rms2) < U + ks + Memr4r
Haciendo un proceso inductivo:

f(@rm+1) < Uk + mem
f(@rm+2) < U + Memt + Mem+1
f(@kmss) < Uk + Mem + Mem+1 + Mem+2

f(@rmaq-1) S Uk +mem + -+ Mem+(-2)
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2
luego f(zkmt) < Uk +Mim + - + TeM+t-1) = Y¥%pr4¢-1) l|dkm+a-nl| -

Obtenemos que:

i-1
f@rm) < U+ ZﬂkM+j - ’7‘12M+(1—1) ||dkM+(l—l)”2 para | =1,2,...
=0
Por hipoétesis, definimos v(k) € {(k—1)M +1,...,kM} el indice tal que f(z,4)) = Uk,
entonces v(k+1) € (kM +1,...,(k+1)M} ={kM +1,...,kM + M} es el indice tal que
f(@ok+1)) = Uksa-

M-1
2
Uey1 = f(fu(k+1)) SUk+ Z NkM+5 — 70.2/(k+1)—1 ”du(k+1)—1||
=0
entonces, para todo k =1,2,...
M-1 \
F@urn) < F@uy) + D Memres — 102 (eyryr [|duesny-a |-
=0

Como v > 0, entonces _703-(k+1)—1 ||d,,(k+1)_1||2 <0, con lo cual

aF_w
vi—1

F@uesn) < F @) + D Ments
j=0

< flzuw) + Z NkM+j
=0

< f(xuwy) +1
como queriamos demostrar. il

Proposicion 3.3. Se cumple que
, 2
dm o1 [|dvey-1 " = 0.

Demostracidn. Vimos en la demostraciéon anterior que para todo k= 1,2,...

M-1
2
F@uks1)) < flzow) + ZO MeM+5 — VO k41)-1 [|duisr)-1 |
J:

Si consideramos la ultima desigualdad para k =1,2,..., L obtenemos que:
k=1,
M-1 )
f(zue) < flzuq) + Z M+i — V2o 2)-1 || dv)-1 ]|
=0
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k=2,
M-1
f(zu@) < fzue) + Z MaM4j ~ V)1 vy,
3=0
k=L-1,
M-1 2
flxuwy) < f(@ue-1)) + Z L-1)M+j — ’70‘3@)—1 ||du(L)—1|| )
3=0
k=1L,
M-1 .
f@ue+y) < flzuw) + Z MLM+s = Vo any-1 [|dveana
=0
Por lo tanto,
M-1 9
F@uzen) < f@uw-n) + Y d-vmss = 1)1 dvay-a | +
=0
M-1 2
Z MLM+j — 70‘:2/(L+1)—1 ||dV(L+1)—1||
=0
M-1 )
<... < flmyy) + Z MM+j — 703(2)-1 ||d.,(2)_1|| +...+
3=0
M-1 5 2
Z ML-1)M+j — 'ya,z,(L)_l ”d,,(L)_1|| + Z NLM+j — ’701.2/(L+1)—1 ||dv(L+l)—1”
—0 i=0
’ M-1 M-1 ’ M-1 2
= f@) + Y tmas+ o+ > nw-nmes + D Mewtei = 101 [ldvo | -
7=0 Jj=0 Jj=0

2 2 2 2
cee T YY) ”dv(L)—l” — YO (L+1)-1 ”du(L+1)—1|| .
Reescribiendo las sumatorias bajo un mismo simbolo de sumatoria obtenemos que:
(L+1)M-1

M-1 M-1 M-1 M-1
Z”WH +...+ Z MmM+j+ ...+ Z ML-1)M+j + ZULM+]' = Z j

pues:
(L+1)M -1
Z N =0M +NMm+1+ ...+ NL+1)M-1
=M
=M+ NMMm+1+ ...+ NLM+M-1
y
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M-1 M-1 M-1 M-1
. MM+; + ...+ Z% Tem+j+ ...+ 'Zo ML-1)M+j T+ 'Zo NLM+j =

mM+ ...t mmMm+m-1+Mem + ...+ emim-1+ -+ 0L-ym + - -
FNL-yM+Mm-1) + 0L + .o F LM+ M-1 =
MM+ ...+em-1t+m+ ... +Mp-1+ ...+ Nm-m + ...

LM -M+M-1+ LM + - F NLM4M-1-
Analizando las restas:
—'76‘3(2)—1 ”dV(2)-1”2 - 75’.2;(3)-1 ”du(fi)—l”2 Terw 7a12/(L)—1 “dV(L)—IH2 -

) . L+1 ) g
Y (L+1)-1 ”dV(LH)—l” = "7]2::2 Qy(5)-1 ”d"(j)—l“ G

Con lo cual,

(L+1)M -1 L+1

f@ur+n) < flzoy) + Z n; — 720‘3@)—1 dugsy-a|” -
=M =2

Despejando,

L+1 (L+1)M-1

DI 1]l < f(zuqy) + > = f@uan)

j=2 j=M

como f es positiva,

L+1 \ (L+1)M-1
7Y g lld-al € fawm)+ Y m
=2 =M
o0
< f@uwm) + Y mj
i=M

= f(zu)) + 0.

L+1
Como v ) a?,(j)_l ”d,,(j)_1||2 estd acotada superiormente por f(z,q))+ 7y es creciente, la
j=2

serie

- 2
> algy-1 ldugy-1 |
-
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es convergente. Con lo cual,

dim oy ldugy-1]) =0

Proposicion 3.4. La sucesién {z,} generada por el Algoritmo General estd contenida en el
conjunto

Q={z €R" tal que f(z) < f(zuiny) +n}.

Demostracion. En la demostracion de la Proposicion (3.3) obtuvimos la siguiente desigual-
dad:

f®@u) < f(zuwy) + 1 para todo j > 1.

Por lo tanto, para k € N existe j, € N, jp > 1 tal que

f(zk) < f(zuy) +7

y como
f(@uio) < flzum) +1
tenemos que
f(ze) < flzu) + .

La desigualdad anterior vale para todo k, con lo cual, la sucesiéon {z;} esta contenida en €.
=

3.2. Analisis para el caso M=1

Analizaremos el caso en el que la bisqueda lineal libre de derivadas utilizada en el Algo-
ritmo de bisqueda lineal considera el caso M = 1.

Por la presencia del 7, la bisqueda lineal sigue siendo no monétona, pero impone un
comportamiento casi moné6tono de la funcion de mérito cuando zj esta cerca de la solucion.

Proposicién 3.5. Si tomamos M = 1 en el Algoritmo de bisqueda lineal, entonces:

s la sucesion {z} generada por el Algoritmo General, estd contenida en

Q= {z € R" tal que f(z) < f(zo) + 27}.

o0
s la serie S o2 ||di||* es convergente.
k=1
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Demostraciéon. Vimos en la Proposicion 3.4 que
{zx} C Q= {z €R" tal que f(z) < f(z,)) +n}
Tomando M =1 en el Algoritmo obtenemos que f(z) < f(x;)+ny
f(z1) = f(zo + aodo) < f(z0) + o — voi [ldoll®,

con lo cual,
{zk} C Q= {z € R" tal que f(z) < f(z0) + 21}

También vimos en la Demostracién de la Proposicién 3.3 que la serie

> 2
Y @iyt ldvgen]|

=1
es convergente. Tomando M =1 en el Algoritmo obtenemos que la serie

(e <]
2
> ok lldil
k=1

es convergente. |

Observacién 3.6. Cuando M = 1 en el Algoritmo de busqueda lineal, el esquema de
bisqueda es el siguiente:

fzx + axdr) < fzx) + me — va? ||dil

. 2 . . .
y se verifica que nx = 0 y a ||dx||” — 0. Entonces se observa que la biisqueda lineal impone
un comportamiento casi mondtono cuando el x; esta cerca de la solucién.

4. Meétodo de quasi-Newton libre de derivadas usando la
férmula de actualizacion de Broyden (DF-QNB)

Recordemos que el problema es determinar una solucién z* € R™ que verifique
F(z)=0
donde F' : R® — R™ es una funcién continuamente diferenciable y m < n.

En esta secci6on vamos a definir un método quasi-Newton basado en la férmula de ac-
tualizacion de Broyden para las matrices, con la busqueda libre de derivadas definida en el
Algoritmo de bisqueda lineal y estableceremos resultados de convergencia.

Vamos a definir la direcciéon de bisqueda como una solucién aproximada del sistema
lineal
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Bks = —F(:l!k)

y usaremos una férmula de actualizaciéon de Broyden:

(yk - Bksk) Si: (9)

Byy1 = By + :

donde:

Sk = Tk41 — Tk
Y = F(.’Ek+1) = F(Z‘k)

El objetivo es resolver el sistema lineal teoricamente, en forma exacta cuando sea posible
y de manera aproximada en otro caso.

4.1. Algoritmo DF-QNB

Dados g € R*, B e R™*™", 0 < v <1,0<60; <1, A > 0,0 < Trmin < Tmaz < 1,
0<e<l.

Sea k « 0.
Paso 1: Si |F(zi)|| < e maz{1,||F(zo)||} , parar.
Paso 2: Calcular la direccion dy.

Paso 2.1: Buscar d tal que
Bxd+ F(ze) =0y |d| <A

Si tal direccion es encontrada, definir: dy = d, 6x,, = 0% e ir al Paso 3.

Paso 2.2: Buscar una solucién d de

min (| Bed + F(z)|

Si d satisface que
|Bed + F(zi)ll < 6k 1 F(ze)ll y lldll <A
definir dy = d, 0,1 = 6% e ir al Paso 3.

Paso 2.3: Si no se encuentra una direcciéon d que cumpla las condiciones anteriores,
considerar dy, = 0, Txy1 = Tk, Oks1 = Q%l > 0 e ir al Paso 5.
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Paso 3: Buscar ay y zx41 = Tk + axd; usando el Algoritmo de busqueda lineal.
Paso 4: Actualizar By, usando la féormula de actualizacién de Broyden.

Paso 5: Actualizar k « k + 1 e ir al Paso 1.

4.2. Analisis de convergencia global

A continuacién analizaremos teoremas que establecen las hipdtesis necesarias para la
obtencién de resultados de convergencia global.

Teorema 4.1. Supongamos que el Algoritmo DF-QNB genera una sucesion infinita {z;},
que
Jim ((Bg — J(zx)) di, F(2x)) = 0 (10)

y que eziste ko € N tal que, para todo k > ko, 0 = 0 < 1, entonces, todo punto limite de
{zk}rek es una solucion de F(z) = 0, donde K = {v(1) — 1,v(2) - 1,v(3) - 1,...}.

Demostracion. Sea z* un punto limite de {zy } ke - Queremos ver que z* cumple que F(z*) = 0.

Como z* es punto limite de {zj}rek, existe un conjunto K; C K tal que kllf}I(l T =1z".
€Ky

Por la Proposicién 3.3 tenemos que /lcle% o? ||dk||? = 0. Como vale sobre k € K y K, C K,

vale también sobre k € K; entonces
lim of ||di)* = 0.
keK,
Pueden pasar dos casos:
a) lim a; #0
) keK, k #
b) lim a4 = 0.
) k€K k

Analizamos cada uno de esos casos por separado:
Si li = lim ||dx||> = 0= lim ||di|| = 0.
a) 8i lim o # 0 = lim [|di[|” = 0 = lim [|ds[| =0
Usaremos la dltima implicacion
Ii = 1
Mm [ldil =0 (11)

La direccién dy se calcula en el Paso 2 del Algoritmo DF-QNB. Pueden pasar 2 situaciones
en la busqueda de tal direccion:
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1) {k € N : d; es obtenida como solucién del sistema Bid + F(z;) = 0} es finito.

2) {k € N : dj, es obtenida como solucion del sistema Byxd + F(z;) = 0} es infinito.

1) Que {k € N : d; es obtenida como solucién del sistema Bid + F(x) = 0} sea finito,
indica que el Algoritmo paso6 finitas veces por el Paso 2.1, con lo cual existe k; € K, tal que

para todo k > k;,k € K, d; verifica la formula
|Bxd + F(zi)|l < 0k |F(zi)ll Yk > Kk
Vk € K,k > maz{ko,k} tenemos que
(Bidy, F(zx)) < &5 || F(zi)|?
pues:

”Bkd + F(.’L‘k)||2 = (Bkd + F(.’Bk), Bkd + F(.’L‘k))

= (Bxd, Bxd) + (Bid, F(zk)) + (F(zk), Brd) + (F(xx), F(zk))

= (Bkd, Bkd> +2 (Bkd, F(:Ek)) + (F(iltk), F(.’Ek))
= || Bed||* + 2 (Bid, F(zx)) + || F(zx) I

como || Bxd||* > 0,

2(Bed, F(z)) + | F(z)lI* <11Bedll® + 2 (Bed, F(z)) + || F(xi) ||

y por (12),
2(Bid, F(zx)) + || F(zx)l|* <6} || F (i) ||
<8 || F(zi)II*
entonces,
2(Bid, F(zx)) <6 |F(ze)l|* - ||F ()|
= (8* - 1) [IF (=) II?
con lo cual,

(Bkd, F(a:k)) S 9-2

-1
1P @I

Esto implica que,

62 —1
2

((Bx — J(zx)) dk, F(zk)) + (J(zx)d, F(z£)) <

[FE]

(12)
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pues:

(Brdk, F(zx)) = (Brd, F(zx)) — (J(zk)dk, F(z£)) + (J(zk)dk, F(zk))
= (Bkdk — J(.’Ek)dk, F(:Ek)) + (J(.'L‘k)dk, F(:L‘k)>

62 -1
< 5 | F (i)l

Tomando limites para k € K1,k > maz{ko,k,} en

62 —1
g

(Brdr — J(zk)dk, F(z)) + (J(zk)dk, F (1)) < |1 F (k)]

usando la continuidad de F(z) y de J(z) y los limites (10) y (11), obtenemos que

62 -1 .
0< 221 ipar.
Como 8 < 1, tenemos que ||[F(z*)|| = 0.

2) Como {k € N : dj. es obtenida como solucion del sistema Byd + F(z)) = 0} es infinito,
entonces existe K, subconjunto de K, tal que para todo k € K>, di se obtuvo de resolver el
sistema Bid + F(zx) = 0. Entonces:

(B — J(@x)) di, F(x)) + (J(zx)dk, F(zi)) = — || F(zx)|* VK € K,
pues:

((Bx — J(zx)) di, F(zk)) + (J(zk)dk, F(zx)) = (Brdi — J(zk)dx, F(zk)) + (I (Tk)dk, F(zk))
= (Bidk, F(zx)) — (J(zx)dx, F(zx)) + (J (zx)dk, F(zx))
= (Bdy, F(zk))
= (=F(2x), F(zx))
= — (F(zk), F(zx))
= — |F(z)l*.

Tomando limites para k € Ks,k > ko, usando la continuidad de F(z) y de J(z) y (10) y
(11) obtenemos que ||F(z*)|| = 0.

b) Veamos el caso lim oy =0
keK,

Como {di} es acotada para todo k € N (||/d|| < A, para todo k € N por el Algoritmo),
entonces {d} es acotada para todo k € K. Por lo tanto, la sucesién {di}rek, tiene una

subsucesion convergente, es decir, existe Ko C K; y d € R™ tal que Rlllfl(] dy = d.
1= 2
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En la bisqueda lineal, para elegir el paso ay, el Algoritmo DF-QNB testea las siguientes
desigualdades:

fxk+ arde) < o +me — 702 ||de|| (13)

(@ — acdy) < fi + e — vo? ||d|)? (14)

en el Algoritmo de bisqueda lineal.

Como kh’m ay = 0, existe & € K, tal que oy < 1 para todo k € K», k > k, entonces, para esas

€EK>
iteraciones k, existen pasos .y y a_ que no satisfacen (13) y (14) y lim of = lim oy =0
keks * keK2
(achico el paso del o, como oy — 0, entonces a; — 0).
Entonces se tienen las siguientes desigualdades:
F 2
flax+ofde) > fe+me— v (o) lldkl® (15)
— ] —\2 2
flme —agdi) > fe+m — v (o) ldill” - (16)

Trabajando con la ecuacion (15) obtenemos que:

Flme+aide) > Fe+me— v () [ldel®
> f(ax) — 7 (af) l1dil®

pues fr = maz{f(zx), ..., f(Tmazof-M+1})} ¥ Mk > 0.

flax+afd) > flax) = (o) [|del)?
Flax+ afde) — flax) > —v (o) ldil®
flze + ofdi) — f(zx)

! > = (o) .

Como ||dk|* < A2 entonces — ||di||* > —AZ2 con lo cual — ||di||* v (Oz,j)2 > A%y (a;:)2.

Usamos esta Gltima expresion para acotar y obtenemos:

f(zk + o di)) — f(x)
ap

> — (of ) A%

Por el Teorema del Valor Medio, existe & € [0, 1] tal que

(9(zk + &Fof di), di) > —yaf A2
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Trabajando de la misma manera que hicimos con (15), pero ahora con (16) obtenemos que

flzr —ogdy) > fe+me — (011:)2 lld|?
> flax) =7 (a5)” el

pues fi = maz{f(z),. .., f(Tmac(ok-m+1)} ¥ M > 0.

flze —apdi) > flz) = (o) lldall?
flze — apdi) — fzx) > = (5)* ||de®

s Y
f(zx O‘ka;) f(z) > —y (a;) ”dk”2
RIS
f(l'k) — f(zk - al:dk) <~ (a,:) ”dk“2
o

como ||dy||* < A? entonces

f(zx) = fzr — g dy)

Qo

<7 (a,:) A2,

Por el Teorema del Valor Medio, existe & € [0,1] tal que
<g(mk — & o di), dk> < 'ya,:A2.

Obtuvimos:
(g(zx + & afdi), di) > —yaf A?

<g(:L'1c = & oy di), dk> < 'ya,:Az.

Tomando limite en (17) cuando k — oo, k € K, obtenemos que:

(9(z*),d) 20
et

pues kl:r(r)xo ap =0.

Tomando limite en (18) cuando k — oo, k € K, obtenemos que:
(9(z"),d) <0

pues klgg) o =0.

Por lo tanto, por (19) y (20) _
(9(z"),d) =0

(17)
(18)

(19)
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{g(z*),d) = (J(z*)'F(z*),d) = 0.
= (J(z*)d, F(z*)) = 0. (21)

Ahora, como hicimos antes en el caso a), hay que considerar dos casos:
i) { k € N : d es obtenida como solucion del sistema Bid + F(zx) = 0 } es finito.
i) { k € N : d es obtenida como solucién del sistema Byxd + F(zx) = 0 } es infinito.

La demostracion es analoga al caso khr}r{l ar # 0 y usando la hipétesis del teorema y la
€Ky

ecuacion (21) obtenemos que ||F(z*)|| = 0, pues:

JYm ((Bx — J(zx)) di, F ()
hm (Bydk — J(xk)dk, F(zi))
lim (Bkdk, F(x,,)) — (J(zx)dx, F(zx))
( )
(%))

klgrolo (Brdk, F(xy)) —klim (J -Tk)dka ( T

0
0
0
0
lim (=F(z), Fzi)) = (J(2")d, F(")) = 0

Por (21)

—(F(z*), F(z)) -0=0
~IF@")I* =0
|E'(z%)]| = 0.

Si no podemos garantizar que 8 = 6 < 1 para todo k > kg, entonces podemos garantizar el
siguiente resultado:

Teorema 4.2. Supongamos que en el Algoritmo DF-QNB, 6, se incrementa un numero
infinito de veces y definimos:

K, = {k €N tal que 9k+1 > Ok}

Supongamos ademds que

lim B — J(zi)l = 0

entonces, todo punto limite z* de la sucesion {z,}rck. €s una solucion de F(z) = 0 o es un
minimizador global de ||F(z*) + J(z*)(z — z*)||.
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Demostracion. Si F(z*) = 0 ya estaria pues z* seria solucion de F(z) = 0.

Supongamos que F(z*) # 0 entonces ||F(z*)|| > 0. Queremos ver que z* es minimizador
global de |F(z*) + J(z*)(z — z*)||.

Supongamos por el absurdo que z* no es minimizador global de ||F(z*) + J(z*)(z — z*)||.

En particular no es minimizador global de |F(z*) + J(z*)(z — z*)|| sujeto a ||z — z*|| =
lld|| < 4. Por lo tanto existe d tal que [|d|| < Sy

|F(z") + J(z%)dl| < ||F(z")]l
con lo cual,

|1F(z*) + J(z*)d]

<1
I1F ()]
entonces existe € (0, 1) tal que
|1F(z*) + J(z*)d]
L£r<l.
|1 (z*)ll

Por hipétesis sabemos que kléI[I(l | B — J(z)|| = 0, entonces

1Be (2" +d — 2) + F @] sere. 19+ FE)| _
IF o)l A T7

Por lo tanto podemos afirmar que

|Bi (" +d—z) + F (@)l _ 7+1
| F (i) -2

para todo k € K, suficientemente grande.

Como z* es punto de acumulacion de {zx}rek., para todo k suficientemente grande,
|lz* — zr + d|| < A
pues

5 . A A
lz* — zx +d|| < ||z* — zx|| + [|d]| < §+§=A-

Entonces encontramos d que cumple que ||Bid + F(zi)|| < 6k ||F(zk)|| con k € K, y
Ild]] < A, con lo cual i, = 6 produciendo un absurdo, pues para esas iteraciones de
K., el 0 es incrementado.

Por lo tanto, z* es minimizador global de ||F(z*) + J(z*)(z — z*)||. ]
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4.2.1. Analisis de convergencia global cuando M=1

A continuacién analizaremos resultados de convergencia global cuando en el Algoritmo
de busqueda lineal consideramos M = 1.

Lema 4.3. Supongamos que el conjunto Q = {z € R™ tal que f(z) < f(zo) + 29} es
acotado y que J(z) es Lipschitz continua en 2. Si se verifica que

(o] [0 o]

2 2
> lsell® =D af el < oo
k=1 k=1

entonces
=
{m = 2 —
Jim £ 2 #E =0
1=0
donde
_ I(Ak41 — Br) dil
Pk = .
lldl
considerando

1
A1 = / J(zk + tsk) dt.
0

En particular, eziste una subsucesion de {px} tendiendo a cero.
Demostracién. Se encuentra demostrado en el Lema 2.6 de [5] n

Teorema 4.4. Asumimos que el Algoritmo DF-QNB genera una sucesion infinita {zx}, que
consideramos M=1 en el Algoritmo de bisqueda lineal y que se cumplen las hipdtesis del
Lema 4.3. Si eziste ko tal que 6, = 6 < 1 para todo k > ko entonces eriste un punto limite
z* de {zi}ren que es solucion de F(z) = 0.

Demostracion. Notemos que Ayy1Sr = Yx Pues

1
Ak+18k = (/ J(iEk + tsk)dt> Sk
0

1
=/ J(xk+tsk)skdt
0

= F(xx + tsk)’;
= F(.’L‘k + Sk) - F(a:k)
= F(zk+1) — F(zk) = ye.
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Usando que Ag,)sx = yx podemos reescribir (9) de la siguiente manera:

— B t
Bk+1 - Bk + (Ak+l ,C)sksk

2 )
(BN
pues
By + (Ak+1 — Bi)sksy _ B (Ak+1k — Bese)s _ B, + (yx — Bese)si _ Bews
ek SkSk Sk Sk *
~ Ag+1 — By)d
Por el Lema 4.3, existe un conjunto K C N tal que lim 1(Agsr £)dl =0.

kek Ikl

Sea z* punto limite de {x},.%. Tenemos que

[{(Bx. — J(zx)) di, F(zx))| < [II(Aks1 — Bi) dill + 1(J (k) — Agsr) diell] |1 F (i) |

pues usando la desigualdad de Hélder,

[{(Bk — J(zk)) di, F(zi))| < (|(Br — J(z)) dicll | F(zi) |
= || Bedk — J(zx)dell | F'(z)l ,
sumamos y restamos Ay, idx

[{(Bx — J(zx)) di, F(zx))| < || Bedx — J(z)dr + Ax1dr — Aprdiell ||F (zk) ||
= || Bedy — Aps1di + Apqady — J(zi)di|| || F (k) |
= |[(Bx — Ak+1)dk + (Ars1 — J(zx))di|| | F(zx) ||
= || =(Ak+1 — Br)di — (J(zk) — Art1)dil| | F(z) |l
< [1=(Ar+1 = Br)dill + |- (I (zk) = Ars1)drll] |1 F (2]
< (I(Ak+1 = Br)dill + [I(J(zx) — Ars1)dell] |1 F(z)| -

Por Proposicién 3.5, se sabe que ||F(z;)|| es acotada:

[{((Bk — J(ze))di, F(z))| < C[[(Ars1 — Br)diell + 11(J(zk) — Ags1)diell] (22)

Notar que
| (Ak+1 — Br)dkll — 0,

pues lim |(Ax+1 — Bi)dil|
keK ”dk”

=0y {di} es acotada.

Ademas, por definicion de Ay y usando que J(z) es Lipschitz continua tenemos que

|(J(zk) — Ak+1) di|| — 0,
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pues

1
1(J () = Apsr) dill = (Jm)— / J(zk+tsk)dt> de

_ (/01 J(zx) dt—/ol J(zk + tsx) dt) d
_ ( /0 (@) — J(a +151)) dt) ds

Como J(z) es Lipschitz continua tenemos que

1(J(zk) — Aks1) diell < (/O 17 (zx) — J(zk) + tsiel dt) |l

1
< (/ L||zx — zx — ts| dt) Il |
1]
1
_ ( / Ltnskndt) il
0
t

1 21
= Llsel [ ¢de el = Ll 51, e
0 0

L L
= 2 llsell el < 5 llsull A

o0
Por la Proposicion (3.5) sabemos que la serie ) ||sk||” es convergente. Por criterio de series
k=1

convergentes, lim ||sk||* = 0, entonces lim ||sk|| = 0. Con lo cual,
k—oo k—o0
y , L L, .
0 S lim ||(J(.’Ek) - Ak+1)dk” < lim =A “Sk” = —A lim ”Sk” =0.
k—o0 k—oo 2 2 k—ooo
Por lo tanto lim ||(J(zk) — Ak+1) di|| = 0.
k—o0

Tomamos limite para k € K en (22) obtenemos que

0< im}ﬂ? [{(Bk — J(zx)) di, F(zx))|
€
< ilgl.(C (1(Ak+1 — B) dill + |(J(zk) — Ak1) dill]
= C |lim [|(Ak+1 — Bi)di|l + lim [|(J(zk) — Aks1)dill| =0
kek kek
Con lo cual, lim ((Bx — J(zk)) dk, F(zx)) = 0.
keK

Siguiendo la demostracion del Teorema 4.1 y que lim ((Bx — J(zk))dk, F'(zx)) = 0, se puede
kek

demostrar que F(z*) = 0.

Por lo tanto, existe un punto limite de {z)}xen que es solucién de F(z) = 0. |
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Teorema 4.5. Supongamos que el Algoritmo DF-QNB genera una sucesidon infinita {j }ken,
que consideramos M = 1 en el Algoritmo de bisqueda lineal, que el conjunto Q = {z €
R™ tal que f(z) < f(zo) + 21} es acotado y que eziste kg € N tal que 6, = 6 < 1 para todo
k > ko. Entonces,

lim F(zz) = 0.

k—o0

Es decir, todo punto limite de la sucesion {zi}ren €s solucion de F(z) = 0.

Demostracion. Como se cumplen las hipotesis del Teorema (4.4), existe un punto limite z*
de {zx}ken tal que F(z*) =0.

Sea K subconjunto infinito de N tal que khr}r(l Tp ="
€K,

Entonces por continuidad de F

klér!r{ll F(zx) = F(z*) =0.

Para todo k£ € N consideramos
Ur = max{ f(Zk-1ym+1), - - - f(Zam)}

y definimos
vik)e {(k-1)M+1,... kM}

el indice tal que f(z,k)) = Us.

Como consideramos M = 1 en el Algoritmo de bisqueda lineal, tenemos que:

Ue = f(@) = 5 IF (@)

y v(k) =k,

1 1 lim Uy, =0 i lim F =0.
con lo cual lim Uj pues vimos que lim (zx) =0
Sea Ky = {ki, ko, ks,...} tal que k; < k;sii < jy lim k; = oo.
j—roo
Tomemos k; un elemento fijo del conjunto K. Para todo ¢ € N, ¢ > k; tenemos que

f(@i) < fz;) + ey + Mhje1 + -+ Mia

pues tenemos que:

M-1

f(@ugern) < fl@uw) + Z MkM+j — 7043(k+1)-1 ”du(k+1)—-1”2
=0
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como consideramos M = 1 en el Algoritmo de bisqueda lineal,

F(@rs1) < flae) +m — voi ||dell

Para k = k;,
k) + ey — 'sz ”dkjllz
k

f(xkj‘l'l) S f(CL'
T j) + T]kj

f(@r;41) < f(

Para k=k; + 1,

2
f@rs+2) < f@rg41) + g1 = ¥0E 41 [y
f(@r;42) < f(@ry41) + Moy

y como f(zx;+1) < f(xk;) + 7k, tenemos que

f(xkj+2) < f(xkj) S Mk + Mhkj+1
En general,
f@:) < fan) + e, + Mejer + -+ ia

para todo 7 € N, 7 > k;, entonces

F@) < fa) + 3

I=k;
Por lo tanto, como Uy, = f(zx) tenemos que

i—1

Ui < Uy, + ZTH-

I=k;

Por lo tanto

Ui < Uy, + Z’h-

I=k;

Tomando supremo en (23) obtenemos:

[ o]
sup Uy < Uk, + Y _mi

i>kj l=kj
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