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Resumen: LLa Geometria Computacional es una disciplina que brinda un marco tedrico y formal para
el disefio de estructuras y andlisis de algoritmos requeridos para dar soluciones a problemas que
surgen en las mas diversas dreas de la Informdtica. Actualmente ha cobrado un gran interés debido a
las numerosas aplicaciones que tiene en distintas lineas de investigacion. En este trabajo se hace una
introduccién a la disciplina indicando su interés en ciertas dreas particulares, aportando enlaces de
interés para la docencia y la investigacion en la materia.

Introduccion

La Geometria Computacional se ocupa de resolver problemas geométricos de modo
constructivo. Se interesa por demostrar la existencia de la solucion de un problema y por encontrar
los algoritmos y estructuras de datos eficientes, medidos respecto de su complejidad temporal y
espacial respectivamente. Por lo tanto, podemos decir que esta disciplina forma parte de la teoria
del disefio y anélisis de algoritmos y estructuras de datos.

En ocasiones, la Geometria brinda soluciones mds eficientes en problemas que no parecen
geométricos. Descubrir que los datos de un problema verifican propiedades geométricas sirve para
poder aplicar alguna técnica algoritmica o alguna estructura de datos especial, que nos permite
describir una solucién 6ptima.

Nuestra introduccion al estudio de la disciplina fue basada en la relacién existente con las
bases de datos: un problema que se presenta a menudo es el estudio de los rangos y las consultas
por rangos, denominado Biisqueda por Rangos. Este problema tratado desde una perspectiva
geométrica nos permite disefiar y analizar los algoritmos y estructuras de datos utilizadas con
herramientas propias de la Geometria Computacional.

Luego, los integrantes de esta linea de investigacion fueron introduciéndose en el estudio de
otros temas que abrian la interconexidn con otras lineas de investigacion. Para lo cual se tomaron
dos temas relevantes: la Sumas de Minkowski y el Ruteo con brdjula en redes geométricas.

Las sumas de Minkowski son utilizadas en un amplio rango de aplicaciones, tales como
planificacién de movimientos de robots, procesamiento de imdagenes, sistemas de informacion
geografica y marcado de moldes, entre otras.

Con respecto al Ruteo con brijula en redes geométricas, es modelizado con teoria de grafos,
cuyo problema de estudio es decidir cuéles grafos planares admiten una inmersién geométrica para
los cuales el ruteo por brijula produce el paso mds corto entre cualquier par de vértices de interés.

* Laboratorio de Investigacién y Desarrollo en Inteligencia Computacional. Director: Dr. Radl H. Gallard.
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Bisqueda por Rangos

La Biuisqueda por Rangos es uno de los problemas centrales en Geometria Computacional, no
s6lo por la variedad de aplicaciones que posee sino porque, ademads, una gran cantidad de
problemas geométricos pueden resolverse observandolos como problemas relacionados a las
busquedas por rango.

Un Espacio de Rangos es un sistema 2 = (U, F), donde U es un conjunto de objetos
geométricos y F es una familia de subconjuntos de U. Los elementos de F son llamados Rangos de
Q. Por ejemplo:

. Q) = (Rd, { h/ h es un semiespacio en R? D

= Q,=(R% {hhesunabolaenR?})
El sistema 2 es llamado Espacio de Rango Finito si el conjunto U es finito.
Un problema de bisqueda por rangos puede expresarse del siguiente modo:

Dados un espacio de rangos 2 = ( U, F), S un subconjunto de objetos de U y
R unrango de F, consultar los objetos geométricos que estan en S N R.

En este caso, a R suele llaméarselo rango de consulta (query range).

El problema real para el cual tiene sentido este estudio, es que el conjunto de objetos
geométricos, S, es dado con anterioridad y luego, repetidas veces, variando el rango R, se consulta
por la interseccidon. Entonces, no es suficiente con disefiar un buen algoritmo sino que también se
debe disefiar una estructura de datos apropiada para almacenar el conjunto S, de forma tal que frente
a cada consulta por rango R, ésta pueda ser respondida eficientemente.

La mayoria de las estructuras de datos para busquedas o consultas por rango, son construidas
de forma recursiva, dividiendo el espacio de objetos geométricos en varias regiones, con
propiedades geométricas deseables sobre ellas. La busqueda por rangos, esencialmente, consiste en
buscar los objetos geométricos que contiene una determinada regioén (rango) del espacio de objetos
geométricos.

Observando los rangos de consultas, podemos hacer una clasificacion en cuatro tipos cldsicos
de busqueda por rangos:

] Biisqueda por Rangos Ortogonales (BRO): los rangos son d-rectdngulos, cada uno
de la forma ITi- 4 [a;, b;] aj, b; € R¢ , con lados paralelos a los ejes de coordenadas del
espacio subyacente.
] Biisqueda por Rangos Semi-Espaciales (BRSp): los rangos conforman el conjunto
de todos los semiespacios cerrados de R’. Por ejemplo, en d=2 tenemos semiplanos.
] Biisqueda por Rangos Simpliciales (BRSx): los rangos son los simplices. En d=2
tenemos tridngulos, en d=3 tetraedros, etc.

] Biisqueda por Rangos Semi-Algebraicos (BRSa): los rangos estdn definidos por
conjuntos semialgebraicos. Por ejemplo, el conjunto de todas las paraboloides en R’.

Dado un rango de consulta, puede interesarnos efectuar alguna de las siguientes consultas

sobre él:
] Consultas de Recuento (range counting): se pregunta por la cardinalidad del
conjunto.
] Consultas de Reporte (range reporting): se pide cudles son los objetos geométricos

que estan contenidos en el rango.
] Consultas Booleanas (range emptiness): se verifica si la interseccién es vacia o no.
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= Consultas Especiales: se pregunta por los objetos de § m R que satisfacen alguna
determinada propiedad.

Los andlisis de las complejidades tanto en tiempo de construccion de la estructura de datos, en
espacio que ocupa y en tiempos de respuestas de las consultas, depende de la dimensidn del espacio,
de la cardinalidad de S, de la estrategia de particionamiento de S y del tamafo de la respuesta de la
consulta.

Sumas de Minkowski
Las sumas de Minkowski son usadas en una amplia gama de aplicaciones y juegan un rol
importante en las mas diversas areas.

Se define del siguiente modo: Dados dos conjuntos Py Q — R, la suma de Minkowski de Py
0, denotada por P ® Q se definecomo P® Q={p+qg:pe P,qe Q }, donde p + g es un vector
que representa la suma de los vectores p y g, es decir que dados los puntos p = (px, py) Y ¢ = (gx, qy)
tenemos que p + g = (Px + gx, Py + qy).

P®Q

Suma de Minkowski de dos poligonos Py Q

Las dreas de aplicaciéon se han remitido principalmente a la robética, especificamente en
planificacién de movimientos, donde son usadas para el cédlculo del espacio prohibido segun el
enfoque del espacio de configuracion.

Si tenemos un robot de traslacion R en un ambiente donde los obstdculos son poligonos
disjuntos, podemos calcular el espacio de obstdculos que corresponde a un obstidculo P; como la
suma de Minkowski de P; @ (-R), siendo —R una copia de R reflejada en el origen. Luego el espacio
prohibido para el robot R serd descripto como la unién de las sumas de Minkowski de cada uno de
los obstaculos Pi con (-R).

Otra area de aplicacion es en el drea de procesamiento de imédgenes. La dilatacion de un
conjunto A con un supuesto elemento estructurado B es la suma de Minkowski de A y B. El
elemento estructurado B es usualmente una figura simple en el plano como un cuadrado o un disco.

También en los Sistemas de Informacion Geogréfica (GIS), el término buffer es cominmente
usado para denotar la suma de Minkowski de un conjunto de objetos geométricos dado con un
disco.

Tanto la suma como la diferencia de Minkowski son herramientas poderosas de
preprocesamiento para resolver problemas de interseccién e inclusién de poligonos. Una consulta
de solapamiento y/o inclusién de poligonos puede ser resuelta con estas operaciones, con una
complejidad sublineal. Es de gran utilidad en problemas de empaquetamiento.
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Por lo que podemos observar que las sumas de Minkowski son usadas en una amplia gama de
aplicaciones, tienen propiedades interesantes que las hacen una herramienta util que puede ser
aplicada en la resolucién de diversos problemas.

Ruteo con brijula

Los problemas de ruteo en redes se han estudiado en Teoria de Grafos y Ciencias de la
Computacién. Inicialmente se describieron algoritmos para calcular el camino més corto entre los
nodos de la red. El desarrollo tecnolégico ha demandado nuevos algoritmos de ruteo sobre redes,
que pueden modelarse informalmente como sigue:

Supongamos que un turista llega a una ciudad y desea encontrar el camino hasta la Catedral,
cuya torre es visible desde cualquier punto de la ciudad. El turista no tiene plano de la ciudad y se
encuentra en una plaza desde la que parten varias calles. La eleccién natural serd caminar por la
calle cuyos “puntos” sean lo mds cercanos a su destino. Repitiendo este proceso en cada cruce de
calles, jalcanzard la Catedral?

En términos matematicos podemos modelizar el problema asi: El sistema de calles de la
ciudad se representa por un grafo geométrico plano, es decir, un grafo plano en el que los vértices se
representan por puntos, y las aristas por segmentos de recta. El algoritmo que aplica el turista,
designado por el término “ruteo con brujula”, se describe asi: Desde un vértice inicial s se desea
viajar hasta un vértice destino d en un grafo geométrico. La informacién disponible en cada nodo es
local, s6lo conoce las coordenadas del punto y las de sus vecinos en el grafo. Cuando alcanza un
nodo v continua el camino por la arista incidente a v cuya pendiente es la méds préxima a la
pendiente del segmento que conecta v con el nodo destino d. Este algoritmo alcanza su objetivo en
numerosas ciudades, pero en otras se necesita una estrategia diferente.

En los algoritmos de ruteo compacto (por ej. "interval routing” o “boolean routing”) cada
nodo almacena una copia de un algoritmo distribuido, lo que puede llegar a ser muy costoso pues se
necesita almacenar gran cantidad de informacién en cada nodo.

Se estd trabajando ahora en algoritmos de ruteo con las siguientes caracteristicas:
Informacién local. En cada nodo sélo se conoce la posicién de sus vecinos.

Memoria limitada. El turista s6lo recuerda un ndmero constante de nodos ya visitados, asi
como las coordenadas del origen y del destino.

Ecoldgico. No se permite al turista dejar marcas en los nodos visitados.

Decisiones locales. La eleccion del camino a seguir en cada nodo se basa exclusivamente en
la informacién local almacenada en el nodo y en la informacién que lleva el turista (de tamafio
constante)

Objetivos

Entre los objetivos de esta propuesta estd la de desarrollar herramientas de aplicaciéon que
sirvan para ser utilizadas como herramientas educativas en la Geometria y que puedan ser
incorporadas en aplicaciones futuras en donde estas operaciones resulten de fundamental
importancia en otras lineas de investigaciéon. También la de realizar un estudio que muestre el
estado del arte del tema expuesto presentando los aspectos tedricos y practicos relevantes para los
temas presentados.

Como objetivos subyacentes a esta investigacion, se busca consolidar y alimentar una linea
de estudio, que brinde un puente a trabajos de investigacion de mayor profundidad, que permitan
posteriormente cubrir temas de tesis doctorales o de maestria.
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Conclusiones

La Geometria Computacional es una disciplina propia de la Matematicas, la cual brinda un
marco tedrico y formal para el disefio de estructuras y andlisis de algoritmos requeridos para dar
soluciones a problemas que surgen en dreas de la Computacidn, tales como las bases de datos,
recuperacion de la informacién, computacién gréfica, robdtica, VLSI, etc. Las soluciones a tales
problemas son halladas reduciendo los mismos a problemas propios de la Geometria
Computacional. En nuestro trabajo nos proponemos observar las técnicas algoritmicas utilizadas,
las estructuras de datos que surgen de la Geometria Computacional apropiadas para el manejo de
datos geométricos y los algoritmos propuestos para resolver problemas presentados, con sus
respectivos andlisis y complejidades.
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