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ZUSSAMENFASSUNG

Man gibt eine elementare deduktion der Formel (') von Sommerfeld in dem
der Begriff der ‘‘ Unterwelle” welche durch (%), gleichwertig mit (%), bes-
timmt ist eingefiihrt wird, wo N die Wellenlange von De Broglie ist. Nur
die Existenz von Kreislaufbahnen ist zugelassen, bestimmt duch ('") anstatt (*)
wo die Zahl r durch (") mit dem kuantenzahlen n, k und k' asoziert ist.

Es conocida la explicacion de Sommerfeld (') de la estructura fina
() Véase: A. SOMMERFELD, Atombauw und Spektrallimrien, 4* edici6n, 1924,
del espectro del hidrégeno, aplicando al caso de oérbitas elipticas la
teoria de Bohr y teniendo en cuenta ademéas la teoria 1estringida de
la relatividad. Se llega asi a la siguiente férmula para los distintos

términos espectrales:
Z? AR 3 )
,

n=R nt + Ra k4

(1]
donde R es la constante de Rydberg, Z el ntimero de cargas del ni-
cleo, igual a 1 para el hidrégeno, 2 para el helio ionizado, ete., n es
un nimero entero que puede tomar los valores 1, 2, 3... etc., o sea
n es el llamado nimero cuéntico principal, y k es el nimero cuin-
tico azimutal que para cada valor de n toma los valores 1,2... n, v
por ultimo « es una constante, la llamada constante de la estructura
fina, cuya expresién es:

% = = 7,29.10-% , (2]
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siendo e la carga eléctrica del electrén, c la velocidad de la ey & la
constante de Planck. La constante « es un ntmero sin dimensiunes
y presenta la relacién entre la velocidad del elestrém em Is poiiner
orbita n = 1,k = 1) y la velocidad de la lus. Introduciende el né-
mero cufintico radial k' de la teoria de Sommerfeld, vinculado a los
nimeros n y k por la expresién:

Ek+K =n, ' B]

la [1] toma la forma:

/s Z (1 k

Esta formula, o lo que es lo mismo la [1] ha sido comprobada ex-
perimentalmente hasta en los més minimos detalles y debe ser con-
siderada por lo tanto como exacta.

Aplicando al Atomo de hidrégeno la ecuacién relativista de SM—
dinger, se llega a otra expresién diferente de la [4] y por lo tanto
falsa. Aunque parezca paradojal es més logico que asi suceda ya que
en uno y otro caso no se ha tenido en cuenta para nada el magnetis-
mo del electrén, o sea el «spin> que se manifiesta en la multiplici-
dad espectral, efecto Zeeman anémalo etc. y que produce una sepa-
racion de los términos espectrales del mismo orden de magnitud que
la separaci6n relativista. Por lo tanto la coincidencia entre la férmnla
de Sommerfeld deducida sin tener en cuenta el spin del electrén, y
la experiencia, debe ser considerada como una feliz casualidad. Re-
cién en 1928, con el auxilio de las ecuaciones de Dirae, lograran C. G.
Darwin y W. Gordon (‘) la deduccién exacta de la (1], pues las ecua--
ciones de Dirac satisfacen a la teoria de la relatividad, y dm:. caenta
ademés del magnetismo del electrén.

Si llamamos v a la frecuencia propia del electrén y u h velosidad
de fase del mismo, la longitud de onda de de Broglie es:

.5 ' Is]

N
y

Siendo v la velocidad del electrén (veloi:idnd de grupo del paguets

(") C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc., 118, pig. 654, 1888. W. Qoanow, Feit-
schrift f. Phymk, 48, pdg. 11, 1928,
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de ondas en la teoria de de Broglie) podemos introducir una longitud
de onda ficticia, que llamaremos sub-onda, y que denominamos )\’
dada por la expresion:

zl

W= (6]

V]
(C‘omo valen las relaciones:

me* = hv v w = ¢ [7]
siendo m la masa del electrén correspondiente a la velocidad v, re-
sulta teniendo en cuenta [5]

R it (8]

Supondremos que las érbitas del electrén pueden ser “nicamente
circulares, siendo en primera aproximacion la longitud de las distin-
tas oOrbitas igual a un ndmero entero de ondas A, como en la teoria
de de Broglie,

27a = N ., (9]

Admutiremos ademés la existencia de otras orbitas circulares las
cuales pueden tener una longitud menor en un cierto nimero r de
subondas 7, con lo cual en lugar de [9] escribimos

2za = nn— i . [10]

I2l mimero » mide el ndmero de suhondas en que consideranio.
acortada una érbita en la cual caben n ondas. Por el momento » es
un nimero indeterminado cuya variacién seria preciso fijar con una
hipétesis auxiliar, y cuya variacién dependers unicamente de niime-
ros enteros. La relacion entre » y los niimeros cuanticos de la teoria
de Sommerfeld estaria dada como veremos por la expresién:

I
r = '—2'" n _A:'_ . [ 11 ]
De este modo si n =1, esk =1y k' =0 y por lo tanto la pri-
mera 6rbita serd simple pues el Gnico valor que admite » serf cero
la longitud de la 6rbita sera igual a %x. Para n = 2 puede ser k' = 0

W
v k' =1, con o cual » toma los valores 0 y 1 es decir que para n = 2



932 CONTRIBUCION AL ESTUDIO BE Lis CIENCIAE W#ICAE ¥ MAPEMETIOAS

-

existen dos érbitas circulares, una de ellas cuys longitud es exacta-
mente igual a 2 ondas de de Broglie y otra cuya longitud seria de dﬁ!
ondas de de Broglie menos una subonda. 2
Veremos ahora que la [10] completada con la {11] eonduee a la
[4]
Introduciendo en [10] los valores de A y A" dados en [8] y L5}
resulta:

h r ¢ i
2"““";?.7(1—:?)‘ (12}

Ademés vale la relacién:
Ze my? )
= ! [18]

que corresponde a la igualdad entre la fuerza centrifuga y 13 atrae-
cién entre el electron cuya carga es e y el ntcleo cuya carga es Ze.
De [12] y [13] se obtiene eliminando a:

2
27Ze? = nhy (l-—“%%) [14]

o sea, dividiendo por ¢ y de acuerdo a [2]:

-"_.(1_—- - ﬁ) = e [15]

Despejando v de esta ecuacién y limitdndonos a considerar los
términos en o resulta:

y = 21!62_?_ 1 L §16]

h n (1____7._12 Z:)
T

De esta ecuacion es facil deducir la energia total E igual a la ener-
gia cinética T mas la energia potencial U. La expresién de la energia
cinética de acuerdo a la teorfa de la relatividad es:

T = me? — moc?, {17}
donde entre m y mq vale la econocida relacifn:

me= . ]

'l
V‘—?
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La energia potencial es de acuerdo a [13]:

Ze*
U=—" =—m. [19]
(1
De aqui:
L =T+ U = mec®— my®— m?
0 s
n 9 9 .?:'2.
E 4 moc® = mye? ]-’ 1 — = [20]

Desarrollando v limitandonos en el desarrollo a los términos en

— resulta:

P
1 ’ 1
4 = e —— ‘2 — n — . 9
| 5 Mot 1+ T ) [21]
Siendo la expresiéon del término espectral v:
E
y = — — 22
he ’ [22]

e introduciendo en [21] el valor de v dado en [16] resulta, limitan-
donos a los términos en z*:

YA 7zt [ 1 2r ,
.f __'_ -2 —— — ———— - 2:
R, +Re (4 + =) (23]
Siendo:
2 7 mget ‘

v por la [11] se obtiene inmediatamente la [4], o lo que es lo mis-
mo la [1].

Por lo tanto podemos decir que la energia correspondiente a una
orbita eliptica individualizada en la teorfa de Sommerfeld por los
numeros cuanticos n y k es la misma que la energia de una oérbita
circular cuyo radio a fuera tal que, de acuerdo a [10] v [11]:

27a = nh—n E W [25]
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mendolagunlaumondldede&ogu*yk’qummi
do una subonda.

Es sumamente curioso quemhahpﬁukhe&uuwahdd&"
culafémuhmehdchemﬁmddmmdﬂw'
no, por lo cual creemos que las subondas que hemos introdudide Pl-
dﬂnserqmzﬂﬁtﬂespmtmhr@ospmblmmmﬂm

-
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