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RESUMEN DEL TRABAJO DE TESIS

Cuando queremos estudiar la dindmica de un sistema, por ejemplo una gala-
xia o un sistema planetario, es importante primero conocer en qué regiones del
sistema una Orbita tiene un comportamiento regular y en cuales un comporta-
miento cadtico. Las herramientas que utilizaremos para abordar esta cuestién
son los llamados indicadores de caos.

Existen en la literatura una gran cantidad de estos indicadores, de los cuales
en este trabajo utilizaremos aquéllos basados en la evolucién de la solucién de
las ecuaciones variacionales. Algunos ejemplos de este tipo de indicadores son
el Méximo Exponente de Lyapunov (ILCE), el Indicador Rapido de Lyapunov
(FLI) y su variante que considera solo la componente ortogonal (OFLI), el Factor
de Crecimiento Exponencial Medio de Orbitas Cercanas (MEGNO), el Indice
Menor de Alineamiento (SALI), entre otros.

En el Capitulo 2 revisaremos las principales caracteristicas de una variedad
de este tipo de indicadores. Luego, en el Capitulo 3 presentaremos un cédigo,
escrito en FORTRAN, que integra de una forma eficiente todos los indicadores
descriptos en el Capitulo 2. Hemos desarrollado dos versiones de este progra-
ma, una para mapas simplécticos y otra para flujos hamiltonianos. La primera
sera empleada en la segunda parte de este trabajo, y ambas versiones fueron
utilizadas en [55].

La segunda parte de este trabajo estd dedicada al estudio, dentro de la regién
caltica, de la difusidn, esto es, determinar si existe una variacidon secular de las
integrales no perturbadas del sistema.

Para valores perturbativos muy pequefios se encontraron escenarios en los
que la difusién no era detectable a causa de las oscilaciones introducidas por
los efectos de deformacion del conjunto de variables utilizadas, por lo que re-
currimos al uso de las formas normales. Dado que no existia hasta el momento
una implementacién de esta técnica para el caso de mapas, en este trabajo se
cred, por primera vez en la literatura, dicha implementacién. Esta herramienta
es una sucesion de transformaciones canénicas que permite describir, de una
forma maés clara, la dindmica del sistema, eliminando justamente los efectos
de deformacién. En el Capitulo 4 presentaremos, de una manera detallada, el
mecanismo para la construcciéon de las formas normales para un mapa sim-
pléctico 4D cuasi-torsional general. En el Capitulo 5 mostraremos cémo aplicar
dicho mecanismo a dos mapas estdndar acoplados. Dado que las formas nor-
males se construyen mediante series de Fourier, presentaremos los resultados
de la medicién de los tiempos de CPU empleados para distintos 6rdenes de este
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desarrollo. También presentaremos una estimacién empirica del orden 6ptimo
para el cual construir la forma normal, para dos escenarios distintos. Finalmen-
te, en el Capitulo 6 llevaremos a cabo el estudio de la difusién, que es el objetivo
central de este trabajo. Este estudio lo realizaremos a través de la medicién de
la desviacién cuadratica media de la accién en la direccion de la resonancia
con respecto a su valor inicial. Estudiaremos un ensamble de 103 particulas
considerando varios escenarios distintos mediante la variaciéon del parametro
de acoplamiento del mapa.
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PROLOGO

Existen en la naturaleza una gran cantidad de fendmenos que pueden ser
modelados matematicamente mediante sistemas dindmicos. Es posible encon-
trar estos fenémenos en areas como la fisica, la biologia, la quimica y, en el
area de la astronomia, podemos mencionar sistemas como nuestro Sistema So-
lar, sistemas planetarios extrasolares, cimulos estelares, galaxias, etc. Dentro
de los sistemas dindmicos en la astronomia dindmica, resultan de interés los
sistemas hamiltonianos. Las ecuaciones que describen estos sistemas son ecua-
ciones deterministas, es decir, que no poseen ninguna componente aleatoria.
Sin embargo, esta caracteristica no es suficiente para asegurar que, para una da-
da condicion inicial, la trayectoria a un cierto instante de tiempo se comportara
de forma absolutamente predecible. La presencia de términos no lineales en las
ecuaciones lo vuelven sensible ante la variacion de la condicién inicial (incluso
si ésta es tan pequefia como el error de redondeo originado por el empleo de
técnicas numéricas). Este fendmeno es denominado en la actualidad como caos,
y es uno de los temas de mayor impacto en el &mbito de la Dindmica No Lineal.

La sensibilidad ante una variacién en las condiciones iniciales antes mencio-
nadas hace que dos valores iniciales muy préximos en el espacio de fases, se
separen exponencialmente con el tiempo (al menos localmente), dando lugar a
trayectorias completamente diferentes entre si. Por lo tanto, si existe un conjun-
to de valores iniciales ubicado en una regién acotada del espacio, cuando evo-
lucionen en el tiempo cada uno podria, en principio, visitar distintas regiones.
Este hecho hace parecer que el caos es aleatorio y, por lo tanto, impredecible.
Aun asi, distintas regiones de un sistema podrian manifiestan distintos grados
de caoticidad ([17], [42], [51] entre otros). Luego, para regiones donde el nivel
de caos presente es moderado o bajo, es posible estudiar el comportamiento
a largo plazo de la evolucion de valores iniciales que se encuentren dentro de
dicho sistema.

Para realizar este estudio es necesario contar con algtin mecanismo para de-
tectar el caos y cuantificarlo. Para sistemas de 2 grados de libertad, existen
métodos graficos capaces de detectar si una region es caética o regular. Uno de
estos métodos es el estudio de Superficies de Seccién, introducido por Henri
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Poincaré (1854-1912) ([68], [72]). Para sistemas de 3 o mds grados de libertad,
el empleo de métodos graficos se torné una tarea muy compleja, por lo que
fue necesario el desarrollo de métodos no gréficos, que llamaremos indicadores
de caos. Algunos indicadores que se pueden encontrar en la literatura son los
basados en el andlisis espectral, como la Transformada Modificada de Fourier
en las Frecuencias ([77]), o también basados en los Algoritmos Evolutivos ([67]).
Un conjunto muy interesante de indicadores son los basados en la evolucién de
la solucién de las ecuaciones variacionales primeras, a los cuales llamaremos
indicadores variacionales para diferenciarlos de los otros tipos de indicadores.

Los primeros métodos de esta clase estaban basados en la divergencia expo-
nencial local entre dos 6rbitas con valores iniciales préximos. Este concepto de
divergencia exponencial fue introducido por Aleksandr Lyapunov (1857-1918),
quien establecié un criterio de estabilidad para la solucién de ecuaciones dife-
renciales ordinarias (EDOs), mucho antes de que existiera el concepto de caos
([54]). Varios afios mds tarde, se implementod este criterio para analizar la es-
tabilidad de las EDOs correspondientes a las ecuaciones de movimiento que
describen la trayectoria de una dada condicién inicial. Uno de los primeros me-
canismos para detectar el caos fue a través del calculo del llamado LCE (del
inglés Lyapunov Characteristic Exponent, ver Seccién 2.2.1). Este indicador esta-
blece que dos condiciones iniciales muy cercanas, dentro de una regién cadti-
ca, divergen exponencialmente, y el valor de este exponente fue llamado LCE
([64]).

En los dltimos afios se han desarrollado una gran cantidad de indicadores
variacionales. Debido a esto, surgi6 la idea de poder contar con un programa
que, de acuerdo al estudio estadistico que se desea realizar, calcule determina-
dos indicadores. Esto dio origen a la creacién del LP-VIcode (del inglés La Plata
Variational Indicators code), un c6digo escrito en Fortran 77 que implementa y
calcula de forma eficiente algunos de estos indicadores variacionales. Aquellos
indicadores que han sido implementados en este c6digo son: el Indicador de
Lyapunov (LI, [6]), el Indicador Relativo de Lyapounov (RLI, [73]), el Factor de
Crecimiento Exponencial Medio entre Orbitas Cercanas (MEGNO, [16]) y la esti-
macién de su pendiente (SEILCE, [17]), el Indicador Répido de Lyapunov (FLI,
[36]), su variante que calcula la componente ortogonal del FLI (OFLI, [32]) y
también la que calcula esta componente utilizando ecuaciones variacionales de
segundo orden (OFLI%T, [1]), el Exponente Medio de Ley de Potencias (APLE,
[53]), los Espectros de los Ntimeros de dilataciéon local (SSN, [86]) y la Distancia
Espectral (DS, [87]), el Indice Menor de Alineamiento (SALI, [78]) y su genera-
lizacién, el Indice Generalizado de Alineamiento (GALIN, [81]). Este codigo
es capaz de calcular varios indicadores simultdneamente en un tiempo consi-
derablemente menor al empleado en el calculo de cada uno de los indicadores
calculados previamente de manera independiente.
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Se han creado dos versiones de este c6digo: una para sistemas discretos (ma-
pas simplécticos) y otra para sistemas continuos (flujos hamiltonianos). Ambas
versiones han sido utilizadas en [55]. Este c6digo ha dado lugar a la publica-
cién de tres articulos en revistas internacionales ([24], [56], [58]), un capitulo
de un libro ([23]) y fue una herramienta fundamental para la detecciéon de la
estructura dindmica del sistema con el que trabajaremos en la segunda parte
de esta tesis.

Volviendo al estudio de la inestabilidad de una dada trayectoria, cabe desta-
car que, a pesar de que la distancia entre dos 6rbitas con condiciones iniciales
préximas, ubicadas en una regién caética, diverja exponencialmente en el tiem-
po, no implica que sus trayectorias no se encontrardn acotadas en el espacio.
Por ejemplo, en todo sistema astronémico ligado, el espacio de fases es finito,
por lo que la distancia maxima entre las dos 6rbitas previamente mencionadas
estard acotada por el tamafio del sistema.

A esta variacién secular, cuya magnitud excede un dado valor limite pre-
fijado, se la conoce con el nombre de difusién cadtica o, simplemente difusion.
Comunmente se entiende por difusién un fenémeno de dispersién de un con-
junto de condiciones iniciales con respecto a un determinado valor medio, el
cual se puede cuantificar utilizando herramientas como la varianza ¢2. En la
segunda parte de nuestro trabajo, estudiaremos los procesos difusivos que se
manifiestan en el espacio de las acciones de un mapa simpléctico. Esta difusién
serd cuantificada utilizando la desviacién cuadratica media.

Para poder detectar y cuantificar la difusién, necesitamos primero conocer
la estructura dindmica del espacio de fases, esto es, regiones donde existen
toros invariantes que soportan el movimiento cuasiperiédico, resonancias, in-
terseccion de resonancias, regiones cadticas extendidas, etc. Utilizaremos el
LP-VIcode para identificar las regiones cadticas de nuestro sistema, para lue-
go analizar si las magnitudes que se desean estudiar (representadas a través de
acciones) varian en un entorno de tamafio prefijado o si lo exceden.

En la década de 1980 los cientificos han utilizado mapas (como el mapa estan-
dar o el mapa de la separatriz) con el fin de estudiar el fenémeno de la difusién
en sistemas dindmicos simples, que ocurren en la teoria del movimiento en el
Sistema Solar, como por ejemplo difusién a largo plazo de asteroides en reso-
nancia de movimientos medios, dindmica spin-6rbita de satélites planetarios,
dindmica de los asteroides troyanos de Jupiter, etc (por ejemplo, [30], [52], [83],
[84],[88], o ver [76] para un review). Estos mapas han sido incluso aplicados al
estudio del fenémeno de difusién a largo plazo en modelos relevantes para la
dindmica galdctica ([14], [15]), Los sistemas més simples que podemos encon-
trar, en los cuales estd presente el caos, son sistemas de 2 grados de libertad
(g.1.) pero, por lo general, un sistema dindmico que modela la dindmica del
Sistema Solar es un sistema de muchos més g.l. que el mencionado, como los

3
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mostrados en [76]. Por ello, para obtener un mapa con un mayor ntimero de
g.l., se debe recurrir al uso de varios mapas acoplados.

Existe una diferencia topoldgica elemental entre el espacio de fases corres-
pondiente a un sistema hamiltoniano de 2 g.1. con respecto a uno con 3 o mds
g.l. Esta diferencia refiere a la existencia de ensambles invariantes de la diné-
mica que se llaman toros KAM (ver [13], [27]). En sistemas de 2 g.l., los toros
KAM constituyen obstaculos absolutos para la difusién, mientras que en siste-
mas con 3 o mas g.l. encontramos una nueva posibilidad de que una accién
varie secularmente, que se llama la difusién de Arnold ([13], [27]).

El estudio de la difusién se ha llevado a cabo sobre un mapa simpléctico 4D
del tipo cuasi-torsional llamado CRSSM (de sus siglas en inglés Coupled Rational
Shifted Standard Map, que puede ser traducido como Mapa Estindar Racional Aco-
plado y Desplazado), introducido en [17], y descripto més adelante en el Capitulo
4. La elecciéon de este mapa no es aleatoria, sino que ha sido escogido porque
matemadticamente puede expresarse, como su nombre lo indica, como dos ma-
pas estandar acoplados. Por otro lado, al ser un mapa 4D, éste corresponde a
un sistema hamiltoniano de 3 g.1. De esta manera, este mapa es el mas simple
que se puede construir, con la suficiente complejidad que permite manifestar la
difusién de Arnold.

Como es sabido (ver [42], por ejemplo), para perturbaciones muy pequefias,
la difusién se logra detectar con mucha dificultad, debido a que ésta serd tan
lenta que las oscilaciones introducidas por el sistema la ocultardn. Esta dificul-
tad se super6 mediante la aplicacién de la llamada transformacién a formas
normales. Esta herramienta consiste en una sucesién de transformaciones cané-
nicas que permiten expresar las variables originales en funcién de las nuevas
variables, para construir un nuevo mapa en el cual la dindmica pueda ser des-
cripta de forma mads simple y clara.

No existe en la actualidad ninguna implementacién de esta técnica para el
caso de mapas, sino que solamente se encuentra implementada para flujos ha-
miltonianos (por ejemplo, [18], [25], [26], [30], [29], [75]). Por este motivo, en
este trabajo de tesis realizamos dicha implementacién. El algoritmo presentado
en el Capitulo 4 es un redisefio aplicado al caso de mapas de una implemen-
taciéon previamente propuesta en [30] para flujos hamiltonianos. Una de las
inclusiones mas novedosas que incluye esta implementacién es la introduccién
de una técnica algoritmica, llamada book-keeping. Esta técnica se utiliza para
ordenar y clasificar los términos de un mapa, expresados como una serie de
Fourier, en funcién del tamafio de sus coeficientes, los cuales decrecen con el
orden del desarrollo. Este algoritmo nos permite llevar a cabo la construcciéon
de la transformacién a formas normales de forma iterativa.

La implementacién de la transformacion a formas normales es un algoritmo
no trivial que nos permite, por primera vez en la literatura, llevar a cabo expan-
siones para un mapa genérico 4D en variables angulo-accién hasta un orden
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arbitrario. Esto permite llevar las expansiones a 6rdenes lo suficientemente al-
tos con el fin de detectar (de manera muy clara) y cuantificar la difusién cuando
la perturbacién introducida en el sistema es muy pequefia. Esta tarea resultaba
practicamente imposible de llevar a cabo en las variables originales del sistema.

Para poder utilizar este método se realiz6 el estudio detallado de esta técni-
ca, comprendiendo su estructura matematica, para luego poder llevar a cabo su
implementacién numérica. Esto dio origen a un cédigo, escrito en Fortran 90,
que construye la transformacioén a las formas normales, encuentra la expresion
de la nueva forma del mapa (la forma normal) y construye, a partir de esta
transformacion, la transformacién inversa. Esta tiltima nos permite expresar el
nuevo conjunto de variables en funcién del conjunto original para, a partir de
la evolucién de la érbita en las variables originales, calcular dicha evolucién en
las nuevas variables. Con la expresion de la transformacién inversa calculada,
se construy6 otro programa que calcula las coordenadas en el nuevo espacio
de fases. Este desarrollo es posible escribirlo como una serie de Fourier, por lo
que la transformacién puede ser calculada hasta un orden arbitrario O(N). No
existe atn en la literatura un mecanismo eficiente para la construccion de las
formas normales para mapas simplécticos como el desarrollado en este trabajo.
Es por esto que se dedicard el Capitulo 4 a la explicaciéon del mecanismo para
la implementacién del método a un mapa simpléctico 4D near-twist general y
luego, en la primera parte del Capitulo 5, se detallara cémo aplicarlo al caso
particular del CRSSM. Una vez implementado el cédigo, se lo probd exhaus-
tivamente, y sus resultados se muestran en la segunda parte del Capitulo 5.
Estos resultados incluyen la medicién de los tiempos de CPU empleados por el
c6digo, tanto para construir el desarrollo hasta distintos 6rdenes O(N), como
para la construccion de la nueva serie temporal de las acciones transformadas.

Dado que esta transformacién es un desarrollo en serie, a medida que incre-
mentamos el orden del desarrollo, el error disminuye. Pero, al ser una sucesién
de transformaciones candnicas, comienzan a aparecer en los denominadores
del desarrollo cantidades cercanas a las condiciones de resonancia, conocidas
como “pequefios denominadores”. Entonces, a medida que aumentamos el or-
den del desarrollo, el error debido a los pequefios denominadores aumenta.
Luego, existe un orden, llamado orden 6ptimo, el cual nos indica el orden para
el que la suma de las contribuciones de los errores debido al orden del desarro-
llo y a los pequefios denominadores es minima.

En este trabajo, también se realiz6 una estimacién empirica del orden 6ptimo
para el desarrollo. Finalmente, en el Capitulo 6 se llevé a cabo la caracteriza-
cién de la difusién en una regién del mapa CRSSM para distintos valores del
pardmetro perturbativo en un intento de estudiar, de manera empirica, cémo
se comporta la difusién en una resonancia simple.

Los resultados obtenidos en este trabajo permitieron la redaccién de un nue-
vo articulo, el cual serd enviado a la brevedad para su publicacién.

5
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Por todo lo expuesto, este trabajo de tesis estard conformado por dos grandes
partes (en el comienzo de cada capitulo se brindara una lista exhaustiva de las
correspondientes referencias). En la primera parte, dedicada a la deteccién del
caos, se describirdn los indicadores variacionales implementados en el progra-
ma LP-VIcode. Luego, se presentard el mencionado programa, detallando sus
principales caracteristicas, junto con la presentacién de algunos experimentos
que se realizaron con éste. La segunda parte, serd dedicada a la caracterizacién
de la difusién. Aqui se detallara la técnica de las transformaciones a formas
normales, describiendo paso a paso el mecanismo para la construcciéon de la
mencionada transformacién, para un mapa simpléctico genérico 4D. También
se mostrard la aplicacién de esta técnica al CRSSM. Finalmente, se llevara a
cabo la caracterizacién de la difusién, en busqueda de regiones que presenten
difusién normal. En esas regiones se realizard la cuantificacion de la difusion
mediante la estimacion del coeficiente de difusién D.

Cabe aclarar que el desarrollo de este trabajo se vio fuertemente motivado
debido a los escasos resultados concluyentes en la literatura, acerca de la carac-
terizacion de la difusién a lo largo de una resonancia simple, en el limite de
perturbaciones tendiendo a cero.



Parte I

DETECCION DEL CAOS






INDICADORES DE CAOS (ICS)

Cuando queremos estudiar la dindmica de un sistema, como una galaxia, un
sistema platenario, entre otros, es de vital importancia conocer las regiones de
estabilidad de éste. Esto quiere decir, que es fundamental tener conocimiento
acerca de en qué regiones las 6rbitas que se encuentren alli se comportardn de
manera regular, y en qué regiones se comportardn como caédticas. La definicién
de este tltimo concepto serd dada mas adelante en este capitulo.

Las herramientas utilizadas para determinar la regularidad o caoticidad de
la evolucién de una condicién inicial inmersa en un potencial son los llamados
“indicadores de caos™ (ICs en adelante). Existe una gran variedad de técnicas
que se utilizan para determinar si una dada trayectoria es regular o cadtica.
Una de ellas se basa en el andlisis y comparacion del espectro de frecuencias de
la trayectoria ([8], [9], [47], [48], [49], [65], [66]). Otra de las técnicas utilizadas
es la basada en la evolucion de la solucién de las ecuaciones variacionales ([6],
[16], [32], [36], [78], [81]). En este trabajo nos focalizaremos en los indicadores
pertenecientes a esta tltima categoria.

Debido a la necesidad de poder contar con herramientas para determinar
qué tipo de estructura (en cuanto a las regiones regulares o cadticas) posee un
sistema, se desarroll6 una herramienta, la cual serd presentada en el Capitulo
3 que calcula, de una manera eficiente, una gran cantidad de ICs basados en la
evolucién de la solucién de las ecuaciones variacionales.

Por ello, en este capitulo vamos a definir algunos conceptos elementales so-
bre sistemas hamiltonianos y mapas simplécticos, que son necesarios para la
comprension de las herramientas que se utilizaran en este trabajo de tesis. Lue-
go, presentaremos las principales caracteristicas de los ICs que han sido imple-
mentados en la herramienta previamente mencionada, que fueron necesarios
para detectar las regiones cadticas de nuestro sistema de estudio y el andlisis
presentado en el Capitulo 6.
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2.1 CONCEPTOS BASICOS
2.1.1 Sistema dindmico

En [79] se define un sistema dindmico como un sistema fisico y/o matematico
que presenta dos caracteristicas:

= Un conjunto de K variables de estado reales x1, x2, ..., xx, cuyos valores
definen el estado del sistema.

= Una regla bien definida de la cual se puede derivar la evolucién del esta-
do con respecto a una variable real independiente (la cual es usualmente
referida como el tiempo t). Llamamos al ndmero K de variables de esta-
do la dimension del sistema, y denotamos un estado utilizando el vector
X = (x1,%x2,...,xk). Un estado x particular corresponde a un punto del
espacio K-dimensional 8, llamado espacio de fases del sistema, mientras que
a un conjunto de estados x(t) parametrizados por t lo llamamos drbita o
trayectoria del sistema dindmico.

Los sistemas dindmicos se pueden clasificar esencialmente en dos tipos: con-
tinuos y discretos.

2.1.2 Sistemas dindmicos continuos - sistemas hamiltonianos

Un sistema dindmico continuo estd descripto por un conjunto de ecuaciones
diferenciales de la forma

. dx
T at
donde f es un conjunto de K funciones fq,f>,..., fk.

Un sistema hamiltoniano es un caso particular de sistema dindmico continuo.
Si este tipo de sistema es conservativo (es decir, que no depende explicitamente
de t) de | grados de libertad (1D, con K = 21), serd descripto por un Hamilto-
niano

= f(x, 1), (2.1)

H(q1,q2/---/ql/Ppr/---/pl):h/ (2'2)

donde qi y pi coni=1,...,1 son las coordenadas y momentos generalizados,
respectivamente, y h es una constante. Una 6rbita en la superficie de energia
M, de dimensién 21 — 1, es descripta por un vector

x(t) = (q1(t), q2(t), ..., qu(t), pr(t), p2(t), ..., pr(t)), (2.3)
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donde xi = qi y xi+1 = pi, coni=1,...,1 satisfacen la Ec. (2.2). La evolucién
temporal de esta érbita esta regida por las ecuaciones de Hamilton que, en su
forma matricial, se escriben como

oH oH1T
—} =J21 - DH, (2.4)

Sabe [ap oq

con q = (Ch (t)/ qZ(t)/' "/ql(t))/ P= (p] (t)/pZ(t)/"‘/pl(t))/ y

DH =

[aHaH OH dH dH aH]T 25)
0q10qz2 0q0pydp2 T Opr) g

La matriz J,; posee la siguiente forma por bloques

Ja= ( o L >, (2.6)
Iy o

donde Iy y 0y son la matriz identidad y la matriz nula 1 x 1, respectivamente.
Formalmente, la evoluciéon de una 6rbita en un sistema dindmico continuo se
expresa mediante

x(t) = *(x(0)), (2.7)

donde ®': 8§ — § es una funcion que transforma un punto inicial x(0) € 8§ a un
punto definido a un tiempo t, x(t) también perteneciente a S.

2.1.3 Ecuaciones variacionales

Nuestro interés estd focalizado en el estudio de los ICs variacionales, los
cuales se construyen a partir de la evolucién de la solucién de los llamados
vectores desviacion. Estos vectores dan una medida de las desviaciones con
respecto a una 6rbita de referencia, y los denotamos como w. Su evolucién, por
otro lado, esta regida por las llamadas ecuaciones variacionales primeras.

Veamos ahora la evolucién de los vectores desviacion w para una dada 6r-
bita de referencia en un sistema hamiltoniano. Esta evolucion serd la base del
estudio de los ICs que veremos maés adelante. Dichos vectores evolucionan en
el espacio tangente TS de 8 ([79]). Denotemos como dy®' al mapa lineal que
transforma el espacio tangente de § en el punto x al espacio tangente en el
punto &*(x), obteniendo dx®" : TS — Tt (x)S con

w(t) = d@'w(0), (2.8)

11
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donde wy, w son vectores desviacién con respecto a la 6rbita dada a tiempos
t =0yt >0, respectivamente.
En el caso de un sistema hamiltoniano, un vector desviacién inicial

w(0) = (6x1(0),8%x2(0),...,0x21(0))

de la 6rbita x(t) (Ec. (2.7)) evoluciona en un espacio tangente T8 de acuerdo a
las llamadas ecuaciones variacionales primeras ([79])

_of

w = Df(x(t)) - w
0x

(x(t)) - w = [Jar- D*H(x(1))] - w, (2.9)

con D?H(x(t)) la matriz hessiana del hamiltoniano calculada para la 6rbita de
referencia de la Ec. (2.7), es decir

_9%H

DZH(x(t)) A,5=12,...,K (2.10)

2.1.4 Sistemas dindmicos discretos - Mapas

En este trabajo de tesis nos dedicaremos principalmente al estudio de siste-
mas hamiltonianos discretos, llamados mapas. Estos estan descriptos por ecua-
ciones de diferencias de la forma

Xn41 = f(xn), (2.11)

donde f es una funcién vectorial de K dimensiones, es decir f = (f1,f2,..., k)
y X es un vector a un tiempo discreto t = n (entero).

Un mapa simpléctico es un mapa que preserva el volumen, cuya matriz jacobia-
na

ofy ofy ofy
] 0x2 OXk
of of, ofy of,
M = Df(x) = - ox1 9%z OxK (2.12)
X . : .
ofx  Ofk ofk
0x1 0x2 OXk

satisface

M" Jk-M = Jk. (2.13)
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El estado del sistema al tiempo discreto t = n es dado por

xn = P" (x0) = (£)™ (x0), (2.14)

donde (f)™(xo) = £(£(... (f(x0)))), es la aplicaciéon de la funcién f sobre el vector
Xo M veces.

2.1.5 Mapa tangente

En un mapa simpléctico, la evolucién de un vector desviacién wy, con respec-
to a una 6rbita de referencia x,, estd dada por el mapa tangente correspondiente

([79))

Wni1 = Df(xn) *Wn. (2-15)

Por lo tanto, la evolucién del vector desviacion inicial wy esta dada por

Wn=M,_1- M, 2-...-Mp-wog=Z, Wy, (2.16)

con Z,, cumpliendo la relacién

Zn+1 =My -Zn = Df(xn) L, (2'17)

con Zy = Ik.

Tanto para el caso discreto como para el caso continuo, las ecuaciones varia-
cionales (que se corresponde con el mapa tangente para el caso discreto) deben
resolverse junto con las ecuaciones de movimiento (ecuaciones del mapa para
el caso discreto) ya que, por lo general, las ecuaciones variacionales dependen
también de las coordenadas en el espacio de fases de la 6rbita.

La evolucién de los vectores desviacion mediante la solucién de las ecuacio-
nes variacionales es la base sobre la cual se definen los indicadores que veremos
en este capitulo (que se los puede denominar como indicadores variacionales de-
bido al origen de su definicién).

2.1.6 Definicién de caos

Una vez definido lo que es un sistema dindmico, debemos ver lo que se
entiende por el término caos.

13
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El caos puede definirse de forma sencilla como: “la sensibilidad que tiene una
trayectoria ante un cambio en las condiciones iniciales, por mds pequefio que éste sea”.

En [69], se hace referencia a este fendmeno como: “Pequefios errores en las
condiciones iniciales producen enormes diferencias en los resultados”. Esto se puede
entender como sigue. Supongamos que tenemos una dada condicién inicial, la
cual describird una trayectoria cuando evoluciona con el tiempo. Si variamos le-
vemente esta condicion inicial, al cabo de cierto tiempo su trayectoria divergira
exponencialmente con respecto a la trayectoria original.

2.2 DEFINICIONES DE LOS INDICADORES DE CAOS

Para realizar el estudio de diversos fenémenos dindmicos de nuestro interés
en un sistema, éste debe contar con un espacio de fases dividido', debido a
que las condiciones iniciales s6lo pueden difundir a través de la componente
caodtica del sistema ([38], [39], [85]).

Conocer la estructura cadtica de un sistema es de vital importancia antes de
proceder a realizar dichos estudios. Para esto es necesario contar con una herra-
mienta que permita identificar las regiones donde se manifiesta el caos. Dichas
herramientas nos permiten tener conocimiento de la estructura dindmica del
sistema.

Para llevar a cabo este propésito, como se ha mencionado al comienzo de
este capitulo, conjuntamente con el Dr. Maffione se disefié un cédigo, llamado
LP-VIcode, que implementa de manera eficiente un paquete de ICs, basados en
la variaciéon de la solucién de las ecuaciones variacionales, el cual cuenta con
varias propiedades que seran descriptas en el Capitulo 3. Dichas propiedades
lo hacen una herramienta muy ttil y versatil al momento de estudiar el espacio
de fases de un sistema, ya sea un mapa simpléctico o un flujo hamiltoniano.

Este programa cuenta con dos versiones: una para el estudio de mapas sim-
plécticos, como el vFSM ([19], [78], [80]) cuyo nombre significa que es una
variante del mapa simpléctico de Froeschlé ([33]), o el CRSSM ([17]) y otra
version para el estudio de flujos hamiltonianos, como el potencial de [45] o el
correspondiente a un modelo de galaxia eliptica triaxial ([63]).

Veamos a continuacién una breve descripcién de los indicadores hasta ahora
implementados en el programa.

1 Se llama espacio de fases dividido a un espacio de fases donde coexisten simultaneamente 6rbitas
regulares y cadticas.
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2.2.1  El Indicador de Lyapunov (L1)?

Los Exponentes Caracteristicos de Lyapunov (LCEs, del inglés Lyapunov Cha-
racteristic Exponents) son cantidades asintdticas que caracterizan la tasa prome-
dio de crecimiento (o disminucién) de la norma de los vectores desviacién de
las ¢rbitas de un sistema dindmico. Este concepto fue introducido por Lya-
punov en 1892 para el estudio de la estabilidad de la solucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias ([54]). Como ya hemos mencionado, una de las caracte-
risticas elementales del caos es la sensibilidad en la variacién de las condiciones
iniciales, y los LCEs nos dan una medida cuantitativa de la sensibilidad de un
sistema dindmico a pequefios cambios en éstas. Para un sistema de 1 grados de
libertad tendremos 21 LCEs: 1 LCEs positivos y sus 1 opuestos ([6]). Si al menos
uno de ellos es positivo, entonces la érbita es caética, ya que como veremos
enseguida, el exponente positivo es un indicador de que las 6rbitas se estdn ale-
jando exponencialmente en esa direccion. En cambio, si todos ellos son iguales
a 0, entonces la 6rbita serd regular.

Consideremos un sistema dindmico (continuo o discreto) sobre una variedad
diferenciable 8, donde #t(x(0)) = x(t) caracteriza el estado del sistema al tiem-
po t, siendo x(0) = x¢ el estado del sistema al tiempo t = 0 (Ec. (2.7) o (2.14)).
El estado del sistema luego de dos intervalos de tiempo consecutivos t y t’ serd
dado por la ley de composicién: ¢+t = @t o Bt

Recordemos que el espacio tangente a x se transforma en el espacio tangente
a ' (x) mediante el operador dx®* (Ec. (2.8)). La accién de dicho operador a
intervalos de tiempo consecutivos satisfacen la ecuacién:

dx¢t+t — d¢t/(x)¢t o} dx@t .
Si suponemos que nuestra variedad 8 tiene cierta norma denotada por || - ||,
podemos definir la cantidad:
dxP'w(t
}\t(x) _ H X ( 0)”
[w(to)]
llamada “factor de crecimiento” en la direccién de w(tgy). Si

lim sup % In(A¢(x)) > 0, (2.18)

t—o0

2 El contenido de esta seccién fue tomado de [79].
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entonces decimos que la 6rbita tiene una divergencia exponencial en la direc-
ciéon de w.

Generalmente, para identificar una 6rbita como caética o regular, basta s6lo
con estudiar el médximo LCE, llamado ILCE (del inglés largest LCE). Esto es
debido a que, si el ILCE > 0 la 6rbita es caética, independientemente del valor
de los otros LCE. Por otro lado, si LLCE = 0, como es el mdximo, el resto de los
LCE también seran O, obteniendo una 6rbita regular.

En el LP-VIcode hemos implementado la variante a tiempo finito del ILCE
como se encuentra definida en [7] y [6], llamado LI (del inglés Lyapunov In-
dicator). Esta implementacion solamente evaltia el maximo exponente (ILCE),
convirtiéndolo en un IC més rapido que si calculamos los 21 LCE.

2.2.2  El Indicador Relativo de Lyapunov (RLI)

En [73] los autores calcularon el LI en distintas regiones xo del problema res-
tringido de los tres cuerpos, luego de j pasos de integracién (o iteracién, segin
se considere el caso continuo o discreto), que llamaremos LI(xp; j). Encontraron
que, para regiones de movimiento regular, la variacién de LI(xo;j) con xp es
muy suave, mientras que en las regiones cadticas se observan grandes fluctua-
ciones. En regiones débilmente cadticas, sin embargo, dicha fluctuaciéon no era
suficiente como para lograr una clasificacién clara. Es por esto que los autores
comenzaron a estudiar la evolucién temporal de esta fluctuacién con lo cual,
para amplificarlas, calculan el LI para dos 6rbitas muy préximas entre si, es
decir

ALI(xo(t)) = ||LI(xo + Ax; t) — LI(xo; t)||,

donde xo y xo + Ax son dos condiciones iniciales muy cercanas a tiempo t,
separadas por una cantidad Ax, que es un pardmetro libre. Luego, el RLI (del
inglés Relative Lyapunov Indicator) es definido como un promediado ([74]) a
través de la expresion:

t/5t
RLI(t) =< ALI(xo) >¢= D ALI(xo;ix 8t), (2.19)

i=1

con i el niimero de pasos de integracion (o iteracién) de tamafio dt.

La cantidad Ax es, en principio, arbitraria, y por ello un pardmetro libre de
nuestro c6digo. Pero, al momento de definir su valor, debemos hacerlo con
cuidado dado que, si elegimos un valor que no sea lo suficientemente pequefio
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podriamos encontrarnos con 6rbitas que estdin muy préximas espacialmente,
pero que pertenecen a dos dominios dindmicos completamente diferentes. Es
por eso que en [73] los autores recomiendan que los valores para Ax cumplan
|Ax|| € [10714,1077] para reducir la probabilidad de que esto ocurra.

Con el valor de Ax elegido, los valores del RLI obtenidos para érbitas regu-
lares son varios 6rdenes de magnitud menores que los valores del RLI para
Orbitas caéticas, facilitando la clasificacion entre estos dos comportamientos.

2.2.3 Los Espectros Dindmicos de los Niimeros de Dilatacién Local (SSNs) y la Dis-
tancia Espectral (DS)

El ntimero de dilatacién local SN (del inglés Stretching Number) s; esta defini-
do como ([86]):

1wt +ixsy)
5t |lw(t+ (1—1) x &t)||”

Sy = (2.20)
donde dy®' "%t (w(0)) = w(t+1 x 5t) es el vector desviacién al tiempo t +
ixdt, coni=1,2,...,pyp es la cantidad de pasos de integraciéon &t. En el
caso de mapas, tenemos que 6t = 1. El espectro de los si, llamado SSN (del
inglés Spectra of the Stretching Numbers), posee més informaciéon que el LI. Por
ejemplo, en [20] los autores mostraron que dos 6rbitas cadticas pueden tener
ambas el mismo LI pero sus espectros ser completamente diferentes. Es por
esto que los SSNs también son una herramienta muy ttil ya que, a partir de
observar las diferencias entre los dos espectros, podemos facilmente clasificar
la 6rbita como regular o caética.

Los SSNs son dados por la densidad de probabilidad de los valores s dados
por el s, es decir

S(s)ds = , (2.21)

donde N es el ntiimero total de s;i y dN(s) es el nimero de s; en el intervalo
(s,s + ds). Por esto, el cdlculo de los SSNs en el LP-VIcode es simplemente la
construccion de sus histogramas.

Hay dos propiedades de los SSNs que resultan muy ttiles cuando estamos
identificando 6rbitas caéticas ([87]):

1. El espectro S(s) es invariante con respecto a la condicién inicial que se
tome a lo largo de la 6rbita (invariante temporal).

2. El espectro S(s) es invariante con respecto a la condicién inicial y al vector
desviacion inicial si pertenecen a un dominio caético conectado, es decir,
que estén caracterizados por el mismo ILCE (invariante espacial).

17
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En contrapartida, si tenemos un conjunto muy grande de 6rbitas, el cdlculo
de los espectros para cada una de ellas seria una tarea muy costosa en cuanto a
tiempos computacionales. Es por esto que se introdujo el concepto de la distan-
cia espectral DS ([87]), que podria solucionar este inconveniente. Esto se lleva a
cabo mediante el cdlculo de las diferencias entre los SSN's asociados a distintos
vectores desviacion iniciales, logrando una deteccién mucho mas rapida de las
Orbitas cadticas, como mencionamos mds adelante. Luego, basdndose en esta
idea, se define la distancia espectral DS como la diferencia de dos histogramas
de una dada 6rbita. Esto es

DS? = Z[S1 (sk) — Sa(sK)]? x As, (2.22)
k
donde S;(s) es el niimero de s; normalizado asociado al vector desviacién ini-
cial w;(0), el cual tiene valores en el intervalo (sy, sk + As). Para una 6rbita
regular, los espectros serdn bien diferentes, lo que produce un valor de DS dis-
tinto de cero. En cambio, si las 6rbitas son caéticas, sus espectros se pareceran,
y DS tenderd a cero.
La implementacién del SSN y del DS en el LP-VIcode estd basada en el traba-
jo de [87], que se reduce a la implementacion de las Ecs. (2.20), (2.21) y (2.22).

2.2.4 El Factor de Crecimiento Exponencial Medio entre Orbitas Cercanas (MEGNO)

A continuacién veremos las principales caracteristicas del MEGNO (cuyo
nombre proviene de su acrénimo en inglés Mean Exponential Growth Factor of
Nearby Orbits). Para mayores detalles ver [17].

Sea H(p,q) con p, q € R un hamiltoniano de 1 grados de libertad el cual,
para simplificar las ecuaciones y la explicacién, supondremos que no depende
explicitamente del tiempo. Recordemos entonces que:

oH )T o
op q '
donde las ecuaciones de movimiento vienen dadas por:

x= (p,q) € R?, f(x) = [

x = f(x). (2.23)

El ILCE mide la tasa local media de divergencia exponencial entre o6rbitas
cercanas. Esto se ve claramente cuando escribimos la Ec. (2.18) en su forma
integral,

x(x0) = lim ! (2.24)

t—oo t

Jt ||dx¢thO||dt/ _ (de@t/wo\)
o |dx®t ' wol| [dx®twoll )’
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donde la barra denota un promediado en el tiempo.
Ahora podemos introducir la cantidad Y(xo, t), por medio de la expresion:

2 (Y| d®t wo|
Y(xg,t) = J T ot/dt/, (2.25)

t Jo [|dx®@ ' wol|
que estéd relacionada con la integral en la Ec. (2.24); es decir, en caso de un
incremento exponencial de ||dx®'w||, entonces Y(xo,t) puede ser considerada

como una variante pesada de la integral de la Ec. (2.24).

Luego, definimos al MEGNO como el promedio temporal de Y:

- 1t
Y(xo,t) = tJ Y(xo,t")dt’. (2.26)
0
El comportamiento asintético del MEGNO puede ser descripto en forma re-
sumida de la siguiente manera:

Y(xgo,t) =~ at+b, (2.27)

donde a =x/2 y b =~ 0 para movimiento irregular, cadtico; mientras que a =0
y b ~ 2 para movimiento condicionalmente periédico (para movimiento pe-
riédico: a = 0 y b = 0). Pequefias desviaciones del valor b = 2 indican que
la trayectoria pasa cerca de objetos particulares del espacio de fases, siendo
b < 20b 2 2 cuando estos objetos son Orbitas periddicas estables, u érbitas
periddicas inestables, respectivamente (véase [17] para més detalles).

2.2.4.1 Generalizacion del MEGNO

Podemos generalizar el Y(xo,t), Ec. (2.25), de la siguiente manera ([17]):

t 3 et
[AxP" Wl /v g
= A T ymdt, 28
Voo, t) = (m 1) 47 | L) (2.29)
y se define el MEGNO generalizado como:
_ 1 t
Ymn(xo,t) = AT L Yinn (X0, t')dt. (2.29)

El comportamiento asint6tico de Ymn (%o, t) puede ser también resumido
como lo expresa la Ec. (2.27), donde ahora a = xi/(m+n+2) y b = 0 para mo-
vimiento irregular, cadticoya =0y b~ (m+1)/(m+n+ 1) para movimiento
estable, condicionalmente periddico.
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La principal ventaja que presenta la posibilidad de elegir los valores (m,n),
es que permite incrementar la velocidad de convergencia del MEGNO, pero
este incremento hace que también aumenten las fluctuaciones en su evolucién.
Dado que de aqui en mds se va a utilizar siempre el MEGNO generalizado, lo
llamaremos simplemente MEGNO.

Para el caso de mapas, el MEGNO se define de manera andloga a la definicién
para sistemas continuos, reemplazando las integrales con respecto a t por su-
mas con respecto al nimero de iteraciones, por tratarse de un sistema discreto.
Asimismo, para el cdlculo variacional, utilizamos el mapa tangente en reem-
plazo de las ecuaciones variacionales. Luego, las Ecs. (2.28) y (2.29) adoptan la
forma

N
[
Ymn(N) = (m+T1)N" In ( k™, (2.30)
e ; Wil )
_ 1 N
Ym,n(N) = NmAnET Z Ym,n(k)/

k=1

conm,n € Z.

Con esta expresion (o con la equivalente para flujos hamiltonianos, podemos
definir diferentes valores del MEGNO para distintas combinaciones del par
(m,n). En este trabajo, para el caso de flujos hamiltonianos utilizaremos la
variante (m,n) = (1,—1), que tiende asintéticamente a 2 para orbitas regulares,
y para el caso de mapas adoptamos la versién (m,n) = (2,0), la cual tiende a
0,5 para este tipo de 6rbitas.

2.2.5 El Indice Menor de Alineamiento (SALI) y el Indice de Alineamiento Generali-
zado (GALI)

En [78] introducen el SALI (del inglés Smaller Alignment Index) de la siguiente
manera: a partir de dos vectores desviacién para un dado tiempo t, wi(t) y
w;(t), definen los indices paralelo y antiparalelo

d- = [wi(t) —wa(t)]
dy = |wi(t)+wa(t)]], (2.31)
respectivamente, con || - || la norma euclideana. Luego, definen el SALI a un

tiempo t como el menor de estos dos indices:

SALI(t) =min(d,d ). (2.32)
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En el LP-VIcode el cdlculo del SALI estd implementado de la manera des-
cripta, excepto que el c6digo normaliza, en cada paso, los vectores desviacién
wi(t), con i = 1,2. La razén de esto es que, ante la presencia de una 6rbita
cadtica, los vectores desviaciéon wi(t) y wy(t) tienden a coincidir en su direc-
cién, resultando o bien paralelos o bien antiparalelos. Si dichos vectores estan
normalizados, tendremos que d_— = 0y d; = 2 en el caso en que los vectores
resulten paralelos y d— = 2y dy = 0 en el caso contrario. En el caso de que
nos encontremos con Orbitas regulares, los valores de d— y d.; oscilardn en el
intervalo (0;2). Por lo tanto, el valor del SALI serd nulo para 6rbitas cadticas y
no nulo para 6rbitas regulares.

En [81] se define otro indicador, que sigue el mismo comportamiendo que el
SALI, como

P(t)=d_-d,. (2.33)

En el caso de 6rbitas cadticas, uno de los dos indices tiende a 0, haciendo que
P(t) — 0. En el caso de 6rbitas regulares ambos indices seran # 0, por lo que
P(t) también lo serd, y oscilard entre estos dos valores. Para el célculo efectivo
del SALI ellos utilizan

[wi(t) Awz(t)|| = ——, (2.34)

que seria el drea del paralelepipedo formado por los vectores wy(t) y w2 (t). En
este trabajo no utilizaremos este método para calcular el SALI ya que el cémpu-
to del producto vectorial es més costoso computacionalmente que utilizar las

Ecs. (2.31) y (2.32).

Definido el SALI como en la Ec. (2.34) permitié desarrollar una versién ge-
neralizada de éste, que sirve para calcular un indicador en un caso general de
1l grados de libertad, llamado GALI (del inglés Generalized Alignment Index). En
[81] los autores lo hacen mediante el cdlculo del volumen del paralelepipedo
formado por k vectores desviacion wi (t), wa(t), ..., wi(t), con 2 < k < 21
mediante el producto vectorial

GALIL (£) = [[W1 () AW (t) A+ A (1), (2.35)

donde se tiene que Wi = w;/||wil|,coni=1,..., k.

Si bien el célculo del SALI es sencillo (en términos computacionales), para
el GALL ya no lo es dado que, para el calculo de los productos vectoriales,
necesitamos resolver una gran cantidad de determinantes a fin de calcular el
volumen del paralelepipedo. Por ejemplo, para calcular el GALIg se necesitan

21
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evaluar 1,287 x 10* determinantes de 8 x 8, y el GALI;5 necesita de 1,5511752 x
10® determinantes de 15 x 15.

Dado que estos calculos son muy costosos, en [82] utilizaron una variante
para resolver este problema, la descomposiciéon en valores singulares (SVD por
sus siglas en inglés singular value decomposition) calculada de la forma

k
log(GALL) = ) log(z), (2.36)
i=1

donde los z; son los valores singulares de la matriz singular Z.

Como hemos mencionado previamente, el LP-VIcode calcula el SALI siguien-
do las Ecs. (2.31) y (2.32), y el GALI utilizando la rutina SVD de [70] para
calcular el indicador a través de la Ec. (2.36).

2.2.6 El Indicador Rdpido de Lyapunov (FLI) y la componente Ortogonal del Indica-
dor Rdpido de Lyapunov (OFLI)

El FLI (Fast Lyapunov Indicator) es una cantidad intimamente relacionada con
el LI ([34], [35], [36], [37], [43], [50], [57]). Es capaz de distinguir entre movi-
miento regular y caético ([36], [37]) e incluso entre movimiento resonante y no
resonante ([34], [43], [50]) utilizando solamente una parte del célculo del LI

Para un sistema l-dimensional, en el LP-VIcode podemos emplear dos algo-
ritmos para calcular el FLI. Uno de ellos es a través de la evolucién temporal
de 21l vectores desviacion y, tiempo a tiempo, tomamos la norma euclideana
de cada uno, almacenando la mayor de estas normas ([36]). Esto es, para un
tiempo t, el FLI es calculado como

FLI(t) = s%p (lwq (O], [[w2 ()], .., [[wai (£)]|]- (2.37)

El otro mecanismo para el cdlculo del FLI es el introducido en [32], que utiliza
solamente un vector desviacion.

Para una orbita cadtica, el valor del FLI crece exponencialmente, mientras
que para una Orbita regular, también crece, pero a un ritmo mucho menor, pre-
sentando una dependencia de tipo lineal con el tiempo. Para la implementacién
numérica, se debe interrumpir el calculo para un valor de saturacién prefijado,
para evitar desbordamiento.

Si bien el FLI y el MEGNO se han definido de manera independiente, existe
una estrecha relacion entre estos dos ICs, donde el dltimo puede ser expresado
en funcién del primero ([61]).
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En cuanto al OFLI ([32]), el concepto es similar al presentado para el FLI.
La novedad que incluye este IC es que tomamos la norma de la componente
ortogonal al flujo de cada vector desviacién, tiempo a tiempo. Luego el OFLI es
definido como

OFLI(t) = sup |[lw1 ()1 ||, w2 (t) L[], ..., [[war (O] | - (2.38)
t

Una de las principales ventajas que presenta el OFLI con respecto al FLI,
es que permite distinguir entre una 6rbita regular no periddica y una regular
peridédica, como se mostrara en la Seccién 3.7.3.2.

Para el OFLI, al igual que para el FLI, podemos utilizar la versién que em-
plea 21 vectores desviacion como también la que utiliza solamente un vector
desviacion.

2.2.7 La componente Ortogonal del Indicador Rdpido de Lyapunov de segundo orden
(OFLI%;)

En la seccién anterior hemos descripto el calculo del FLI a partir de la solu-
cion de las ecuaciones variacionales de primer orden. También, tomando sélo la
componente ortogonal de los vectores desviacién, vimos como calcular el OFLI.
El comportamiento de este tltimo indicador es muy sensible a la elecciéon de
las condiciones iniciales, como se menciona en [1]. Es por esto que se sugiere ir
mas alld en el orden de las ecuaciones variacionales a resolver.

Es posible considerar un orden arbitrariamente alto de las ecuaciones varia-
cionales pero, por lo general, no suele excederse de las ecuaciones variacionales
de segundo orden, debido a un incremento notable en el costo computacional.

De esta manera, si llamamos w(')(t) al vector variacional de primer orden,
el autor define la variante de segundo orden del OFLI para un tiempo final ty:

OFLIF{(t) = sup W(t)", (2.39)
o<t<ts

siendo W(t)1 la componente ortogonal al flujo de W(t), donde W(t) se define
como

1
w(t) =wl(t) + 2wm(t),
donde w(z)(t) es la solucién de las ecuaciones variacionales, a tiempo t, de
segundo orden.
Como mencionamos més arriba, este cdlculo se puede llevar a cabo hasta un
orden arbitrariamente alto, simplemente extendiendo la definicién de (2.39)
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OFLIT;(t) = sup w(t):,

o<t<ts

tomando

wt) =) %w(k)(t).

k=1

Vemos que, para k = 2, corresponde al caso de la Ec. (2.39). Para mayores
detalles, consultar [1], [2], [4], [3]-

2.2.8 El Exponente Medio de Ley de Potencias (APLE)

Este método, cuyo nombre proviene del inglés Average Power Law Exponent,
estd basado en el concepto de la Entropia de Tsallis, explicada en [53]. Aqui s6lo
nos limitaremos a mostrar los conceptos bésicos para implementar el indicador
en el LP-VIcode.

Supongamos un sistema de 1 dimensiones. Para cada uno de los 1 vectores
desviaciéon w;j(t) conj =1,...,1, se define el indice p; mediante la expresién

Pj
wj(t):wj(t1)<tt]> g=1,...,L (2.40)

Sea w2(t) = 2}21 w,-z(t). Siguiendo el desarrollo en [53] se obtiene

In ( wzz((tt)))
P= 21:(;]1> (2.41)

Dado que t7 es un valor constante, w(t; ) también lo es. Por ende, el valor que
tome t; no alterard la forma en la que el indicador clasifica las 6rbitas. Por ello,
tomando t; = 1, la expresion se simplifica, y obtenemos el valor implementado
del APLE

In([jw(t)]])
APLE = —————. .
En el capitulo siguiente presentaremos el programa disefiado, el LP-VIcode,
junto con algunos de los resultados de su implementacion.
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Como ya hemos mencionado en el Capitulo 2, para cualquier estudio di-
namico de un sistema (ya sean mapas simplécticos o flujos hamiltonianos) es
esencial el uso de indicadores de caos (como, por ejemplo, en [17], [36], [44],
[78], [79]), para tener una informacién més detallada sobre las regiones regula-
res y cadticas de un sistema. En este trabajo nos hemos centrado en el grupo de
los indicadores variacionales.

Existe una extensa lista de ICs en la literatura, de los cuales muy pocos de
ellos son utilizados por los investigadores abocados al estudio de la dindmica.
Este fue el principal motivo del disefio de un cédigo, llamado LP-VIcode y
escrito en FORTRAN, que calcula de una manera eficiente una gran cantidad
de estos ICs. El nombre proviene de su acrénimo en inglés La Plata Variational
Indicators code.

En este capitulo presentaremos las principales caracteristicas del LP-VIcode,
tanto de su versién para mapas simplécticos como de su versién para flujos
hamiltonianos. Luego mostraremos algunos resultados de su aplicacion.

3.1 CARACTERISTICAS GENERALES DEL LP-VICODE

Este programa, escrito en FORTRAN77, fue introducido por primera vez en
[23], y también ha sido utilizado en la realizaciéon de los calculos que forman
parte de [24],[56], [58] y [55]. Su principal objetivo es implementar el cdlculo
de los ICs de una manera rdpida y sencilla. Actualmente cuenta con la imple-
mentacion de doce ICs, donde es posible indicarle al programa cuéles de ellos
calcular. Estos ICs son el LI ([7], [6]), el RLI ([73], [74]), el SALI ([78]), el MEGNO
([17], [16]) junto con el SEILCE ([17]), el FLI ([36], [50]), el OFLI ([32]), el APLE
([53]), los SSN’s ([20], [86]), el DS ([87]), el GALIxN ([81]) y el OPLI%T ([1D.

La principal caracteristica de este programa que lo convierte en una herra-
mienta muy util y versatil es la capacidad de calcular, para una o varias orbitas,
el conjunto de ICs de una forma eficiente, seleccionando los ICs de acuerdo
a las necesidades del estudio dindmico que se desea realizar. Esto quiere de-
cir que el programa explota el hecho de que los distintos ICs comparten parte
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de su calculo, fundamentalmente la resolucién del conjunto de ecuaciones de
movimiento y variacionales. Luego, el conjunto de ICs implementado ha sido
dividido en unidades (las cuales serdn descriptas en la Seccién 3.6), agrupéan-
dolos siguiendo como criterio las operaciones que comparten. De esta manera,
una vez que se haya indicado al programa los ICs a calcular, éste solamente
llama a las rutinas correspondientes al calculo de las unidades que contienen a
dichos ICs. También calcula la evolucién de cada vector desviaciéon una tnica
vez, independientemente de la cantidad de ICs que lo requieran para su calculo.
Esto logra una reduccién en el tiempo de computo, y evita una redundancia en
el célculo.

3.2 EL PROGRAMA PRINCIPAL

El flujo del programa comienza con la lectura, desde un archivo de para-
metros, de la informacién necesaria para el programa como, por ejemplo, los
nombres de los archivos de entrada y salida, los ICs que se van a calcular, entre
otros datos que detallaremos en la siguiente seccién.

Luego de esto, el programa ingresa en un bucle que leerd, una a una, las
condiciones iniciales de las 6rbitas a evolucionar. Para cada condicién inicial
que lea, el programa también lee los 2N vectores desviaciéon, donde N indica
los grados de libertad del sistema.

Una vez que el programa ley6 una condicién inicial, ingresa en un bucle inte-
rior que se utilizard para avanzar el paso de la integracién. Dentro de este bucle,
el programa llama a la rutina que resuelve las ecuaciones diferenciales (o itera
un paso de las ecuaciones del mapa, para el caso discreto). Para esto, comprue-
ba qué unidades fueron seleccionadas para calcular, y configura la cantidad de
vectores desviacion que necesita resolver. El programa realiza una llamada a la
rutina integradora por cada vector desviacion que debe evolucionar, indepen-
dientemente de cudntos ICs utilicen cada uno de estos vectores.

Para el caso de los ICs que necesitan renormalizar los vectores desviacion,
luego de la llamada a la rutina integradora, invoca una rutina que realiza dicha
renormalizacién.

Una vez obtenidas las nuevas coordenadas, luego de efectuar un paso de
integracion, el programa llama, una a una, a las rutinas que calculan los ICs de
cada unidad, de acuerdo a las que se hayan solicitado.

Luego de que estas rutinas devuelvan los valores de los ICs para las nuevas
coordenadas, el programa realiza la escritura de los datos, guardando el valor
de cada IC en un archivo distinto. Si se requiri6 el célculo de la evolucién de
los ICs, la salida de los datos se escribird cada cierto intervalo de tiempo. En
cambio, si se solicito la escritura de los valores finales, los archivos contendran
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una sola linea, indicando las coordenadas de la condicién inicial y el valor del
IC correspondiente al tiempo t = tfinqt-

3.3 ENTRADA DE DATOS

El programa comienza, como detallamos al inicio de la Seccién 3.2, con la lec-
tura de un archivo de pardmetros. El contenido de este archivo es el siguiente:

s Nombre del archivo de entrada desde donde se leeran las coordenadas del
espacio de fases y los vectores desviacién que utilizard como condiciones
iniciales.

= Los nombres de los archivos donde el programa guardara los resultados
del cédlculo de los indicadores. Estos pardmetros definen un archivo para
cada indicador.

= Un valor entero que acttia como puerta légica (y lo llamaremos “valor
entero 16gico™) para indicar si se guarda la evolucion temporal de los ICs
(asignando el valor 1) o si solamente se guarda su valor final (mediante
la asignacién del valor 0).

= Un valor numérico que le indica al programa, en el caso de que se escoja
guardar la evolucién de los ICs, el intervalo de tiempo de escritura de
estos valores. En caso de que se haya escogido guardar sélo los valores
finales, este pardmetro es ignorado.

= Un nuevo valor entero 16gico con el que se le informa al programa si,
ademads de la evolucion de los ICs, debe almacenar la evolucién de las
coordenadas del espacio de fases.

= Por ultimo, quiza el conjunto de pardmetros mds importante, un arreglo
de 6 valores enteros 16gicos que le indican al programa sobre cudles uni-
dades (de las descriptas en la Seccién 3.6) se deben calcular los ICs.

La otra parte importante de la entrada de datos se encuentra en un archivo
(cuyo nombre es proporcionado en el archivo de pardmetros) que contiene las
condiciones iniciales de las 6rbitas que se desean integrar. En este archivo se
proporciona, uno a uno, cada bloque de datos correspondiente a una condicién
inicial. Dicho bloque estd compuesto por 2N + 1 lineas. La primera linea con-
tiene las coordenadas del espacio de fases de la condicién inicial de la 6rbita,
junto con el tiempo final de integraciéon. Las 2N lineas restantes proporcionan
las coordenadas de los 2N vectores desviacién que definen a la particula, in-
dependientemente de los ICs que se hayan seleccionado para calcular. De esta
manera, existe la libertad de optar por introducir vectores desviacién especifi-
cos, o bien introducir valores generados al azar.
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3.4 EL INTEGRADOR

Todos los indicadores hasta aqui implementados en el cédigo deben integrar
no solo las ecuaciones de movimiento sino también las ecuaciones variacionales
de primer orden y, en el caso del OFLIZ, también se incluyen las de segundo
orden. Por lo tanto, necesitamos contar con un integrador eficiente para esta
tarea. En [24], hemos comprobado que una rutina de integracién adecuada es
la implementacién de Prince y Dormand de un método Runge-Kutta de orden
7 — 8 llamado DOPRIS8 ([71]). En ese trabajo mostramos que, para casos en
los que debemos integrar las ecuaciones de movimiento y las variacionales de
primer orden, DOPRIS es mas rapido que otros integradores, como por ejemplo
uno basado en el método de Bulirsch-Stoer y otro basado en el método de
Taylor.

Si bien existe un vasto nimero de integradores de ecuaciones diferenciales or-
dinarias (EDOs) en la literatura que pueden ser implementados en el LP-VIcode,
la rutina DOPRIS es el integrador de EDOs seleccionado para la actual versién.

La independencia de la rutina integradora con respecto al algoritmo integra-
dor utilizado, forma parte de una implementacién futura.

3.5 CALCULO DE LOS ICS

Para el calculo de los ICs a un dado tiempo t, el LP-VIcode llama a las dife-
rentes rutinas de calculo de acuerdo a las unidades que fueron “activadas” en
el archivo de parametros.

Los algoritmos encargados de calcular los ICs se han programado basando-
nos en las definiciones introducidas en las Secciones 2.2.1 a 2.2.8. Algunas de
estas rutinas presentan ciertas particularidades en su implementacién. Este es
el caso de los ICs de la Unidad 3 (FLI, OFLI y APLE) y la Unidad 6 (OFLI%T). Si
la condicioén inicial seleccionada corresponde a una 6rbita cadtica, presentardn
un crecimiento exponencial, alcanzando valores muy grandes en poco tiempo.
Esto podria producir un desbordamiento en el cédigo (es decir, que el valor de
estos ICs exceden el limite para el almacenamiento de ntimeros de punto flo-
tante). Para evitar este desbordamiento, el programa implementa un criterio de
corte. Cuando alguno de estos ICs alcanza un valor lo suficientemente grande
como para estar seguros de que la 6rbita en estudiada es caética, el calculo de
éste se interrumpe, evitando el desbordamiento y, en consecuencia, reduciendo
el tiempo de cémputo. El valor umbral que se ha adoptado en este trabajo para
estos ICs es de 1029, ya que, en la mayoria de las simulaciones realizadas, el
crecimiento del FLI y el OFLI para ¢rbitas regulares es lineal con una pendien-
te del orden de la unidad. Por lo tanto, dado que los tiempos de integracion
considerados no exceden el orden de ~ 10'° (0, como méximo, 10'"), este valor
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de corte es suficiente para asegurarnos de que el comportamiento de la 6rbita
no es regular.

Otros indicadores que presentan ciertas particularidades en su implementa-
ciéon son el SALI y el GALI N, que para Orbitas cadticas su valor desciende
hasta 0. Debido a la precision finita de la computadora se ha adoptado el valor
10716 (que se corresponde con la precisién de ésta) como cero numérico. Esto
es debido a que, como las magnitudes involucradas son del orden de la uni-
dad (recordemos que, por ejemplo, el SALI se obtiene como suma o diferencia
entre vectores unitarios), al realizar cdlculos cuyos resultados sean magnitudes
inferiores a dicha precision, el resultado obtenido proviene de los errores de
redondeo de la computadora.

36 EL ORDENAMIENTO DE LOS ICS EN UNIDADES

La mayoria de los ICs mencionados en el Capitulo 2 son completamente
independientes entre si y pueden ser calculados de forma separada. Las tinicas
excepciones a esto son el SEILCE ya que, al ser esencialmente la pendiente del
MEGNO, depende estrictamente de los valores de éste para hacer el ajuste por
minimos cuadrados, y también el RLI, que se calcula como la diferencia entre
los LIs de dos 6rbitas cercanas, haciendo que dependa de este tltimo indicador.

Aunque sean indicadores cuyos calculos son independientes, muchos de ellos
comparten bloques de calculo y es posible beneficiarnos de esas similitudes pa-
ra poder calcular varios ICs juntos en una misma rutina y asi disminuir el tiem-
po de CPU empleado. Tomemos como ejemplo el calculo del FLI y del OFLI.
Los algoritmos para obtenerlos son muy similares, empleando la evolucién de
los mismos 2N vectores desviacién (o de un solo vector desviacién, depen-
diendo de qué variante del FLI se utilizara). Por este motivo seria conveniente,
si necesitamos calcular ambos indicadores, utilizar la misma evolucién de las
ecuaciones, disminuyendo considerablemente el costo computacional. Por lo
tanto, hemos decidido agrupar en unidades a los ICs que comparten parte de
su proceso de calculo. A continuacién mostraremos la manera en que fueron
agrupados, explicando el motivo por el cual comparten la unidad.

3.6.1 Unidad 1
L1:  Dado que el ILCE y, por ende su implementaciéon numérica, el LI, es el
paradigma de los indicadores variacionales de caos, hemos decidido colocarlo

en la primera unidad.

RLI: Como vimos en la Seccién 2.2.2, éste se calcula a partir del cdlculo de
los LI de dos érbitas distintas muy préximas entre si. Luego, dado que uno se
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esos dos LI ya fue calculado, es conveniente ubicarlo en la misma unidad que
este indicador, debiendo calcular solamente un LI adicional.

saLI: Este IC, como ya hemos descripto en la Seccién 2.2.5, se calcula a par-
tir de la definicién de los indices paralelos y antiparalelos. Considerando que
en este indicador lo que en realidad importa de los vectores desviacién es su
orientacién, es necesario normalizarlos cada cierto intervalo de tiempo. Por lo
tanto, dado que el SALI necesita de dos vectores desviacion, y el LI y el RLI
solamente uno, si colocamos al SALI en esta unidad, podria utilizar este vector
y s6lo necesitariamos calcular la evoluciéon de un vector desviacion adicional.
En cambio, si lo colocdramos en una unidad con un IC que necesite calcular los
2N vectores desviacion, el SALI demoraria mds en su computo, ya que debe
esperar a que se calculen 2N — 2 vectores desviacién que no necesita. Por otro
lado, estos indicadores necesitan renormalizarse cada cierto intervalo de tiem-
po, por lo que, al estar juntos en la misma unidad, la renormalizacién se efecttia
una tnica vez para todos los ICs, en el intervalo de tiempo correspondiente.

3.6.2 Unidad 2

MEGNO: Para un sistema de N grados de libertad, la mayoria de los ICs que
utilizan la solucién de las ecuaciones variacionales, necesitan 2N ecuaciones
para calcular las coordenadas en el espacio de las fases y, como méximo, 2N
ecuaciones para calcular la evolucién de las ecuaciones variacionales de primer
orden. El MEGNO, para llevar a cabo el célculo de la cantidad Y (Seccién 2.2.4),
necesita incorporar dos ecuaciones diferenciales adicionales para resolver las
Ecs. (2.25) y (2.26). Por ende, al necesitar de forma exclusiva la incorporacién
de estas dos ecuaciones adicionales, ha sido colocado en una nueva unidad.

SELLCE: La decisién de ubicarlo junto con el cdculo del MEGNO es trivial
ya que el SEILCE, al ser la pendiente del MEGNO, necesita de su evoluciéon
temporal. Esta informacién se utiliza para construir la serie de puntos utilizada
en el ajuste por minimos cuadrados que estima dicha pendiente.

3.6.3 Unidad 3

FLI: La caracteristica principal que define al FLI es la longitud de los vectores
desviacion, por lo que es necesario que no se normalicen dichos vectores duran-
te la integracion. Por otro lado, la definicién introducida en [36] calcula el FLI a
partir de la evolucién de 2N vectores desviacién por lo que, si lo ubicamos en la
primera unidad, los ICs que ya se encuentran alli verian su computo demorado,
a causa de que se estan calculando mds vectores de los que necesitan, reducien-
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do su eficiencia. Como también hemos introducido la versién definida por [32],
en la cual se utiliza s6lamente un vector desviacion, el FLI serd implementado
en esta nueva unidad.

ofFLI: Como ya hemos visto en su definicion, el OFLI es simplemente la com-
ponente ortogonal del FLI, necesitando de la evolucién de los mismos vectores
desviacién que este dltimo. Por ende, es evidente la conveniencia de ubicarlos
en la misma unidad.

APLE: El caso del APLE es ligeramente distinto a estos dos tltimos, ya que
no es en si un indicador nuevo, sino que es una manera de vincular el FLI
con la entropia de Tsallis. Por ende, también utiliza 2N vectores desviacién sin
normalizar. Esta tltima afirmacién es suficiente para justificar su colocacion en
esta unidad.

3.6.4 Unidad 4

ssN: Los SSNs se calculan a partir de la construccién de histogramas, por
lo que su célculo es completamente distinto al de los ICs anteriores, haciendo
necesaria la inclusién de esta nueva unidad.

ps: Dado que el DS se calcula a partir de las diferencias entre los histogramas

anteriormente mencionados, es conveniente que sea agrupado junto con los
SSNis.

3.6.5 Unidad 5

GALIpN: Recordemos que, en realidad, el calculo del GALI, N involucra el
cémputo de varios ICs, mas especificamente calcula 2N — 1 GALIs. Por lo tan-
to utiliza desde 2 hasta 2N vectores desviacién para los distintos GALIy, y
ademads necesita de una subrutina para el calculo de la descomposicién en valo-
res singulares (SVD). Como el método de calculo es a partir de dicha subrutina,
ha sido puesto en la unidad 5.

3.6.6 Unidad 6

OFLI—er: Por dltimo, la ubicacion del OFLI%T en una nueva unidad es com-
pletamente trivial. Este IC es el tinico de nuestra lista de ICs que utiliza la
solucioén de las ecuaciones variacionales de segundo orden, aumentando consi-
derablemente el nimero de ecuaciones a integrar y, en consecuencia, el tiempo
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de computo. No obstante, como se ha mencionado en la Seccién 2.2.7, este
tiempo se puede reducir considerablemente.

Resumiendo, la forma en que han quedado agrupados los ICs en unidades
dentro del LP-VIcode es como sigue:

» Unidad 1: LI, RLI y SALI

» Unidad 2: MEGNO y SEILCE
» Unidad 3: FLI, OFLI y APLE
» Unidad 4: SSN y DS

» Unidad 5: GALI;N

= Unidad 6: OFLI3

3.7 TESTEO DEL PROGRAMA

Hasta aqui se ha mencionado al LP-VIcode de una manera general, aplicable
al estudio de cualquier sistema dindmico. De hecho existen dos versiones de
este programa: una para el estudio de flujos hamiltonianos y otra para mapas
simplécticos.

Las caracteristicas que presentan estas dos versiones son muy similares. Una
diferencia significativa que existe entre ambas es que, al ser la versién para
mapas previa a la correspondiente para flujos hamiltonianos, el ntiimero de ICs
implementados en la primera es menor. Los ICs que contiene son: el LI, el RLI,
el SALI, el MEGNO, el FLI, los SSNs y el DS.

A continuacién mostraremos algunos resultados de la aplicacion de ambas
variantes del LP-VIcode. La versién para mapas serd aplicada a un sistema que
ha sido utilizado en [74] y [78], entre otros. Consideremos un mapa simplécti-
co 4D que es una variante del mapa simpléctico 4D de Froeschlé ([33]) como
nuestro sistema de prueba, definido por las siguiente ecuaciones

X7 =X1+%x2
x5 =x2 —vsen(xq +x2) — pu[1 —cos(x1 +x2 +x3 +Xx4)]
X5 =X3+X4

Xy = X4 — ksen(x3 +x4) — p[l —cos(x1 +x2 +x3 +x4)],

donde hemos escogido, al igual que los autores en [74] y [78], v = 0,5, k = 0,1
y U= 1073, y los x; son médulo 27, de manera que x; € [-mn),i=1,...,4.
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Por otro lado, la versién para flujos hamiltonianos serd aplicada al celebrado
modelo introducido por Hénon y Heiles ([45]). Este modelo 2D puede descri-
birse por medio del hamiltoniano

1 1 1
HO, Y, P Py) = 5 (02 +py?) + 502 +1%) +x%y — 3y, (3.1)
Se han escogido estos dos sistemas porque han sido ampliamente estudiados,
y esto nos permite comparar algunos de nuestros resultados con los disponibles
en la literatura, al efecto de mostrar su correcta implementacion.

3.7.1 Tiempos de CPU

Presentaremos aqui los tiempos de cémputo empleados por el programa pa-
ra calcular los ICs. Por un lado, mostraremos el tiempo promedio necesario
para calcular cada uno de los ICs por separado. Por lo tanto, podremos con-
tar con el tiempo total que emplean todos los indicadores correspondientes a
una misma unidad (por ejemplo, el LI, el RLI y el SALI). Al resultado de la
suma de estos tiempos lo compararemos luego con el tiempo que emplea el
LP-VIcode en calcular cada unidad, a partir de la implementacién que hemos
realizado. Por ultimo, compararemos la suma de los tiempos empleados por
las 6 unidades contra el tiempo insumido por el calculo combinado de éstas, es
decir, colocando todos los valores enteros l6gicos que indican el cdlculo de una
unidad en 1. Con esta tltima comparacién intentamos mostrar las ventajas de
compartir bloques de célculo no sélo entre los ICs de una misma unidad, sino
también entre las distintas unidades.

Para medir los tiempos de CPU para los programas antes mencionados, éstos
fueron calculados con la siguiente configuracion de hardware: CPU, 2 x Dual
XEON 5450, Dual Core 3.00GHz; M.B., Intel S5000VSA; RAM, 4GB(4x1GB),
Kingston DDR-2, 667MHz, Dual Channel, con la versién 4.2.3 de gfortran, sin
utilizar optimizacion.

Comenzaremos presentando los resultados para el modelo de Hénon y Hei-
les.

Para este sistema se han escogido tres 6rbitas regulares y dos 6rbitas caéticas,
y las integramos durante un tiempo tf = 2 x 10* u.t. (unidades de tiempo).
Una escala de tiempo caracteristico para este sistema es T ~ 10 u.t.,, por ende,
el tiempo considerado para estos experimentos es del orden de ~ 10° tiempos
caracteristicos. Cabe aclarar que, para los indicadores de la unidad 3 (es decir,
FLI, OFLI y APLE) hemos utilizado la variante que los calcula a partir de un
unico vector desviacion. En la Tabla 3.1 se muestran los resultados obtenidos.
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IC | tepu | t/A(LD) |

LI 474 1,00

RLI 845 | 1,78

SALI 535 | 113 | [Unidad | tera | toon
WECND| oor) 1 12,28 | 18,54
SEILCE | 2081 | 4,39 ) roa| 1
e i 3 320 | 9,69
o 202\ 0 4 39,99 | 79,74
APLE 3,76 0,79

SSNs 3953 8,34 Total | 120,44 | 179,32
DS 4021 | 848

GALLN | 23,95 5,05
OFLIZ; | 20,22 4,27

Tabla 3.1: Tiempo de CPU (medido en segundos) para los distintos ICs (izquierda).
La segunda columna muestra el tiempo empleado por cada IC. La tercera
columna representa el tcpy normalizado al tcpy del LI (Derecha) Tiempo
de CPU para la unidad i, con i = 1,4. La segunda columna indica el tcpy
empleado por la unidad correspondiente, y en la tercera columna se muestra
la suma de los tiempos empleados por todos los ICs que conforman dicha
unidad.

En la tabla de la izquierda se muestra, en la segunda columna, el tcpy, me-
dido en segundos, empleado por cada IC de manera individual. Luego hemos
representado, en la tercera columna, los tcpy mostrados en la segunda colum-
na normalizados con respecto al valor del tcpy del LI

Podemos ver en esta tabla que los tiempos de CPU estdn estrechamente re-
lacionados con la complejidad de los célculos. Por ejemplo, el SEILCE debe
realizar un ajuste por minimos cuadrados, el GALI,, incluso utilizando la ru-
tina SVD, no es eficiente en cuanto al tiempo de computo, ya que utiliza 2N
vectores desviacion y ademds debe calcular 2N — 1 indicadores, y por ultimo,
el OFLI2; utiliza la solucién de las ecuaciones variacionales de segundo orden,
que son muy costosas computacionalmente.

Por otro lado, existe un conjunto de ICs, los cuales mantuvieron sus tiempos
de CPU (normalizados) en un rango de valores cercanos a la unidad. Los ICs
que se han destacado en estos calculos son los correspondientes a la unidad 3,
especialmente el FLI. Esto se debe a que hemos implementado la versién de es-
tos indicadores que utilizan solamente un vector desviacion, al igual que el LI.
Sin embargo, a diferencia de este dltimo, los ICs de la unidad 3 implementan
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un corte en su cilculo cuando alcanzan un valor de saturacion. Debido a esto,
cuando estamos calculando los ICs en un espacio de fases dividido, con un por-
centaje considerable de 6rbitas caéticas, para el FLI, el OFLI y el APLE, al igual
que el SALI y el GALI,N, los calculos se detienen antes que otros indicadores
debido al valor de saturacién, y reducen el tiempo de CPU. Luego de realizar
un estudio mds exhaustivo de los tiempos de cémputo de los ICs, hemos en-
contrado que el FLI sigue siendo el IC mas rdpido. Por lo tanto, concluimos
entonces que el FLI es el més apropiado para realizar clculos de forma rdpida
y, de hecho, es el que utilizaremos en la segunda parte de este trabajo para
detectar las regiones de inestabilidad de nuestro sistema de estudio.

En el panel derecho de la Tabla 3.1 podemos comprobar la utilidad de la
implementacion realizada en el LP-VIcode. Alli se compara el tiempo que se
emplea en el cdlculo de una unidad contra la suma de los tiempos empleados
en el célculo de cada uno de los ICs que conforman dicha unidad de forma
independiente. Por ejemplo, si medimos el tiempo total empleado en el cdlculo
de los ICs de la unidad 3 obtenemos un valor de tcpy = 9,69 segundos, donde
cada uno de los tres ICs involucrados ha empleado aproximadamente el mismo
tiempo. En cambio, si realizamos el célculo de esta unidad con nuestra imple-
mentacion del LP-VIcode, el valor obtenido para el tiempo de computo es de
3,20 segundos, es decir, muy cercano al tiempo insumido por un tnico IC.

En cuanto a la dltima fila de esta tabla, el primer valor muestra la suma
del tcpu empleado en el calculo de cada una de las 6 unidades de manera
independiente. Por otro lado, en el segundo valor se refleja el tcpy empleado
en el computo de todos los ICs, calculados uno por uno, sin la intervencién de
la implementacién en unidades. Cabe aclarar que, dado que las unidades 5 y
6 poseen un solo indicador por unidad (a efectos de comparar los tiempos de
CPU de las distintas unidades, hemos considerado a los 2N — 1 GALI, como un
mismo indicador), el tcpy empleado por el IC y el correspondiente al calcular
toda la unidad serdn coincidentes. Por este motivo, no han sido incluidos en
el panel derecho de la Tabla 3.1. Sin embargo, en los valores calculados en la
altima fila, correspondiente a las sumas de los tiempos, si han sido tenidos en
cuenta en ambos valores. Comparando estos dos resultados podemos destacar
que la eficiente implementacién del LP-VIcode logra reducir aproximadamente
un 35% el tiempo de cémputo mediante el célculo (por separado) de todas
las unidades. A esta comparacion debemos incorporar el tiempo empleado por
el programa calculando todos los indicadores simultdneamente, activando el
cémputo de todas las unidades en el archivo de pardmetros. Mediante este
célculo obtuvimos un tiempo tiotq1 = 109,19, que es considerablemente menor
que los tiempos mostrados en la tltima fila del panel derecho de la Tabla 3.1.
Esta reduccién en el tiempo de computo es debido a que el LP-VIcode no solo
aprovecha las operaciones en comun que tienen los ICs de una misma unidad,
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sino que también tiene en cuentas las operaciones que tienen en comun los ICs
entre las distintas unidades.

Resulta evidente, entonces, la ventaja que representa la implementacién del
LP-VIcode para el cdlculo de ICs.

3.7.2  Aplicacién a mapas simplécticos

En esta seccién presentaremos algunos resultados, producto del estudio de
los sistemas definidos al comienzo de esta secciéon para mostrar que, ademads
de disminuir el tiempo de cémputo en el calculo de més de un IC de forma
simultdnea, éstos reproducen los resultados hallados por otros investigadores.

Los resultados de los calculos que se muestran en esta seccion fueron reali-
zados sobre el mapa descripto en la Seccién 3.7. Como simplemente queremos
ilustrar la correcta implementacién del LP-VIcode, consideramos dos condicio-
nes iniciales, ya estudiadas en [74] y [78], entre otros, por lo tanto se encuen-
tran bien identificadas. Una de ellas corresponde a una 6rbita regular (x; = 0,5,
x2 = 0,x3 = 0,5, x4 = 0) y la otra corresponde a una 6rbita caética (x; = 3,
x> =0, x3 = 0,5, x4 = 0). Todos los indicadores estdn calculados hasta un
ndmero de iteraciones Niier = 107. En la Fig. 3.1 se presentan los gréficos co-
rrespondientes al calculo del LI, del FLI, del DS, del SALI y del RLI. La curva
con trazo rojo corresponden a la 6rbita cadtica, mientras que la curva con trazo
verde corresponde a la 6rbita regular.

El célculo del LI se muestra en el panel (a) de la Fig. 3.1. Se ve claramente que
la 6rbita regular presenta un decrecimiento tipico para este tipo de 6rbitas, es
decir, del orden de In(Njter)/Niter, mientras que la 6rbita cadtica se mantiene
constante a partir de Njiter ~ 104, en un valor ~ 0,01. Segun el tipo de decreci-
miento del LI ([79]) para una 6rbita regular, y considerando que en nuestro ex-
perimento tenemos Niter = 107, obtenemos que In(Niter)/Niter = 1,61 X 10—°.
Por ende, vemos que el valor del LI que obtuvimos para la 6rbita cadtica es
ampliamente superior al umbral mencionado, por lo que el resultado obtenido
es consistente con la clase de 6rbita que es.

En la Fig. 3.1, panel (b), se muestra un gréfico de la evolucién temporal del
FLI. Aqui, la érbita regular sigue un crecimiento lineal (FLI o t), mientras que
la cadtica crece exponencialmente hasta que satura para Niter ~ 4,2 X 103.

En el panel (c) presentamos la evolucién de DS con respecto a Niter. Se pue-
de ver un marcado decrecimiento lineal entre los logaritmos, indicando que los
espectros se van asemejando cada vez mads. Para la 6rbita regular la situacién
es opuesta: los espectros son bien distintos y nunca se asemejan entre si, pro-
duciendo que la gréfica de DS tienda a un valor constante (distinto de cero) en
el tiempo.
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Figura 3.1: Gréficos de LI (a), FLI (b), DS (c), SALI (d) y RLI (e), para una 6rbita regular
(0,5,0,2,0) y una 6rbita caética (3, 0, 1, 0) en el rango de iteraciones Nty €
(102;107) para los paneles (a) al (d), y en el rango Niter € (0;2 x 10%) para
el panel (e). Se puede apreciar que el acuerdo de las cuatro primeras figuras
con [78] es muy bueno, al igual que el panel (e) con [74].
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El SALI, representado en el panel (d), presenta un comportamiento contrario
al del FLI. Para la 6rbita cadtica aquél decrece exponencialmente (la tendencia
es muy similar a la del FLI, s6lo que este tltimo crece exponencialmente), satu-
rando en nuestro valor de corte 10~ ¢ considerado como “cero numérico”. La
Orbita regular mantiene su valor constante, concordando con el hecho que los
vectores desviacion tienden a quedar fijos en direcciones distintas a lo largo del
tiempo.

Por dltimo, vemos en el panel (e) la evolucién del RLI. Para este IC el célculo
se realizé hasta Niter = 2 x 10% iteraciones. Es claro cémo la 6rbita cadtica
tiene un crecimiento abrupto en el intervalo [0; 5 x 103] llegando a estabilizarse
en un valor constante. La érbita regular, en cambio, permanecié constante en un
valor ~ 10~ "4, Esto es de esperar ya que, al tratarse de un indicador que mide
la diferencia entre dos indices de Lyapunov, al ser una 6rbita regular, ambos
indices tenderan a cero, al igual que su diferencia.

Todos los resultados aqui expuestos nos muestran que el LP-VIcode logra
identificar correctamente tanto las 6rbitas cadticas como las regulares. Para
complementar este andlisis se pueden ver los paneles (a), (b), (c) y (d) de la
Fig. 4 de [78] y compararlas con las correspondientes de nuestra Fig. 3.1. En
esta comparacion se puede verificar que los resultados que obtuvimos estan en
perfecto acuerdo con los obtenidos por Skokos et al. Por otro lado, de [74], se
puede comparar la evolucién del RLI entre el panel (b) de la Fig. 4 con nuestro
correspondiente panel (e) de la Fig. 3.1. En esta comparacién, a diferencia de
las comparaciones anteriores, los valores obtenidos por Sdndor et al. no guar-
dan tal semenanza con nuestros resultados. Sin embargo, el hecho importante
es que el comportamiento que siguen las evoluciones de las curvas del RLI es
el mismo: por un lado, un crecimiento abrupto, seguido por una estabilizacién
en un valor > 10~* para las 6rbitas caéticas y, por otro lado, para las érbitas
regulares, la permanencia en un valor aproximadamente constante y relavita-
mente pequefio < 10~ '2. Las diferencias observadas con [74] pueden deberse a
que es posible escoger el valor de la separacién inicial Axp en un amplio rango
de valores, cubriendo el intervalo 10~ 1% < ||Axo| < 1077

Para el célculo del MEGNO se utilizé el mismo mapa y las mismas condicio-
nes iniciales que para el resto de los indicadores vistos més arriba. Dado que
no contamos con cdlculos del MEGNO realizados para este mapa, solamente
analizaremos el comportamiento de las dos trayectorias. En el panel (a) de la
Fig. 3.2 se puede ver el crecimiento del MEGNO correspondiente a una 6rbi-
ta cadtica. Por otro lado, para la 6rbita regular (Fig. 3.2, panel (b)) vemos que
la evolucién de ésta sigue el comportamiento esperado, tendiendo a un valor
constante determinado por la versién de MEGNO que estemos utilizando. En
este caso, al estar utilizando la version (2,0) del MEGNO, el valor asintético al
cual tiende es 0,5.
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Figura 3.2: Evolucién del MEGNO para una orbita cadtica (a) con condicién inicial
(x1 =3, x2 =0,x3 =05, x4 = 0), y para una 6rbita regular (b) con
condicién (x; = 0,5, xo = 0, x3 = 0,5, x4 = 0). Ambos célculos fueron
hechos hasta un niimero maximo Njte, = 10 iteraciones.

3.7.3 Aplicacién a flujos hamiltonianos

Continuando con los ensayos realizados sobre el LP-VIcode, vamos a mos-
trar en esta seccién los resultados de la aplicacién de la version para flujos
hamiltonianos. Para este propésito utilizamos el modelo de Hénon y Heiles
(ver Seccién 3.7), estudiado en numerosas publicaciones como, por ejemplo,
[1], [32], [81], etc. Se escogi6 este sistema porque es bien conocido y con una
extensa bibliografia que respalda los resultados publicados y facilita nuestra
comparacion.

3.7.3.1 LI, SALI y GALI)N

Los resultados para el calculo del LI, el SALI y los GALI;N se realizaron
tomando como condicién inicial la 6rbita cadtica dada por (x,y,px,py) =
(0,—0,25;0,42;0) y un valor h = 1/8 = 0,125. Sus evoluciones se encuentran
representadas en la Fig. 3.3.

En el panel (a) de la Fig. 3.3 mostramos la evolucién del LI para la 6rbita
mencionada, que sabemos a priori que ha sido identificada como caética ([81]).
Podemos ver que el LI presenta el comportamiento correspondiente a una 6rbi-
ta cadtica, esto es, tendiendo a estabilizarse en un valor constante, o ~ 0,042.

En el panel (b) vemos el comportamiento del logaritmo de los GALIy, con
k = 2,3,4, donde los tres siguen el decrecimiento exponencial esperado para
una Orbita cadtica, siendo los GALIs de mayor orden los que decrecen mas
rdpidamente (es decir, el GALI4 decrece més rdpido que el GALI3 y éste, a su
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Figura 3.3: (a) Evolucién del LI con respecto a log(t), con log(t) € (1;5) para una
condicién inicial (x,y,px, py) = (0;—0,25;0,42;0), que se corresponde con
un comportamiento caético. (b) Evolucién del log(GALIy ) con k = 2 (curva
roja), k = 3 (curva verde) y k = 4 (curva azul) para la misma condicién
inicial. (c) Diferencia entre SALI y GALI,. Podemos ver que las dos ultimas
gréficas tienen una gran similitud con el panel (a) de la Fig. 1 y la Fig. 2 de
[81].
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vez, decrece mas rapido que el GALI,). Este comportamiento se puede verificar
del panel (b) de la Fig. 1 de [81].

Sabemos que, por definicién, el GALIy coincide con el SALI para k = 2. Por
ende, en el panel (c) hemos calculado la diferencia entre ambos ICs en un
intento de cuantificar la proximidad numérica de ambas curvas en funcién del
tiempo. Al igual que sucede en la Fig. 2 de [81], se logra llegar a la precision
de la computadora (10~'¢) en un tiempo considerablemente pequefio, aunque
en el calculo presentado en la Fig. 3.3 panel (c) le tom6 un poco mds de 450 u.t.
para alcanzarlo.

Como es sabido, la tasa de decrecimiento del GALIy para Orbitas cadticas
es exponencial, con cierto exponente dado por el ILCE oy ([81]), ya que el
inmediatamente inferior en nuestro caso es 0, = 0. Si los vectores desviacién
iniciales son elegidos al azar, esta dependencia sera

GALIL, x e °'t, GALI; x e 291, GALL; x e 491t (3.2)

En el panel (b) de la Fig. 3.3 han sido incluidas, junto con las curvas de los
GALI, las curvas correspondientes a las estimaciones tedricas representadas
en la Ec. (3.2). Se puede ver que las evoluciones obtenidas numéricamente obe-
decen una relacién muy semejante a esta estimacion tedrica.

Un fenémeno interesante para destacar es que, la cantidad de vectores des-
viacion iniciales paralelos al flujo juegan un papel esencial en la velocidad con
la que decrecen las curvas de los GALIy, con k > 2 (ver [81], Fig. 4). Por consi-
guiente, se realizaron cédlculos para distintos nlimeros m de vectores desviacién
iniciales paralelos al flujo (m = 0, 1y 2). Estos calculos fueron realizados para
una Orbita regular, con condiciones iniciales (x,y,px,py) = (0,0,1/2,0). Los
vectores desviacion tomados en cada caso son

m=20 m=1 m=2

(1,0,0,0) | (1,0,0,0) (1/2,1/2,-1/2,—-1/2)
(0,0,0,1) | (1/2,1/2,1/2,1/2) | (1/2,1/2,1/2,1/2)
(0,0,1,0) | (0,0,1,0) (0,0,1,0)

(0,1,0,0) | (0,1,0,0) (0,1,0,0)

En el panel (a) de la Fig. 3.4 presentamos la evolucién del GALI3 para los
tres valores distintos de m, mientras que en el panel (b) presentamos el cdlculo
andlogo para el GALI4. La correspondencia de cada curva con la pendiente de
su ajuste es notable. Estas pendientes fueron calculadas utilizando un ajuste por
minimos cuadrados, obteniendo una diferencia con los valores teéricos < 1%.
Los valores teéricos « de las pendientes para el GALI3 son & = —2 para m =0,
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log(GALI,)

log(t)

Figura 3.4: Evolucién temporal del GALI3 (a) y GALI4 (b) para una 6rbita regular con
x=0,y=0,px =1/2y py =0, para distintos nimeros m de vectores des-
viacién iniciales paralelos al flujo (m = 0,1, 2), junto con sus estimaciones
lineales. Las curvas de trazo rojo corresponden a m = 0, las de trazo verde
am =1y las de trazo azul a m = 2.

y « = —1 tanto para m = 1 como para m = 2, lo cual es posible verlo en la
grafica. Para el GALI4, los valores de « son 0« = —4,—3,—2 param = 0,1y
2, respectivamente. Este acuerdo entre los valores tedricos y sus estimaciones
numéricas nos proporciona un fundamento adicional sobre el cual apoyarnos
para confiar en la implementacién del GALI;N realizada en el LP-VIcode.

3.7.3.2 FLI, OFLI y APLE

Para el célculo de estos ICs se utilizaron tres condiciones iniciales conside-
rando un valor h = 1/12 ~ 0,0833 ([32]): una correspondiente a una Orbita
cadtica, con coordenadas (y,y) = (—0,121;0), una 6rbita regular no periédica
con (y,y) = (0,2;0) y una o6rbita regular periddica con condiciones iniciales
(y,y) = (0,25480176;0). En los tres casos se ha considerado x = 0 y x se obtiene
a partir de la resolucién de la Ec. (3.1) para el valor de la energia escogido.

En el panel (a) de la Fig. 3.5 podemos ver la evolucién temporal del log(FLI).
La 6rbita cadtica crece rapidamente, saturando para t & 500. Dado que t; = 10%,
se ha considerado que un valor de saturacién para este calculo de 10'° seria su-
ficiente para lograr discriminar un comportamiento regular de uno caético. Por
otro lado, ambas 6rbitas regulares presentan un crecimiento lineal. Si compara-
mos este grafico con la Fig. 5 de [32] podemos apreciar que el comportamiento
de la 6rbita cadtica es muy similar. Por otro lado, para las 6rbitas regulares, si
bien no tienden exactamente al mismo valor final en ambos gréficos, presen-
tan una gran similitud en el tipo de comportamiento del crecimiento, que es el
correspondiente a una 6rbita regular. En el panel (b) realizamos el mismo calcu-
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Figura 3.5: Evolucion temporal del FLI (a) y del OFLI (b) para el potencial de Hénon
y Heiles con H = 0,0833 para tres 6rbitas distintas: una 6rbita cadtica (re-
presentada por la linea azul) con (y,y) = (—0,121;0), una 6rbita regular no
peridédica (representada por la linea roja) con (y,y) = (0,2;0) y una 6rbita re-
gular periédica (representada por la linea verde) con (y,y) = 0,25480176;0).

lo que en el panel (a) pero para la estimacién del OFLI. Los comportamientos
correspondientes a la orbita caética y a la regular no periddica (curvas azul y
roja, respectivamente) no presentan variaciones significativas. Con respecto a
la 6rbita pediddica, ésta presenta un cambio en su comportamiento, el cual ma-
nifiesta un ligero crecimiento al comienzo de la integracién y luego permanece
aproximadamente constante. Comparando con la Fig. 7 de [32] podemos ver
nuevamente que ambos gréficos son consistentes entre si. Esto permite concluir
que el FLI y el OFLI fueron implementados de forma correcta.

El otro indicador que también forma parte de la unidad 3 es el APLE. Pode-
mos ver en la Fig. 3.6 su evolucién temporal para las mismas tres érbitas que
para el FLI y el OFLI. Puede verse en el grafico como la érbita caética crece
exponencialmente, mientras que las 6rbitas regulares muestran una tendencia
asintética hacia el valor 1, lo que indicaria que el crecimiento de w(t) se acerca
a un comportamiento lineal.

3.7.3.3 MEGNO y SEILCE

Para el calculo de estos dos indicadores vamos a utilizar la energia h = 0,118,
para poder realizar la comparacién con los resultados publicados en [17]. Los
analisis se llevaron a cabo para 5 érbitas sobre la superficie x = 0. En la Fig. 3.7,
panel (a) mostramos el cdlculo del MEGNO para una 6rbita estable periddica
con condiciones iniciales (y,py) = (0,295456;0) (simbolizada con sp), una cuasi-
periddica (y,py) = (0,483;0) (gp) y una también cuasi-periddica pero cercana
a una 4—periddica inestable, con (y,py) = (0,46912;0) (up). Hemos graficado
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APLE

Figura 3.6: Evolucién temporal del APLE para el potencial de Hénon & Heiles, para tres
6rbitas distintas: una 6rbita caética (y,y) = (—0,121,0), una 6rbita regular
resonante (y,y) = (0,2,0) y una 6rbita periédica (y,y) = (0,25480176,0).

también la recta y = 2, que corresponde al umbral teérico del MEGNO para 6r-
bitas regulares (recordemos de la Seccién 2.2.4.1 que, para flujos hamiltonianos,
utilizamos la variante (1, —1) del MEGNO). Vemos en la figura que, tanto la 6r-
bita sp como la gp, tienden al valor tedrico, pero por valores menores que éste,
por tratarse de orbitas estables ([17]). En cambio, para la up, si bien el tiempo
de integracién no ha sido suficiente para que su tendencia al valor 2 sea evi-
dente, se puede observar que tiene un comportamiento decreciente y, estudios
con realizados para tiempos de integracion mayores (que no serdn mostrados
en este trabajo), han mostrado una clara tendencia hacia este valor. Esta ten-
dencia, sin embargo, a diferencia de las evoluciones de sp y gp, la lleva a cabo
por encima del valor limite 2. Este comportamiento es el correspondiente a una
Orbita cuasiperiédica, muy préxima a una periddica inestable, y es idéntico al
mostrado en [17], en el panel (d) de la Fig. 1.

Para el caso de 6rbitas caéticas, en la Fig. 3.7, panel (b) utilizamos, también so-
bre la superficie x = 0, las siguientes condiciones iniciales: (y,py) = (0,509;0)
(c1) y (y,py) = (0,56;0,112) (c2). Su evolucién presenta un crecimiento clara-
mente lineal (en escala logaritmica), al igual que podemos ver en la Fig. 1,
panel (c) de [17].

En el panel (c) de la Fig. 3.7 podemos ver la evolucién temporal del SEILCE,
para las 5 6rbitas simultdneamente. Vemos que para las orbitas cadticas (c1) y
(c2), desde t ~ 6 x 103, presenta un comportamiento aproximadamente constan-
te, debido al crecimiento lineal que tiene el MEGNO para este tipo de 6rbitas
(ver panel (b)). Por el contrario, para las 6rbitas regulares (sp), (qp) y (up), co-
mo el MEGNO tiende al valor de umbral tedrico 2, es 16gico que su pendiente
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Figura 3.7: Evolucién temporal del MEGNO, con t € (0;12 x 10*) pa-
ra tres Orbitas regulares (a): Una periédica estable (sp) con
(X0,Y0,Pxo,Pyo) = (0;0,295456;0,407308;0), una cuasi-periddica estable
(ap) (x0,Yo0,Pxq,Py,) = (0;0,483;0,27898;0) y una cuasi-periddica inestable
(up) (x0,Y0,Pxq:Pyo) = (0;0,46912;0,291125;0). (b) Evolucion del MEGNO
para 2 Orbitas cadticas: (c1) (Xo,Yo,Pxo,Pyo) = (0;0,509;0,254625;0) y (c2)
(X0,Y0,Pxo,Pyy) = (0;0,56;0,164114;0,112). (c) Evolucion temporal del
SEILCE para las 6rbitas de los paneles (a) y (b).
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tienda a o, ya que las evoluciones tienden a ser cada vez mads lentas. Junto con
la evolucion de las 5 condiciones iniciales se incorporé en la figura, con trazo
negro, la evolucion del LI para la 6rbita (sp), la cual se ve que decrece mas
lentamente que el SEILCE, conclusién ya destacada en [17].

3.7.3.4 RLI, DSy SSN

Al igual que en la Seccién 3.7.3.1, los experimentos realizados en esta secciéon
fueron llevados a cabo para H = 0,125, y utilizando las mismas condiciones
iniciales.

En la Fig. 3.8 mostramos la evolucién del RLI con respecto a t. Podemos ver
que, para la 6rbita regular (linea verde), su valor es aproximadamente constante
en toda la integracion (~ 5 x 10~12). Por otro lado, para la érbita cadtica (curva
roja), vemos que en el intervalo t € (0;7,5 x 102) el RLI crece hasta un valor
aproximadamente constante 0,01 < log (RLI) < 0,1. Ambas evoluciones obede-
cen el comportamiento correspondiente a una 6rbita regular y a una cadtica,
respectivamente.
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Figura 3.8: Evolucién temporal del RLI para una 6rbita cadtica con condiciones iniciales
(0;,—0,25;0,42;0) (linea roja), y una 6rbita regular con condiciones iniciales
(0;0;0,5;0) (linea verde).

En cuanto al SSN, podemos ver en el panel (a) de la Fig. 3.9 el gréfico corres-
pondiente a los espectros de la érbita regular. Como ya habiamos mencionado
en la Seccién 2.2.3, debido a que para una 6rbita regular sus vectores desviacién
se mantienen fijos en una dada direccion a lo largo del tiempo, dicha 6rbita ten-
dra espectros bien diferentes, como observamos en este panel. Asimismo, para
una Orbita cadtica, los vectores desviacién tienden a coincidir en direccién, al
igual que lo hardn sus espectros. En el panel (b) se presentan los espectros
correspondientes a la 6rbita cadtica. Se evidencia aqui que los SSNs siguen el
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comportamiento descripto para este tipo de 6rbitas, produciendo que la curva
roja quede oculta tras la verde, debido a que estas dos curvas coinciden espa-
cialmente.

Este comportamiento descripto puede comprobarse calculando el DS (Fig.
3.9, panel (c)). Dado que, para una 6rbita regular, sus espectros son notablemen-
te diferentes, la distancia entre éstos permanece constante en un valor distinto
de 0. Esto estd representado en la figura con la linea de trazo verde. Por otro
lado, para las 6rbitas cadticas, como los espectros tienden a coincidir, su distan-
cia disminuird con el tiempo, produciendo la curva decreciente, representada
con trazo rojo, que se muestra en este panel.
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Figura 3.9: Gréafico del SSN para una 6rbita regular con condicion inicial (x,y, px, py) =
(0;0;1/2;0) (a), y una 6rbita cadtica con condicién inicial (x,y,px,py) =
(0;,—0,25;0,42;0) (b). (c) Evolucién de DS con respecto a t para las dos con-
diciones iniciales de los paneles (a) (con trazo verde) y (b) (con trazo rojo).
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3.7.3.5 OFLI%T

Por tltimo, se mostraran algunos resultados del célculo del OFLI2 ;. Para ello
hemos reproducido el gréfico correspondiente al panel medio de la Fig. 3 de [1].
En el panel (a) de la Fig. 3.10 vemos representado el valor final del OFLI% para
un conjunto de condiciones iniciales. Se ve que algunos de estos valores han
alcanzado el umbral de saturacién In(10%°) ~ 46. Estas condiciones iniciales
fueron construidas sobre el plano x = py = 0 tomando 1,1 x 103 valores en el
rango —0,4 <y < 0,7, conh =1/8.

(@) (b)
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Figura 3.10: a) Valores del OFLI2 para un conjunto de condiciones iniciales en el plano
x =py = 0 con valores dey —0,4 <y < 0,65y h =1/8. (b) Evolucién tem-
poral del OFLI2 para tres 6rbitas: una regular correspondiente al minimo
del IC en y = 0,303, otra regular para un valor intermedio del OFLIZ
eny = 0,15 y una 6rbita caética en y = —0,15. Todos los calculos fueron
realizados para t; = 10%.

Para la construccién del panel (b) hemos calculado la evolucién temporal del
OFLI4; para tres 6rbitas distintas: una 6rbita regular, que se corresponde con el
minimo del OFLI%T con condicién inicial y = 0,303, otra érbita regular, para un
valor intermedio del indicador, en y = 0,15 y una 6rbita caética en y = —0,15.
Observando las curvas obtenidas, vemos que ambas 6rbitas regulares crecen
linealmente, en escala logaritmica, con una pendiente muy baja. Si nos focaliza-
mos en la evolucién correspondiente a la érbita cadtica obtenemos claramente,
también en escala logaritmica, un crecimiento exponencial. Los valores finales
de estas evoluciones temporales coinciden con los valores reflejados en el panel
(a) para estas tres condiciones iniciales.



3.8 DISCUSION

3.8 DISCUSION

En este capitulo se ha presentado un cédigo, escrito en Fortran 77, que im-
plementa de forma eficiente un conjunto de doce indicadores variacionales de
caos. Estos ICs son: el LI, el RLI, el SALI, el MEGNO, el SEILCE, el FLI, el OFLI,
el APLE, los SSNs, el DS, los GALIN y el OFLI%T.

En las distintas secciones hemos descripto como esta construido el programa
principal, como opera la entrada de datos, el integrador utilizado (en el caso del
célculo en flujos hamiltonianos) y cémo estdn agrupados los ICs en unidades,
de acuerdo a las operaciones que éstos comparten.

Una vez introducido el cédigo se han presentado resultados realizados con
las dos variantes existentes.

Hemos medido los tiempos de CPU empleados por cada IC de manera indi-
vidual para la variante de flujos hamiltonianos, en el caso del modelo de Hénon
y Heiles. Luego medimos los tiempos correspondientes para cada unidad, y los
comparamos con la suma de los tiempos de cada indicador perteneciente a esa
unidad. Los resultados arrojaron que esta agrupacion en unidades mejora el
tiempo de computo en aproximadamente un 35 %. También se midi6 el tiem-
po empleado por todo el programa completo, activando el célculo de todos
los ICs, y se lo comparé con la suma de los tiempos de cada unidad. Con esto
mostramos que el tiempo empleado por todo el programa es aproximadamente
un 10 % menor que la suma de los tiempos empleados por las unidades. Estos
resultados nos muestran que el cédigo fue implementado de manera eficiente,
reduciendo considerablemente los tiempos de CPU.

Luego de esto procedimos a mostrar las evoluciones temporales de los ICs
para ilustrar la correcta implementacion del LP-VIcode, llevando a cabo los
calculos para ambas versiones. Se ha probado que el cédigo, ademds de estar
implementado de forma eficiente en cuanto a los tiempos de cémputo, reprodu-
ce correctamente el comportamiento tanto de érbitas caéticas como regulares.

Por lo tanto concluimos que hemos podido construir una herramienta que
nos permite calcular de forma eficiente un extenso conjunto de ICs, permitien-
do una gran personalizacién de éste, desde la eleccién de cuéles ICs queremos
calcular hasta poder elegir calcular la evolucién de éstos o s6lo su valor final.
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Parte II

CUANTIFICACION DE LA DIFUSION






ESTUDIO DE LA DIFUSION MEDIANTE EL CALCULO DE
FORMAS NORMALES

Supdngase un sistema conservativo, sea éste un flujo hamiltoniano (como en
[18], [29], [42], [51]) 0 un mapa simpléctico ([38], [39], [75], [85]). Si el sistema
fuese integrable, las acciones serian integrales de movimiento, por lo tanto per-
manecerian constantes, y una Orbita quedaria representada, en el espacio de
las acciones, por un punto. En cambio, si dicho sistema presenta un espacio de
fases dividido, estas acciones varian en el tiempo, ya sea oscilando alrededor
de un valor central correspondiente a la accién sin perturbar, o presentando
una variacién secular, fendmeno conocido como difusién. La difusién puede
ser definida de una forma sencilla como la variacién secular de las integrales no
perturbadas, definiciéon utilizada por [12], [13], [40], [59], [62], entre otros.

El estudio de la difusion es clave para comprender la dindmica de un sistema,
ya que permite analizar cémo varian las acciones no perturbadas en el tiempo
que pueden modificar su estructura. Consideremos un sistema galactico. En es-
te sistema, las acciones o integrales representan magnitudes que funciones de
la energia y el momento angular de la érbita de una estrella. Si las acciones
presentan una variacién secular, la forma de las 6rbitas cambiaré en el tiempo.
Otro ejemplo es el de un planeta orbitando en torno a su estrella (problema de
2 cuerpos), en cuyo caso las acciones son funciones de los elementos orbitales.
Pensemos en el semieje a y la excentricidad e. En este caso, el sistema es inte-
grable, entonces tanto a como e son constantes, y el planeta se mueve en una
Orbita regular. Pero, si se tiene en cuenta la presencia de otros cuerpos celestes,
como ocurre con los gigantes gaseosos en nuestro Sistema Solar, el sistema se
ve perturbado y los elementos orbitales del cuerpo podrian variar secularmen-
te, como por ejemplo una disminucién en el tiempo del semieje, 0 un aumento
de la excentricidad, fendmenos que podrian ser tan importantes que incluso
el cuerpo pasaria de describir una 6rbita eliptica a una 6rbita parabdlica, re-
sultando expulsado del sistema. Por lo expuesto aqui podemos ver que estos
comportamientos tendran un efecto decisivo en la estructura y estabilidad del
sistema (ver, por ejemplo, [10]).
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La variacion de las acciones estd fuertemente relacionada con el tamafio de
la perturbacién al sistema integrable ([12], [38], [46]). Para una perturbacién
suficientemente grande, las acciones presentardn una variacién secular que se
puede cuantificar facilmente. De este resultado es posible determinar, por ejem-
plo, con qué velocidad estdn variando estas acciones. Por otro lado, para una
perturbacién més pequefia, la componente caética del sistema disminuye, y la
region sobre la cual las acciones pueden variar es mds acotada. Esto produce
como consecuencia que la difusién disminuya a medida que disminuye la per-
turbacién. En el caso extremo, cuando la perturbacién es nula, el sistema es
integrable y, por consiguiente, las acciones son constantes. Luego, existird un
valor limite de la perturbacion para el cual la variacién secular de las acciones
se manifiesta, pero su magnitud serd lo suficientemente pequefia como para
que dicha variacién quede oculta a causa de las oscilaciones de dicha accién.
La Fig. 4.1 esquematiza un ejemplo de variacion cuadratica de las acciones con
respecto a su valor inicial (m?, la cual sera definida més adelante en este ca-
pitulo) en funcién del ndamero de iteraciones, que cuantifica el tamafio de la
perturbacion, para un mapa simpléctico 4D (que estudiaremos en el Capitulo

5)-

(a) (b)
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Figura 4.1: Gréficos de difusién para una dada orbita con dos valores distintos del
pardmetro perturbativo. En el panel (a) se utiliza un pardmetro perturbativo
cuyo tamafio es aproximadamente el doble que en el panel (b).

Como se verd mdas adelante, en el sistema que estudiaremos la frecuencia
coincide con la accién (w; = I;). Luego, una resonancia, que es una relaciéon
entre frecuencias, la podemos expresar como esa misma relacion entre acciones.
Asi lo haremos en este trabajo, en el que graficaremos las resonancias directa-
mente en el espacio de acciones.



4.1 DEFINICIONES Y CONCEPTOS BASICOS

En el panel (a) se muestra la variacién de una accién a lo largo de una re-
sonancia para un parametro perturbativo relativamente alto, donde se puede
observar que existe un crecimiento sistematico de la accién. En el panel (b),
en cambio, se muestra la variacién de la misma magnitud, para un parametro
mas pequerio. En este grafico, la difusién podria existir, pero seria tan pequefia
que la variacion secular queda oculta por las oscilaciones debidas a efectos de
“deformacién“del mapa (ver [41], pag. 63).

Esta diferencia en los comportamientos mostrados en la Fig. 4.1, producido
por la variacién del pardmetro perturbativo, hace que resulte imprescindible
la utilizacién de alguna herramienta que permita revelar el comportamiento
difusivo en situaciones donde el pardmetro perturbativo es lo suficientemente
pequefio de modo que no permite observar la difusién en el conjunto de va-
riables originales del sistema. La herramienta que utilizaremos son las formas
normales, que se pueden definir como una o mas transformaciones canénicas a
un conjunto de variables dngulo-accién de manera que el mapa resultante ten-
ga una forma que nos permita describir la dindmica del sistema de forma clara
y sencilla. Esto haria que las oscilaciones se reduzcan considerablemente, y se
pueda observar més claramente la difusién. Es una herramienta ampliamente
utilizada cuando se quiere cuantificar la difusién para parametros perturbati-
vos muy pequertios ([18], [25], [26], [30], [29], [52], [68], entre otros), por lo cual
dedicaremos este capitulo a su descripcion.

En las secciones siguientes se explicard como calcular la transformacion a
la forma normal de un mapa simpléctico genérico 4D del tipo llamado cuasi-
torsional, pero para ello debemos introducir primero algunos conceptos bésicos
necesarios para el desarrollo de la transformacién.

4.1 DEFINICIONES Y CONCEPTOS BASICOS
4.1.1  Difusion

Consideremos un sistema con Ng4im grados de libertad, ya sea un flujo ha-
miltoniano o un mapa simpléctico, definido por variables dngulo x; y variables
accion Ji, coni=1,...,Ngim.

En el espacio de las acciones J;, con i = 1,...,Ngim, recordemos que la
difusién se define como una variacién secular de las acciones no perturbadas.
Esta cantidad se cuantifica mediante el calculo de un desplazamiento medio
cuadratico de la accién con respecto a un valor representativo (el valor medio,
el valor inicial, etc.). Para llevar a cabo este cdlculo es necesario suponer que el
tipo de difusién que presentan las acciones es del tipo llamado difusién normal

([31D).
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Bajo este régimen, para cuantificar la difusion, es estadisticamente equivalen-
te considerar el promedio espacial y el promedio temporal. Esto es, podemos
considerar un conjunto de condiciones iniciales y calcular su promedio espacial
para cada instante de tiempo (como en [18], [42], [51]), 0 bien podemos consi-
derar una tinica condicién inicial con un tiempo de integracién mayor que en
el caso anterior, dividir este tiempo en intervalos de tamafio menor y calcular
el promedio temporal sobre cada uno de esos intervalos ([10], [12]). En este
trabajo vamos a emplear el primer método.

Una de las herramientas que podemos utilizar, basadas en el cdlculo del
promedio espacial, es la varianza (ver, por ejemplo, [18], [38], [51]).

Sea Ji(t,j) la acciéon Ji correspondiente al tiempo t para la condicién inicial j
de un conjunto de N; valores iniciales. La varianza se calcula como

1 Nci

0%(8) = {(Ju(t) ~Tu(t)?) = ;(Ji(m’) —Ti(t)?, (41)

—

donde la sumatoria indica que se estd promediando sobre el conjunto de con-
diciones iniciales, y Ji(t) es el valor medio de la accién J; en el conjunto para el
tiempo t

I o NTS)) (42

La varianza (Ec. (4.1)) es un indicador de la difusién muy ttil cuando se
quiere estudiar un conjunto de condiciones iniciales que se dispersan en el
espacio de las acciones, todas alrededor de un valor medio.

Otro indicador que puede utilizarse para cuantificar la difusiéon es la desvia-
cién cuadrética media (d.c.m. de aqui en mads), que representamos como 1?,
cuya expresion es

Nci
ni(t) = <— | D_Uiltj) —Jilto,i)* ], (4-3)

j=

donde Ji(to,]j) representa la acciéon J; de la j—ésima condicién inicial del con-
junto al tiempo inicial to.

Podemos notar que las definiciones de las Ecs. (4.1) y (4.3) son muy similares
entre si. La diferencia entre ellas es que, para la varianza estamos considerando
el desplazamiento cuadrético con respecto al valor medio del conjunto Ji(t),



4.1 DEFINICIONES Y CONCEPTOS BASICOS

mientras que para la d.c.m. lo hacemos con respecto al valor inicial J;i(to,j). En
este trabajo, utilizaremos el calculo de la d.c.m.

Si bien no se conoce a priori la forma que tiene la evolucién de la difusiéon en
el tiempo, comiinmente se supone (como en [18]) que ésta se comporta como
una ley de potencias de la forma

N2 (t) ~ «th, (4-4)

con &, B € R dos constantes a determinar.

De acuerdo al valor de §3, se tienen distintos tipos de difusién ([18]). Si 3 < 1
se obtiene la llamada subdifusion, si 3 > 1 se llama superdifusién, y por dltimo,
si 3 =1 se obtiene lo que nos interesa en este trabajo, la difusién normal.

Un dltimo concepto por ver es el de coeficiente de difusion. El coeficiente de
difusiéon da una medida de la tasa a la cual se estd produciendo la variacién
de las acciones. Como hemos mencionado anteriormente, para poder cuanti-
ficar la difusién, suponemos que ésta es normal. De esta manera, 3 = 1y la
expresién de la Ec. (4.4) establece una dependencia lineal entre n? y el tiempo
t, obteniendo una expresién de la forma

n?(t) = Dt, (4.5)

donde la constante D (que se corresponde con « en la Ec. (4.4)) es el llamado
coeficiente de difusién.

En las secciones siguientes de este capitulo estudiaremos la dependencia de
la difusion con el tiempo en sistemas con perturbaciones de diferentes magnitu-
des, mediante el cdlculo de n?(t). El objetivo de este estudio es estimar en qué
intervalos de tiempo es posible obtener difusién normal, mediante el ajuste de
una funcion lineal a la evolucién de n?, para luego estimar D, a partir de la
pendiente de dicho ajuste.

4.1.2  El mapa de torsiéon

Una vez introducido el concepto de mapa simpléctico (ver Seccién 2.1.4)
nos concentraremos en un tipo particular de éstos, los llamados twist maps,
0 “mapas de torsion”."

1 La definicién que damos a continuacién fue tomada de [59].
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Consideremos primero mapas 2D, donde supondremos que el espacio de
fases (6,I) posee simetria cilindrica, con 0 siendo la coordenada angular e I
una variable accién y que, por lo tanto, no esta acotada. Sea

T:(0,1) — (07,1 (4.6)

un mapa simpléctico de un espacio con simetria cilindica a otro con la misma
simetria, y supongamos que T es diferenciable. Luego T es un mapa de torsién
(con una torsion a la derecha) si existe un K tal que

!/

% N K>0; (47)
esto quiere decir que 0’ es una funcién mondtonamente creciente de I. Consi-
deremos, siguiendo a [59], la primera iteracién de un conjunto de condiciones
iniciales de la forma (0o, I), con 0y constante (es decir, una linea vertical en el
plano (0, 1)). Luego de la iteracién, dicha linea se inclina hacia la derecha. Desde
un punto de vista fisico, la condicién de torsién significa que la frecuencia an-
gular depende de la accién. Por lo tanto, puntos con mayor accién (I) deberian
moverse mds lejos en dngulo (0).

Suponiendo que el mapa es diferenciable, podemos considerar su accién so-
bre un vector tangente (86, 6I) como

ol =5 ()
81 Lall| |81 81

Dado que el mapa preserva el volumen por ser simpléctico, el determinante
de la matriz M es det(M) = 1. La inversa linealizada del mapa (Ec. (4.6)) es
representada por la derivada de T~! asi como también por la inversa de M;
luego

[«%)
(%)

Q o
= o
o=

Y]

] 00 00 oI’ _ o0’
M~ = |00" ol'| = ol ol | .
00’ I’ 00 00

Comparando los elementos de ambas matrices, y recordando la Ec. (4.7) ob-
tenemos que

20
ol

00’

or oI

< K (4.10)
0



4.2 EL MAPA ESTANDAR RACIONAL ACOPLADO Y DESPLAZADO (CRSSM)

Esto nos dice que, si T es un mapa de torsién, entonces T~ también lo es, pero
uno con torsién a la izquierda. Notemos que T2 no tiene que ser necesariamente
un mapa de torsién (donde T2 significa dos aplicaciones sucesivas del mapa T),
y de hecho no lo es por lo general, porque la linea inclinada puede torcerse lo
suficiente en la segunda iteracién, violando la condicién de torsion (T2 es un
miembro de una clase més general de mapas, llamados mapas de inclinacion
(tilt maps), que no serdn tratados en este trabajo).

4.2 EL MAPA ESTANDAR RACIONAL ACOPLADO Y DESPLAZADO (CRSSM)

El mapa que se estudiard en esta segunda parte del trabajo, construido a
partir de dos mapas estandar?, los cuales estan desplazados y luego acoplados,
fue definido originalmente en [17]. Su nombre, CRSSM, es un acrénimo de su
denominacién en inglés (Coupled Rational Shifted Standard Map). Las ecuaciones
que definen este mapa son

Y1 = yr+ey filxa) Fyefslan +x2) +v-fa(x1 —x2)

Yz = Ya+ey,falx2) +yefslxr +x2) —v-f3(x1 —x2)

X] = X1+ &y, Y3

W = xatenyh (412)

con x; € [0,2m) variables angulo e y; € [0,27/¢,;) sus acciones conjugadas, con
i1 =1, 2. Las funciones f; estdn definidas como

fil) = St g g3, (4.12)
1 — uy cos(x)
con
A i sen(@i) i=123, (4.13)

VT -

donde A; se fija de manera tal que las funciones f; tengan media cero. En la
definicién del mapa se ve que la denominacién de acoplado se debe a los dos

Recordemos que el mapa estdndar ([11]) es un mapa que preserva el area, cuya expresion viene
dada por

/

= p+Ksen(x)

/

x' = x+p/,

donde (x,p) son variables canénicas conjugadas.
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términos f3(x1 +x2) y f3(x1 —x2), incorporados mediante los parametros de
acoplamiento vy y y_, respectivamente. Por otro lado, el caracter de racional
resulta de la introducciéon del denominador 1 — p; cos(x) donde, la utilizacién
de pardmetros p; # 0, con i = 1,2,3, hace que aparezcan todos los armoénicos,
y no solamente el sen(x) como en el caso del mapa estdndar. La introducciéon
de los pardmetros de fase @i, con i = 1,2,3, como parte de los argumentos
de las funciones trigonométricas modifican la simetria del mapa CRSSM en los
angulos. Por tltimo, los pardmetros ¢y, i = 1,2, sencillamente representan los
pardmetros perturbativos del mapa estandar.

Para facilitar el anélisis, se considerard una version simplificada de este ma-
pa, reduciendo la cantidad de pardmetros libres. Por un lado se utilizardn fases
nulas. Esto producird que las funciones f; sean simétricas, por lo tanto ten-
drédn media cero, y los valores de A; serdan todos nulos. También se considera
la igualdad de los pardmetros perturbativos (ey,,ey,) y de los pardmetros de
acoplamiento (y4, y—). Por tltimo, en cuanto a los pardmetros p; utilizaremos
valores fijos para todos nuestros calculos. En suma, el conjunto de parametros
utilizados es el siguiente

" o1 =¢92=0¢3=0

"y =&y, =E

=YL =Y-=Y

m 1 =05 u =04, us =0,6.

En la forma presentada en la Ec. (4.11) el dominio del mapa es la regién
[0; 271) % [0; 2m) para los dngulos y [0; 27t/€) x [0; 271/¢) para las acciones. Renor-
malizaremos el mapa de manera que, en vez de utilizar un mapa cuyo dominio
en las acciones tenga un tamafio que depende del pardmetro ¢, utilizaremos
uno donde su dominio sea la regién [0; 27) x [0; 27t). Esta renormalizacién se

logra mediante el cambio de variables yj; = ey;. Multiplicando por ¢ las dos
ecuaciones del mapa correspondientes a las acciones obtenemos

eyy = eyr +elef1(x1) +ylfalxt +x2) +f3(x1 —x2)])
eyh = ey +elefa(xa) +ylf3(x1 +x2) —f3(x1 —x2)]) (4.14)

y, reemplazando por la nueva variable j; en ambos miembros, se llega a

1= g1+ eif(x) Fevlfs(xr Fx2) +f3(x1 —x2)]
g5 = U2 +efa(xa) +evlfs(xr +x2) —f3(x1 —x2)l. (4.15)



4.2 EL MAPA ESTANDAR RACIONAL ACOPLADO Y DESPLAZADO (CRSSM)

Para las ecuaciones de los dngulos de la Ec. (4.11), la renormalizacién es
inmediata. Simplemente reemplazamos el término perturbativo y obtenemos

X{ = X1+g{
X3 = x2+7; (4.16)

Por motivos de simplicidad en la escritura de las ecuaciones, haremos abuso
de la notacién y escribiremos a {j; simplemente como y;, pero recordemos que
ésta es la variable normalizada. Aplicando esta notacién a las Ecs. (4.15) y (4.16),
podemos reescribir el mapa normalizado como

Yl = y1+eXfixa) Feylfs(xr +x2) +f3(x1 —x2)])

yh = yz2+etfalxa) +evlfsxr +x2) —f3(x1 —x2)])

G = %t

Xy = x2+Ys. (4.17)

Es facil comprobar que sobre la forma de la Ec. (4.17), el mapa después de
la nueva definicién de variables, mantiene su propiedad de ser simpléctico.
Ademas hemos reducido el nimero de pardmetros libres de 10 a 2, quedando
solamente ¢ y y.

4.2.1  Seleccion de las cantidades a calcular

Para estudiar la difusién es preciso calcular la variacién de las acciones en
el tiempo. Como hemos visto en la Seccién 4.1.1, dos de las herramientas que
suelen utilizarse para cuantificar la difusién son la varianza 02 (como en [18])

y la d.c.m. n? ([38], [51]).

Para cuantificar la difusién calcularemos la variacién de la llamada “accién
rdpida”, I, que representa la accién en la direccién de la resonancia. Para ello
hacemos un cambio de variables (y1,y2) — (Ig, If), donde I es la mencionada
accion rapida, e I es la accién resonante, orientada en la direccién perpendicu-
lar a la resonancia. Esta transformacién se realiza reescribiendo el conjunto de
acciones (y1,y2) como una combinacién lineal de las dos nuevas

Yy = kilg+myl¢
Y2 = kalg +myly, (4.18)
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donde ki, my € Z,i = 1,2. Aqui k, = (k1,k2) son valores enteros que, junto
con el valor entero k3, satisfacen la condicién de resonancia

kiwi +kows +k3z2m =0, (4.19)

con la componente k3 asociada a un incremento en el tiempo. Dado que en
este mapa la frecuencia no perturbada coincide con la accién (wi = yi)3?, en
adelante utilizaremos ambas variables de forma equivalente. Si reemplazamos
las frecuencias en la Ec. (4.19) y resolvemos para y; la condicién de resonancia
adquiere la forma de una recta

K4 k3
Yo =—"Yi— (4.20)

ko ko
Para este trabajo consideraremos nuestros estudios sobre la resonancia 1: 1,
que pasa por el origen del plano (y7,yz). Esto hace que k3 = 0y las frecuencias
cumplen la relaciéon w; = w, = w. Luego, de la condicién

k: (w,w)=0, (4.21)

obtenemos que k, = (1,—1). Dado que I¢ representa la acciéon en la direccién
de la resonancia, perpendiculares entre si (Ec. (4.18)), luego k, - m = kym; +
kom, =0, con m # o. Para la resonancia que hemos considerado, tenemos que
mi) = mp.

Estos valores de my, con i = 1,2 son arbitrarios. Por simplicidad, tomaremos
mj; = my = 1. Si reemplazamos los valores de k; y m en (4.18) obtenemos

y1r = Ir+1f
y2 = —Ir+lf (4-22)

y, resolviendo para Iy, resulta Iy = ¥13Y2. Como el valor en el denominador
es una constante, podemos redefinir a If como Iy =y +yz sin producir una
alteracion en su dindmica.

Una vez definida la variable I¢, lo que queremos calcular exactamente es
cuanto se desvia ésta de su valor inicial Ity =y19 + Y29 por medio de la d.c.m.
De aqui en adelante, cuando se mencione la cantidad nz, hara referencia a la
d.c.m. en esta direccién.

. . dx} . i
La frecuencia w; se define como w{ = %. Dado que para este mapa dt = 1y es posible escribir
dx] = x{ — x4, a partir de las expresiones para los angulos en la Ec. (4.17) obtenemos que w! = y{
y, de manera andloga, w; = yj.
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Para escoger el nimero de iteraciones con el cual se va a realizar el célculo,
consideremos el siguiente escenario. En un sistema galactico, podria considerar-
se como un periodo un tiempo de cruce, el cual tiene una duracién de 107 — 108
afnos. Si su estudio se realiza mediante la implementacién de un mapa, una ite-
raciéon de éste equivale a uno de estos periodos caracteristicos por lo que, en
103 —10% iteraciones, el tiempo transcurrido seria equivalente a un tiempo de
Hubble. Por lo tanto, considerar un niimero de iteraciones mayor que éste care-
ce de sentido para estudios difusivos. En cambio, si consideramos un sistema
planetario (por ej. el Sistema Solar), su periodo caracteristico podria ser un pe-
riodo de Japiter, que se puede aproximar como 10 afios. Luego, al considerar
107 — 108 iteraciones, el tiempo transcurrido es, aproximadamente, la edad del
Sistema Solar, por lo que carece de sentido considerar un ntiimero de iteraciones
mayor. Por consiguiente, para que nuestros cédlculos tengan significancia en un
amplio rango de aplicaciones, utilizaremos un total de Niter = 107 iteraciones,
lo cual es suficiente para el estudio de la variacién secular de las acciones.

4.3 ESTIMACION DE LA DIFUSION PARA DISTINTAS MAGNITUDES DE LA
PERTURBACION

En la Fig. 4.1 podemos ver como es el comportamiento de la difusién para
un conjunto de condiciones iniciales, ubicados en la capa estocéstica de una
resonancia, considerando un sistema con perturbaciones de tamafios diferentes.
Este conjunto, compuesto por 10° condiciones iniciales, fueron tomadas para
el CRSSM sobre la capa estocastica de la resonancia 1 : 1, en un segmento de
recta de longitud 10~7 orientada de forma perpendicular a ésta. Se evaluaron
durante Ni., = 107 iteraciones, fijando el valor de ¢ = 0,1 y para dos valores
distintos del pardmetro y: 0,1 en el panel (a) y 0,0545 en el panel (b).

De la comparacién entre estas gréaficas podemos inferir que, cuando la per-
turbacion es suficientemente pequefia, si existe un crecimiento de la d.c.m. éste
es mds pequefio que las amplitudes de las oscilaciones, dificultando la detec-
ciéon de la difusion. Una solucién a este problema podria obtenerse de iterar
las ecuaciones del mapa a tiempos mayores, esto es 103 6 107. El aspecto ne-
gativo de esta técnica es que el tiempo de coémputo insumido se incrementa
considerablemente.

Existen técnicas numéricas que reducen estas oscilaciones, requiriendo poco
esfuerzo computacional extra, sin necesidad de aumentar el nimero de itera-
ciones. Una de ellas consiste en considerar el calculo de la d.c.m. pero no sobre
todo el espacio de fases, sino tomando solamente aquellos puntos que se en-
cuentran en una regién V cercana a la superficie de seccion del mapa, es decir
Ix1]4 [x2| < & donde & es un pardmetro libre que define el espesor de esa regién
(ver [38], [42], [44], [51]). Como no todas las condiciones iniciales se encontraran
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al mismo tiempo en esta region, para un dado tiempo t, podemos dividir nues-
tro intervalo de iteracion en subintervalos de tamafio At, y calcular la cantidad

A2 (KAL) = —— S )Tt |, (4.23)

My \ . ) )
jilx1 (ti)l+Ixa(tj)leV

donde My es el nimero de puntos que se encuentran en la regién V en el inter-
valo de [(k — 1)At : kAt] iteraciones. La sumatoria a tiempo t se debe realizar
sobre todos los valores j tal que la 6rbita j—ésima del conjunto considerado se
encuentre en la regién V, es decir

En la Ec. (4.23) ver que

2.5e-05

2605 - 'yh‘ ) IM
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Figura 4.2: Evolucién de #? con respecto al ntimero de iteraciones para y = 0,0545
considerando solamente los puntos que cumplen |x1]+ [x2| < 8, con § =0,1.

La Fig. 4.2 muestra la evolucién temporal de la cantidad f*(t) para y =
0,0545, tomando como espesor de la regiéon V un valor relativamente grande,
§ = 0,1, y fijando el tamafio del intervalo At = 10*. Comparando con el panel
(b) de la Fig 4.1 vemos que, luego de aplicar la técnica descripta, es posible
advertir un comportamiento secular definido, similar al mostrado en el panel
(a) de la Fig. 4.1. Efectivamente, al descartar los puntos que se encuentran fuera
de laregion V, eliminamos los puntos que introducian las oscilaciones de mayor
amplitud, permitiendo ahora la estimacién de D.

Al considerar un valor de y més pequefio, por ejemplo vy = 0,0264 (Fig. 4.3)
vemos que, como era de esperar, al considerar todos los puntos del espacio
de fases (panel (a)), no es posible detectar una variacién secular. En cuanto a
la variacion estimada con los puntos pertenecientes a V (panel (b)), si bien es
posible observar un comportamiento secular definido, tamafio de las oscilacio-
nes en esta figura es mayor con respecto a la aplicacién de esta técnica para
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el caso de y = 0,0545 (Fig. 4.2). Este aumento es producido por el hecho que,
al considerar un pardmetro perturbativo mds pequefo, la tasa de crecimiento
de la d.cm. ha disminuido con respecto a la observada para y = 0,0545, y las
oscilaciones producidas por considerar puntos pertenecientes a una regién V
con & = 0,1, comienzan a cobrar mayor importancia. Luego, para sortear este
inconveniente, serd necesario reducir el espesor de la regién V para considerar
puntos mds cercanos a la superficie de seccién, y asi mejorar la estimacién de
la d.c.m. En los paneles restantes de la Fig. 4.3, podemos ver el resultado del
calculo de la d.c.m. considerando diferentes valores de &: 5 x 1072 (panel (c)),
102 (panel (d)) y 1073 (panel(e)).

Al efectuar la primera reduccién del valor de 6 a 0,05 vemos que las oscila-
ciones en la curva disminuyen. Lo mismo ocurre cuando pasamos a & = 0,01.
Sin embargo, al considerar un valor de 6 muy pequefio, las oscilaciones crecen.
Este efecto es debido a que, al disminuir el valor de 9, se reduce la cantidad
de puntos que permanecen en V, dando como resultado una estimacién de la
d.c.m. con mayor error que para un espesor un orden de magnitud mayor.

Este es otro inconveniente que presenta esta técnica. Al disminuir el valor del
parametro perturbativo vy, para poder detectar la variacion secular de las accio-
nes es necesario, o bien aumentar el tiempo de iteraciéon (con un consiguiente
aumento en los tiempos de cémputo) o bien reducir el tamafio de la regién
cercana a la superficie de seccién, teniendo como consecuencia la reduccién de
puntos y el consiguiente aumento de los errores.

Por lo tanto, vemos conveniente contar con otra herramienta que nos permi-
ta estimar la difusién para valores perturbativos considerablemente pequefios.
Esta herramienta, que veremos a continuacién, son las formas normales. A di-
ferencia de técnicas como la vista aqui que se basan en la seleccién de deter-
minados puntos de la serie temporal, las formas normales consisten en una
sucesion de transformaciones canénicas de las variables originales que definen
el mapa en un nuevo conjunto de variables capaces de representar la dindmica
del sistema de una manera mds clara y sencilla.

La utilidad de la implementacién de las formas normales no se restringe tini-
camente a su utilizacién como una herramienta para conseguir la reduccién de
las oscilaciones, en la estimacion de la d.c.m. en escenarios con valores pertur-
bativos pequefios, sino que tienen muchas otras aplicaciones. Por ejemplo, para
poder estimar el valor del coeficiente de difusién de manera tedrica, utilizan-
do la féormula de Chirikov ([12], [18]), es necesario contar con los coeficientes
de los términos del desarrollo de Fourier de las ecuaciones del sistema. Las
formas normales, logran representar las ecuaciones diferenciales de un flujo
hamiltoniano (o las ecuaciones de diferencias en un mapa) como un desarrollo
de Fourier, pudiendo utilizarse sus coeficientes para el calculo teérico de D.
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Figura 4.3: Evolucién de n? con respecto al ntimero de iteraciones para y = 0,0264 (a).
Luego, considerando solamente los puntos que cumplen x|+ |x2| < 6, con
5=0,1(b),d5=0,05(c), 6 =0,01 (d) y 56 =0,001 (e).
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4.4 METODO PARA EL CALCULO DE LA FORMA NORMAL EN MAPAS

En esta seccion explicaremos el método para el célculo de la forma normal de
un mapa 4D simpléctico cuasi torsional genérico. El método desarollado en este
capitulo solamente es valido si el punto central alrededor del cual se construye
la transformacién se encuentra en una resonancia simple# Para el desarrollo del
algoritmo de la transformacién a la forma normal, nos hemos basado en [30].

4.4.1  Seleccion y preparacion del mapa

Por definicién, un mapa simpléctico 4D cuasi-torsional es un mapa de la forma

Filyr,y2,x1,%2) =y1 +e1F1(y1,y2,x1,%2
Fa

)

2(Y1,92,%1,%2) =y2 + e2F2(y1,y2, %1, %2
)
)

)
) ) (4.24)
Y1,Y2,x1,%x2) =x1 +Q1(y1,y2) + e3F3(y1,y2,%1,%x2)

Yy =
Yy =
x7 = F3( (

x5 =Fa(y1,yz,x1,%2) = x2 + Q2(y1,Y2) + eaFa(y1,y2,x1,%2),

donde Y1,y son las acciones, x1,x, son sus dngulos conjugados, Q;(y1,y2)
son funciones tinicamente de los angulos, y eifi G = 1,...,4) son funciones
pequefias que pueden ser expresadas como series de Fourier, con términos de

la forma

Cry ey (Y1, y2 etk tkaxa), (4-25)

con k1, k; € Z. El tamarfio de ¢;F; permite considerar el mapa de la ec. (4.24)

como un mapa de torsién, donde ¢iFi son considerados términos perturbativos

del mapa. Todas las funciones F; y Q; deben cumplir ciertas condiciones de

manera que el mapa resulte simpléctico. Dichas condiciones son: {x;’,x;'} = 0,

i, y;"t = 0, {xi’,y;'} = dyj, donde {f, g} es el corchete de Poisson® entre las
funciones f y g.

Dado que la difusién que se quiere cuantificar es un fendmeno local (es decir,
que la accién no produzca una variacioén lo suficientemente grande como para

Denominamos a una resonancia como resonancia simple cuando estamos ubicados en un punto
de la resonancia, en el espacio de las acciones, tal que un pequefio entorno de éste se encuentra
lejos de un cruce con otras resonancias de 6rdenes bajos.

Recordemos que el corchete de Poisson entre dos funciones f y g, ambas dependientes de las
variables (y1,yz,%1,%2) tiene la forma

of 9ag  of dg of dg of dg

f,g) = ~—— :
.9} Ox7 0y;  0x2 0yz 0Oyy Oxq  Qyz Oxy
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transitar regiones donde su dindmica varie mucho, y sea necesario implementar
otra herramienta), su estudio se va a realizar en las vecindades de un punto
del espacio de las acciones, que llamaremos (y3j,y3). Luego de seleccionar el
punto (y3,y3), reescribimos las funciones Fi como un desarrollo de Taylor de
las variables accion alrededor de este punto,

13
13

Fi(vg) = Fi(vy)+
= - 1 "Fy(vy)
(Y1 —y71)% (y2 —y3)*?
T; SZ s1ls2! 0y oy3? |,. 1 2
S2
Falvy) = Fa(v} )-+
- - 1 "Fa(vy)
(Y1 —y71)% (y2 —y3)*?
T; SZ_ s1!sy! ay11ay ” ! 2
S2
Fs(vy) = F3(v} )—+
o0 o0 ~
1 0™F3(vy)
> Z (Y1 —yi)* (y2—y3)*
1
nz] ,S2 31'82 ag] ay vh
S2
Falvy) = Falv EJ-F
SHER = 1 3"F4(vy) \ )
n; Z s1!so! ay?ayiz v (Y1 —y1)™ (Y2 —y2)*,(4.26)

1 S], =0
$1 2=n

con vy = (Y1,Y2,%x1,%x2) ¥ vy = (Y7,Y3,x1,%2). Dado que las funciones Fi
se pueden expresar como series de Fourier, sus derivadas parciales también
podran ser reescritas como series de Fourier

1 anf:j(Vg)
S1 !Sz! ay?] ay;z

*
F
o0

Z GJ k1,k2 (y]/y )6 (k1x1+k2x2) (4.27)
ki, kry=—00

donde j =1,...,4, Cjx, x, € C son constantes, y k1,k, € Z. Para simplificar la
notacién utilizada, se introduce un nuevo par de variables que, por definicién,
son cantidades pequefias:

Ji=yi—y (4.28)
J2 =y2—y5.
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Dado que existe una gran similitud entre las variables y; y Ji, si bien estas
altimas no son acciones, por simplicidad también las llamaremos acciones. Si
se reemplazan en las Ecs. (4.26)

Fi(Ji,J2,x1,%2) = Fi(yi,ys xi,x2) +
- 1 3"Fj(vy)
T; o S S1ts2! oy’ oy5? v
F2(01,J2.x1,%x2) = Falyl,ys,xi,x2) +
i y 1 3"Fj(vy)
o s1!s2! dyy'oy5? v
Fs(J1,J2,x1,%2) = Fa(yi,y3 x1,x2) +
i y 1 "Fj(vy)
s b S1is2! oyy' dy3° Vi
Fa(J1,J2,%x1,%2) = Falyi,ys, x1,%x2) +
i > 1 anfj )l (4-29)
o s1!sy! 0yj'oy3? -

Para las ecuaciones de los dngulos, como Q7 y Q) dependen de (y1,y2)
también deben desarrollarse en series de potencias en torno al punto (y3j,y3),
obteniendo, luego de reemplazar la Ec. (4.28)

Q1(J1,J2) = QY7 y3) +
y e HbF
e o S1is2! 0y 0Y (s )
(4.30)
Q2(J1,J2) = Qa(yj,y3) +
Y Y crasens| B
D s feen S1is2! BYTTOU (s )

Llamemos wi = Qi(y7,y3). El resto de los términos contienen solamente
potencias de J1 y ]2, por lo tanto éstos pueden ser reescritos como términos de
un desarrollo de Fourier sin dependencia en los dngulos, es decir, k1 =k, = 0.

Definiendo J{ = y/ —yj, reescribimos las ecuaciones del mapa (Ec. (4.24))
aplicando el cambio de variables de la Ec. (4.28). Debido a este reemplazo,
aparecerd a cada lado de la igualdad el término y7, cancelandose entre si.

Finalmente, el mapa que se obtiene es
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o0 o
/ s1782 ,1(kix1+kox
i=h+> > D Cigek )i ettt

n=0s1+s2=mnky,kos=—0c0

o0 o0
I s1182 ,i(kyx1+kox
Jo=J2+ Z Z Z C2s1,52k1k2)1' ]2 ellkrtion)

n=0s1+s2=nkj,ky=—00

o0 o0
!/ _ * $1782 ,i(kix1+kax2)
X] =X1 +wy+ Z Z Z C3,s1,50k1, k7' 5%

n=0s1+s2=nk;,ky=—0

o0 o0
/! s17182 ,1(k +k
xp=xatwit ) Y D Cassag o)y ettt (450

n=0s1+s2=n k1, k,=—00

donde los desarrollos en series de Fourier en las expresiones de xj ,, contie-
nen tanto el desarrollo de las funciones F3 4 como de Q1 ;. Para simplificar las
expresiones, también hemos introducido dentro del desarrollo los pardmetros
Ej.

4.4.2  El pardmetro de contabilidad

No todos los términos en un desarrollo de Fourier tienen el mismo tamafio.
Por lo tanto, hay términos que tienen una mayor influencia en la dindmica de
un sistema que otros. En esta seccién se verd cémo ordenar dichos términos en
el cdlculo de la forma normal.

Es conveniente organizar y separar los términos del mapa por su tamafio
relativo. Para clasificar estos términos por su orden de magnitud se introduce
un pardmetro, llamado parametro de contabilidad ( [18], [28], [26], [27], [29]), re-
presentado por A. Este parametro es esencial para la implementacién numérica
del método, donde su potencia (la cual es un niimero natural) representa el
orden de magnitud del término. Por otro lado, A tiene un valor numérico de
A =1, de manera que su introduccién no modifica los valores de las diferentes
expresiones.

Para la organizacién de una serie en potencias del pardmetro A no existe una
regla que sea independiente del mapa al que es aplicado.

Por definicién, las acciones utilizadas J; = y; —yi son cantidades pequefias.
Recordemos que (y7,y3) es el punto central alrededor del cual se va a realizar el
desarrollo. Supongamos que dicho punto se encuentra en la capa estocastica de
una resonancia de ancho w ~ O(y/e). Los valores que podran tomar y; e y, van
a estar confinados a un disco de radio O(/¢). Como J; representa la distancia
entre la accién y; y su valor correspondiente del punto central, J; = y; —yj,
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es evidente que J; es también una cantidad de orden O(+/¢). Debido a esto
altimo nosotros establecemos que J; es una cantidad de orden A. Luego, en las
ecuaciones del mapa hacemos el reemplazo J; — AJ;, i = 1,2. Esto hace que,
si tenemos un término del desarrollo de Fourier donde J; esta elevado a una
potencia s1 y ]2 estd elevado a una potencia s, aquél tendré la forma

?1 32 — 7\S1+SZI~?1]§2, (432)

y entonces la potencia del pardmetro de contabilidad A indicard el orden de
magnitud del término.

Por otro lado, para la dependencia de A con los dngulos, es necesario analizar
el tamafio de los coeficientes de Fourier, los cuales decaen como el ([41]),
con k| = |kq| + |k2|, donde o es el radio del dominio de analiticidad de la
funcién que estd siendo transformada. Luego, diremos que los términos de
tamafio O(1/¢) son de orden A, y la condiciéon que queremos que cumplan los
términos de Fourier sera

Ve=e K, (4.33)

para una cierta constante K, y o calculado para cada funcién en cuestion. To-
mando para K el entero més cercano a la solucién de (4.33), este valor nos in-
dicard cada cudntos 6rdenes de los términos de Fourier aumentard la potencia
de A.

Es importante remarcar que esta implementacion de A debe ser realizada en
la llamada funcién generatriz® del mapa, a fin de asegurar que la estructura
simpléctica del mapa sea mantenida en la expresion final, posterior a la intro-
duccién de A. Debido a esto, resulta conveniente realizar primero el desarrollo
en serie de Fourier de la funcién generatriz. Una vez hecho esto, y siguiendo
el mecanismo desarrollado en esta seccién, realizamos la implementaciéon del
parametro de contabilidad A. Finalmente, a partir de la expresién de la funcién

Entendemos aqui como funcién generatriz S de un sistema de 2 grados de libertad (es decir,
4 dimensiones en el espacio de fases) a una funcién expresada en términos de las 2 acciones
nuevas y de los 2 dngulos originales

S= S(Hz]é/XhXZ)r

de manera que, junto con las ecuaciones

~9s ., s

Ii—aixi/ Xi—a*]{

podemos construir las ecuaciones del mapa en las nuevas variables (J{,]5,x],x5).
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generatriz con A ya implementado, construimos las ecuaciones del mapa al que
denominaremos J.
El mapa finalmente tendra la forma

o0
H - ]1+ZArZB1/SLSZ,k1,kz,T1 ]SZ ki tkoxz)
r=0

o
/ s (kix1+k
2 = J2+ Z AT Z 32/81,82,k1,k2, J 2etlkixithax)

/ s k +k
X1 = xtwy +Z7\rZB3 sisaki ko)1 5e ellkarion)
r=0
o0
/ s2 i(kixi+kax
Xy = Xz+w§+Z?\TZB4,S1,52,k1,kz,r] Jszellkratiaa) (4 3y
=0

donde la segunda sumatoria en cada expresion se realiza sobre todos los valores
de s1, s2, k1 y k2 que cumplen que Tmin (1) < 814 52 + k1| + [k2| < Tmax(r). Las
funciones Tmin (1) ¥ Tmax (1) que determinan los limites de esta suma, debemos
calcularlas especificamente para el mapa que estamos estudiando, a partir de
los valores de los limites superiores e inferiores que tendrén las variables s1, s2,
k1 y k2 para un dado orden r (ver Seccién 5.1).

4.4.3 Obtencion de la ecuacion de conjugacion

El objetivo de este procedimiento es lograr expresar el mapa J de manera
que resulte mds sencillo comprender su dindmica. Este nuevo mapa, llamado
forma normal U, es el resultado de una transformacién del mapa J tal que, en
las nuevas variables, la forma de éste representa la dindmica de una manera
mas simple y clara.

Consideremos la transformacién canénica que realiza el cambio de variables
(J1,J2,x1,%x2) = (A1,/A2,01,02). Las ecuaciones del mapa en las nuevas varia-
bles son

1 =Ug(A1,A2,01,02) = Ay + U (A1, A2,01,62)

Ay =Us(A1,A2,01,02) = Ay + U (A1, A2, 01,0,)
= U3(Aq,A2,071,02) =01 + wj +Us(Ag,A2,07,07)
05 = Ua(A1,A2,07,02) =0, + w3+ Ua(A1, A2, 01,0,),

(4-35)
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donde (U;,U,, Uz, Uy) =Uy (Uy,U,, Uz, Uy) = U. Este mapa, al igual que el
de la Ec. (4.24), también puede ser expresado como un desarrollo en serie de
Fourier,

Al = A +Y2 AT ngrs)],sﬁhl_(z,r/\s]/\m i(k101+k202)

Ay = A+ N Zw(z 21,52 1 ,ka, AT AFe 1(k101+k207) 456
0] = 0 +wi+y> ]}\TZW;TS)LSZ,ELEZ, ASTASZe i(k101+k207) ’
0, = Ortwi+y ]ATZW4YS)1,SZ i /\S‘/\Sz k191+k262)

donde la segunda sumatoria posee como limites inferior y superior las cantida-
des Umin(s1,82,k1,k2,7) ¥ lmax(s1, 82, k1, k2, 7), que dependeran de los limites
inferiores y superiores de los indices s1, s2, k1, k2 y 1, como sucede en la Ec.
(4-34) para Tmin(T) ¥ Tmax (7). Este nuevo mapa, al igual que el original, tiene la
forma de un mapa cuasi torsional (Ec. (4.24)).

En cuanto a los indices k; y k2, éstos no serdn valores arbitrarios, sino que
pertenecerdn a un conjunto llamado mddulo resonante X ([18], [26], [29]), forma-
do por todos los vectores k € Z? no nulos que satisfacen la Ec. (4.21), es decir,
que son paralelos al vector k,

K ={k € Z*/k = ok,, x # 0}, (4-37)

donde x € Z —{0} es una constante. Este conjunto puede interpretarse como el
conjunto de todos los arménicos de la resonancia que se esta estudiando.

Necesitamos entonces encontrar un conjunto de transformaciones ®@;, i =
1,...,4 (que deben ser simplécticas para que preserven el volumen) que trans-
formen el mapa J representado por el conjunto de variables (]1,]2,x1,%2) en
un nuevo mapa U, expresado en el nuevo conjunto de variables transformadas
(A1,/A2,01,03). Esta transformacion, por construccién, expresa las variables ori-
ginales como funciones de las nuevas variables

Ji = ®1(A1,A2,01,02)
Jo = ®2(A4,A2,01,02)
x1 = ®3(A1,A2,01,02)
x2 = O4(A1,A2,07,072). (4-38)

73



74 ESTUDIO DE LA DIFUSION MEDIANTE EL CALCULO DE FORMAS NORMALES

Segun la Ec. (4.4.3) vemos que el nuevo mapa U es cercano a la identidad.
Por ende, las transformaciones ®@; deberan ser también cercanas a la identidad,
expresadas de la forma

Dq(A1,A2,01,02) =A1 + 21 ®15(A1,A2,01,02)
]:

®3(A1,A2,01,02) = Az + 3 D25(A1,A2,09,02)
=1

D3(A1,A2,01,02) =07 + 3 D35(A1,A2,01,02)
=1

(e 9]
D4(A1,MA2,01,02) =02+ ) Dy5(A1,A2,01,02),
=

(4-39)

donde ®;; son funciones pequefias de orden O(j) en potencias de A. Estas fun-
ciones también pueden ser escritas como series de Fourier, y agrupadas segin
potencias de A

O1(A1,A2,01,82) = A1+ Y NTVPL L AIASzelki011ka02)
j=0

Dy(A1,A2,01,02) =A2+ 3 N ZVgi],sZ,kl,kz/\T/\Zzel(k‘e1+k262)
=0

X G) S oasy (4.40)
D3(A1,A2,01,02) =014+ 3 N VI AJTASRetlki0itia02)

i=0

o0 R . .
D4(A1,N2,01,02) =02+ 3 N Zv‘(ﬂi],sz,k],kz/\?]/\Zzel(k]el_'_kzeﬂ/

j=0

donde la segunda sumatoria se realiza sobre todos los valores de s1, s2, k1 y k2
que cumplen la condiciéon 0 < sy + s2 + k1| + |k2| < Tmax(j), al igual que para
el mapa J.

La transformacion de la Ec. (4.40) se encuentra mediante la resolucién de
la llamada ecuacion de conjugacién ([5], [30], [75]). Veamos cémo construir esta
ecuacion.

Es posible expresar la variable ]! a partir de la Ec. (4.38), escribiendo ca-
da variable primada, como J{ = ®;(A}, A}, 0],05). Luego, reemplazando las
variables (A],A%,07,05) por las correspondientes expresiones de la Ec. (4.35),
obtenemos

Ji = @ (Us (vae), Uz (va), Uz (vae), Usg(var)), (4-41)

donde vy = (A1,A2,01,02). De la misma manera es posible obtener ecuaciones
andlogas a la Ec. (4.41) para las variables x/, i = 1,2. El miembro derecho de
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la Ec. (4.41) junto con el de las ecuaciones correspondientes para x{ se pueden
reescribir en forma compacta como @;(U(vy)) o bien (®; o U)(vy).

Si miramos ahora las ecuaciones del mapa de la Ec. (4.24), haciendo el re-
emplazo de la Ec. (4.28), es posible escribir a J! como J{ = Fi(J1,]J2,x1,%2).
A través de la Ec. (4.38) podemos expresar a J{ como funciéon de las nuevas
variables. Haciendo esto, la expresién que se obtiene para J{ es

Ji = Fi( @1 (va), @2(v), D3 (var), Pa(vay)). (4-42)

De la misma manera que hicimos con la Ec. (4.41), se puede reescribir la
Ec. (4.42) como J; = Fi(®(vy)), o bien (F; o @)(vy), con @ = (O, D,, D3, Dy).
Igualando las Ecs. (4.41) y (4.42) obtenemos

(Fio®)(A1,A2,01,02) = (Do U)(A1,A2,01,02). (4.43)

Esta ecuacion se conoce como ecuacion de conjugacién. Su resolucion se lleva a
cabo mediante la implementacién de un algoritmo iterativo, que veremos en la
Seccion 4.4.4.

4.4.4 Construccion y resolucion de la ecuacion homoldégica

Consideremos, para las funciones F;, U; y ®; de la Ec. (4.43), coni=1,...,4,
las sumas sobre s1, s3, k1 y k2 para un dado orden j, y llamemos al resultado
F?), Ufj ) y (ng), respectivamente. Esto nos permite tener los términos agrupa-
dos segtn el orden de A, y condensados en un s6lo término por orden. De esta
manera, las expresiones del mapa J, la forma normal U y la transformacién &

pueden ser expresadas como

Foo= ROARD 2R 1 = Y NFY
j—O
W = WO au ™M+ A%y, Z)\Ju
0; = ;% a0V 4220, chp’ (4.44)

donde el supraindice j indica el orden del término en potencias de A.
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Reemplazando las expresiones para F; y ®@; de las Ecs. (4.44) en el miembro
izquierdo de la Ec. (4.43) obtenemos 7

(Fi o &) (vy) = (Fgm + AR 4 ) o (45(0) s 4 ) (vi).  (4.45)

De una manera andloga podemos reescribir el miembro derecho de la Ec.
(4.43) en la forma:

(@3 0U)(vy() = (@5") +A0!" +) o (U(‘)) +au +) (Vi) (4.46)

Existen algunos términos de las Ecs. (4.45) y (4.46) cuyas expresiones pueden
calcularse trivialmente, y se detallan a continuacién:

» Dado que U0 = (Ay,A2,0, + wj, 0, + w3), luego se obtiene (@EN) o

U©) = oM (A1, Ay, 07+ w}, 0+ w).

= Por otro lado, de la composicién del término de orden O(0) de F; con los
de orden O(N) de @ obtenemos (F;(®) o #(N)) = (DgN)(/\h/\z,G],Gz).

= Por dltimo, mediante un razonamiento similar al anterior, de la composi-
cion (@;%) o UMN)) se obtiene (©;%) o UMN)) = UEN)(/\h/\z,e],ez).

Al resto de los términos de orden N, cuya composicién no es trivial, los
vamos a agrupar segun

N N—1
QN = | Y R (@len-1)— > oM (Uln1)| (4-47)
k=1 k=1 N

donde hemos utilizado la notacién [30]:

[flan—r =fr+f2+--+ o, [fIn =1 (4-48)

siendo f; términos de orden O(i) en A de un desarrollo en serie de Fourier para
alguna funcién compleja f.

7 Recordemos que la composicion de la funcion F; con el vector ¢ se entiende como la composiciéon
de F; con las componentes de @, es decir

[e¢]

o0 o0 o0
Fio® =Fi(®, 05, 03,d4) =F; (Z 0, (”,Z@z(”,Zch“),ZcDN)) ,
j=0 j=0 j=0

j=0

donde &) = (I)Ej) (A1,/A2,081,02). La composicién @; o U es analoga.

i
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Reagrupando todas las composiciones que llamamos triviales en el miembro
izquierdo y el resto (reunidas en QgN )Y en el miembro derecho, la ecuacién de
conjugacion para un orden O(N) tendré la forma

oM™ (vi) — o™ (va)) + UM (v) = QN (wy). (4-49)

donde v = (A1,A2,01 + w3, 02 + w3). La Ec. (4.49) es la llamada ecuacion ho-
moldgica. Siguiendo el desarrollo realizado en esta seccién, podemos ver que
la resolucién de la ecuacién de conjugacion (Ec. (4.43)) es equivalente a la re-
solucién de la ecuaciéon homolégica (Ec. (4.49)). Veremos a continuacién cémo
resolver esta ecuacion.

Introducimos el operador lineal de diferencias de una cierta funcién f

Awf(vy) = flvy) — fvy) (4.50)

y lo aplicamos a los términos de <I)1-EN) del miembro izquierdo de la Ec. (4.49),
obteniendo

Ap®™ (vi) + UM (ve) = QI (wy0). (4.51)

Dado que las expresiones de las funciones involucradas en los desarrollos
tanto de ®; como de U; son series de Fourier, veamos como afecta este operador
a un término de la forma

r/\?/\zzei(lﬂe]-’-kzez)' (4.52)

Aplicando el operador de diferencias sobre este término obtenemos

Aw (r/\?/\;zei(k]G]Jrkzez)) —
FAT/\;zei(k] (01+wi)+ka(02+w3)) _ r/\?] /\zzei(k]eﬁ_kzeﬁ = (4.53)

r/\?/\;zei(k]m—l—kzez) (ei(k1w}‘+kzw§) o ]) .

Como mencionamos en la Seccién 4.4.3, los términos que constituyen las fun-
ciones U;(vq() son aquellos que pertenecen al médulo resonante X (Ec. (4.37)).
Por ende, si la Ec. (4.53) estd siendo aplicada a un término de U;, tendremos
que kjwj] +kowj; =0, y luego

Ay (r/\?l/\zzei(heﬁ-kzez)) —0. (4.54)
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Esto nos indica que los términos que integran U.gN) forman el espacio nulo,
o niicleo, del operador A,

$1,82,K1,K2

N(Aw) — {W(N) A?l/\zzei(k]erkZGZ),

WN) € C 51,50 € N, Ky, ka € Z, ko + kow? = o}. (4.55)

Viendo la Ec. (4.51) podemos inferir que un subconjunto de términos de Q gN)

. N . .
se corresponderdn con UE ) y el subconjunto complementario con el operador

Awd>§N). Luego, a partir de la Ec. (4.55), vemos que los términos de QFN)
i & p q i

que satisfacen la condicién QgN) € N son los que consituyen UgN), mientras

que el resto de los términos estardn asociados a Aw(DEN). Para estos términos
tenemos que los valores (kq, k) no perteneceran al médulo resonante X, esto
es kjwi +kaw3 #0.

Si aplicamos la Ec. (4.53) sobre un término de © EN) obtenemos

A, (VATA;zei(k]GH-kzez)) _
\7/\?1/\Szei(k‘e‘+k262) (ei(k]w]*JrkszJ — 1) #0, (4.56)

donde, para simplificar la notacién, hemos omitido los subindices s1,s2, k1, k2
en la expresion del coeficiente V.

. P N

Concluimos entonces que los términos de @ E ) son autovectores del opera-

dor Ay, con autovalor et(K1®1+k2w3) 1 'y formardn la imagen de A,

R(Aw) — {V(N) /\?]/\zzei(k191+k292),

s1,82,k1,k2

VN € C,s1,52 € N, kq, k2 € Z, k) +kows # 0}. (4-57)

De la Ec. (4.56) concluimos también que el operador A, es invertible en el
subespacio R. De esta manera podemos obtener los términos que forman parte
de la transformacién ®; y de la forma normal U;, coni=1,...,4, como sigue.

Empleando las definiciones de ntcleo e imagen de Ay, (Ecs. (4.55) y (4.57),
respectivamente), obtenemos como solucién para la Ec. (4.49)

ul™v

EN = términos del nidcleo de A, con respecto a QgN),
(N
1

(N)

(4.58)
F= AN UMy A ™,

D,

donde Ai(N) estd formado por términos arbitrarios del ntcleo de A, de 6r-
denes menor o igual a N. La inclusién de Ai(N) en la definicién de d)EN) es
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debida a que, si aplicamos el operador de diferencias a la segunda igualdad de
la Ec. (4.58), obtenemos

N U™ A ™), (4-59)
y, dado que Ai(N) estd formado por términos del nicleo de A, tenemos que
A AN =0, y la Ec. (4.59) resulta ser la Ec. (4.51).

Una vez definidas las formas de los términos que constituyen UEN) ya (I)gN ),
la resolucion de la Ec. (4.49) es inmediata. El algoritmo iterativo utilizado en su
resolucion es el siguiente. Para un dado orden N (comenzando con N = 1) to-
mamos, uno a uno, todos los términos de QgN) y comprobamos si pertenece al
nucleo o a la imagen de A, analizando si satisface la condicién de resonancia
kiw] +kow3 = 0. Si esta condicién se cumple, el término tiene la forma de un
elemento del nicleo Ny, por lo tanto, formard parte de UEN). Si la condiciéon
no es satisfecha, el término pertenecerd a la transformaciéon @ iEN ) Recordemos
que, viendo la Ec. (4.53), deberemos dividir el término por et(k1@i+tkaws) 1,
para que éste tenga la forma de un elemento de R. A partir de la Ec. (4.53)
podemos ver que la forma de los términos que pertenecen a @ gN) son

r

$1 A82,i(k107+k207)
etk wi+kowy) _1/\1 Aytermm TR, (4.60)

A partir de la Ec. (4.60) podemos hacer un desarrollo en series de Taylor del
denominador, obteniendo

etMrwitlows) o1 4G wh +kows +---— T =kwi +kaws +0(2).

Dado que w] = w3 = w, llegamos a que el término de mas bajo orden del
desarrollo es de la forma (ki + ko) w.

Como la resonancia que estudiaremos es la 1 : 1, el valor no nulo més pe-
quenio para ki + k, es 1. Esto sucede cuando k, = —kj + 1, y ocurre cuando
estamos cerca de la condicién de resonancia, o de alguno de sus armoénicos.
Esta condiciéon hace que el tamafio del denominador esté acotado a w. Sin em-
bargo, es posible mostrar (aunque no lo haremos en este trabajo) que existe en
el numerador un factor de la forma k7 —k, = 2k; — 1 donde, a medida que con-
templamos armoénicos mayores, crece el valor de ki, haciendo que este factor
también crezca. Si este factor lo reescribimos en el denominador, dividiendo a
la cantidad k; + k, obtenemos un denominador que se harad cada vez mas pe-
quenio, al considerar los pares (ki,k2) cercanos a los arménicos de la resonacia
1:1.
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Estos términos contribuirdn a un fenémeno conocido como acumulacién de
denominadores, que explicaremos brevemente a continuaciéon. Para la cons-
trucciéon de la transformacioén a orden N, cuando se hallan los términos per-
tenecientes a @EN), éstos términos contendran un denominador con la forma
(k1 + k2)w/(k1 —k2). Al construir la tranformaciéon de orden N + 1, este tér-
mino aparecerd en la ecuacion homolégica (Ec. (4.47)). Luego, al construir los
términos que formardn parte de @ gNH) aparecerd este término, dividido por
un nuevo factor k1 — k3, con kg y k distintos a los hallados para orden N. Por
lo tanto, para cada orden de la transformacién, los términos de ®; van acumu-
lando cada vez mds denominadores, haciendo que los coeficientes de dichos
términos comiencen a aumentar a partir de un dado orden. Esto provoca que
el error en la tranformacién aumente, como vereemos mas adelante.

4.4.5 Comprobacion de simplecticidad

Para que la transformacion a formas normales & hallada en la Seccién 4.4.4
sea candnica, es necesario que sea simpléctica.

Una vez obtenida la solucién de la ecuaciéon homolégica en el paso N, ob-
tendremos la transformacién hasta este orden, © iEN ). Antes de continuar con la
resolucion de la ecuaciéon homolégica para el orden O(N + 1), debemos asegu-
rarnos que la transformacién hasta aqui hallada es simpléctica, al menos hasta
orden O(N). Esto se lleva a cabo mediante el cdlculo de todos los corchetes
de Poisson. La condicién de simplecticidad exige que los corchetes calculados
entre la transformacién asociada a una accién J; y la asociada a su dngulo con-
jugado x; (es decir, {®y;, @y}, con i = 1,2) valgan 1, mientras que el resto de
los corchetes obtenidos mediante la combinacién entre las transformaciones, es
decir {®,, d)]j}, {Ox,, Ox;} y {Dy,, CD]).}, con i # j, deberan valer 0.

Como aqui estamos calculando una transformacién truncada a orden O(N),
en general, la condicién de simplecticidad no serd satisfecha de forma exacta.
Esto es, dado el orden O(N) de la transformacién, solamente podremos exigir
que ésta cumpla la condiciéon de ser “simpléctica hasta orden O(N)”(de aqui
en adelante consideraremos que una funcién es simpléctica si cumple la condi-
cién de simplecticidad hasta orden O(N)). Esta nueva condicién exige que los

corchetes cumplan

{0y, O;}=1+0(N+1), i=1,2
{<Dxi,(D]j} ={Dy,, Oy} = {(DIi,cD]j} =0O(N+1), coni#j. (4.61)

Puede ocurrir que, luego de analizar las condiciones de simplecticidad, las
expresiones de la Ec. (4.61) no se satisfagan y aparezcan términos no nulos
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de orden < N, haciendo que la transformacién hallada no sea simpléctica. En-
tonces, es necesario emplear alguna técnica para lograr que la transformacion
resulte simpléctica sin alterar la forma de ésta ni de las ecuaciones de la forma
normal UMN.

De acuerdo con la Ec. (4.58), la transformacién d)gN) estd compuesta por

dos conjuntos de términos. El primer conjunto de términos forma parte de la
imagen R del operador A, mientras que el segundo grupo esta compuesto por
términos arbitrarios del ntcleo con respecto al operador A,. Para lograr que

o EN) cumpla la condicién de simplecticidad, no podemos incorporar términos
de la imagen de R, ya que si lo hacemos, la transformacién dejara de representar
la transformacién a formas normales. En cambio, los términos pertenecientes a
AMNI gf pueden ser incorporados sin restricciones, ya que éstos, al aplicarles el
operador A, resultan nulos, y no alterardn la forma de (DEN ),

Veamos a cudles de estos conjuntos pertenecen los términos excedentes. Re-
cordemos que el mapa original F es simpléctico y que, por definicién, el nuevo
mapa U también lo es. Esto hace que las transformaciones ®; sean candnicas.
La ecuacién homoldgica, obtenida en la Seccién 4.4.4 (Ec. (4.49)), proporciona
como solucién un conjunto de términos de ®; que no pertenecen al ntcleo.
Cabe destacar que esta solucién proporcionada por la ecuaciéon homoldgica es
tnica. Esto quiere decir que, cualquier término que rompa la condicién de sim-
plecticidad debera pertenecer al ntcleo, ya que si no este término perteneceria
a la imagen, incumpliendo la unicidad de la solucién de la Ec. (4.49).

En base a lo mencionado anteriormente, si bien la ecuacién homolégica pro-
porciona un conjunto solucién tinico de términos que no pertenecen al ntcleo,
permite una total libertad en la eleccién de términos pertenecientes al ntcleo
para ®; dado que, cuando el operador A, acttia sobre estos términos, el resul-

tado obtenido es cero.

Antes de incorporar estos términos deberemos tener en cuenta lo siguiente.
Los términos que conforman las expresiones de las transformaciones <DEN) apa-
recen, en la condicién de simplecticidad, derivados con respecto a las distintas
variables. Luego, los nuevos términos que debemos incorporar a (DEN) debe-
ran cumplir que, al ser derivados en el corchete de Poisson, sean iguales pero
de signos opuestos a los términos excedentes de la Ec. (4.61), los cuales solo
aparecen en los corchetes [@,, ®y,],1=1,2.

Recordemos que uno de los términos del corchete es de la forma

GIOART

xi oy (4.62)
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coni=1,2. Dado que el primer término de d),g:l) es xi, uno de los términos del
corchete sera directamente la derivada de d)lgj) con respecto a yi (Ec. (4.62)).
Luego, para obtener el término que compensa al excedente, podemos integrar
a éste con respecto a y; y sumar su opuesto a dDS:” de manera que, al calcular

el corchete, este término incorporado se cancele con el excedente.

Luego de evaluar y compensar los términos que hacen que la transformacién
no sea simpléctica, tendremos la transformacion ®; y la forma normal U; calcu-
lada hasta orden O(N), donde ®; respeta la condicién de simplecticidad hasta
orden O(N).

4.4.6  Transformacion inversa

Como hemos visto en la Ec. (4.38) las transformaciones @; halladas nos per-
miten expresar las variables originales en términos de las variables nuevas.

Cuando queremos estudiar la dindmica de un sistema calculamos, a partir
de las ecuaciones del mapa (o del flujo hamiltoniano, en el caso de sistemas
continuos), la serie de tiempo de la evolucién de las condiciones iniciales en
el conjunto de variables (J1,]2,x1,%2). Pero, cuando el parametro perturbativo
es suficientemente pequefio, estas variables no logran describir la dindmica del
sistema, debido a las oscilaciones producidas por los efectos de deformacién.
Es por este motivo que recurrimos a las formas normales. En este nuevo mapa
tenemos un conjunto distinto de variables (A1, A2, 01,02) que permitirdn con-
tinuar con el estudio que, en las variables originales, no se logré realizar. Para
obtener el valor numérico de la serie de tiempo en las variables nuevas, es ne-
cesario construir la transformacién inversa a ¢ para poder expresar las nuevas
variables en funcién de las originales. Esta transformacion, que llamaremos ¥,
expresa las acciones y dngulos nuevos en términos de los originales,

A= Y1, J2,x,%2)
Ay = Ya(]1,J2,x1,%2) (4.63)
01 = Y3(J1,J2,x1,%2)
02 = Ya(J1,J2,x1,%2).

Este nuevo conjunto de transformaciones ¥; cumplird que

(J1,J2,x1,%2) = ®(A1,A2,01,02) = (PoP)(J1,]2,%1,%2). (4.64)

Este resultado implica que las funciones ®@; y ¥; deben ser funciones inversas
mutuamente. El procedimiento para calcularlas es el siguiente. Dado que la
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funcién ¥; es inversa a @i, y que ésta es cercana a la identidad, ¥; también lo
serd, y por lo tanto podemos reagrupar sus términos en funcién de su tamafio
utilizando A,

W= a2l =, 4, (4.65)

donde W) = w51 75, x1,%2) y (W2, w0 wl®) WOy — (A1, A;,01,0,). To-
memos, por ejemplo, la transformacién correspondiente a la variable J;. El pro-
ceso para las variables x; es andlogo. Por definicién, ®; y ¥; son funciones

inversas una de la otra por lo que podemos escribir a J; como

Ji = (@io®)(J1,]2,%1,%x2) = D1 (Wq,¥2, W3, ¥s) = Oi(¥(]1,]2,%1,%2)). (4.66)

Si desarrollamos @ y W; como series de potencias de A alrededor del origen
y agrupamos sus términos en potencias de A obtenemos

Ji

o . o0

> Vol | o (Z Akw“@) =

j=0 k=0

= (@2 A0l 4. o (@O 4 aw M 4 ), (4.67)

Se puede ver claramente que de la composicién de un término AJ @ gj) con un
término A*® (k) se obtiene un término de orden O(j + k) en A.

La resolucién de la Ec. (4.67) la llevamos a cabo mediante un procedimiento
iterativo donde un dado orden O(N) se resuelve utilizando los resultados de
6rdenes O(< N —1). La resolucién para el orden O(0) es trivial. Dado que los
términos involucrados en este paso deberdn cumplir que j +k = 0, esto sélo
ocurrird cuando j = k = 0. En este caso, el tinico término en el miembro derecho
que cumple con dicha condicién es @; (%) (@(9)) = J;, que coincide con el tnico
término del miembro izquierdo.

Continuemos ahora con la construccién para el orden O(1). Los términos que
contribuyen en este paso son aquéllos en los que j+k =1, estoesj =0y
k=1, obienj =1y k =0. Sumando todos los términos que cumplen con esta
condicién e igualdndolos a cero (dado que no hay términos de orden O(> 0) en
el miembro izquierdo), la ecuacién resultante es

oY)+ o!N(@©) =0 (4.68)

1
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(1)

Componiendo el primer término obtenemos (DEO) (&) =Y./, mientras que

si hacemos lo mismo con el segundo obtenemos CDg”(!II(OJ) = CDE”. Luego,
simplemente debemos resolver la ecuacién

1 1
v oM =0 (4.69)
para ‘Pgl ), obteniendo como término de orden O(1) en la transformacién inversa
a

1 1
y — ol (4.70)

Continuando con la resolucién del algoritmo es posible encontrar una rela-
cién recursiva en la solucién. Para hallar la funcién inversa ¥ hasta un orden
O(M) el esquema es

0
v =
M-—1
M M j
WE : = —@E ) Z <®£))O!p(k<M)) (]1/]2/X1IX2) ’ (471)
j=1 M

donde, nuevamente, el operador [ J]p es el mismo que el utilizado en la Ec.
(4.47), y ¥*<M) son todos los términos de la funciones inversas ‘{’gk) de 6rde-
nes menores que M, los cuales ya han sido calculados en iteraciones anteriores
(particularmente en la k—ésima iteracion).

Notese que aqui se ha utilizado el indice M para denotar el orden en el desa-
rrollo en vez de N. Esto es debido a que, en general, el orden M hasta el cual
se calcula la transformacién inversa ¥ y el orden N hasta el cual calculamos la
transformacion directa @, podrian no coincidir.

4.5 DISCUSION

En este capitulo hemos introducido el mapa que utilizaremos en esta segun-
da parte del trabajo de tesis, el CRSSM. También hemos mostrado cémo puede
cuantificarse la difusion en este sistema, para distintos valores del pardmetro
perturbativo. Como consecuencia de estos resultados pudimos ver que, para
cierto tamafio del valor perturbativo, la detecciéon de variacién en las acciones
no es trivial. Para ello hemos introducido una técnica, utilizada ya por otros
autores, que nos permite reducir las oscilaciones de la d.c.m. Con esta técnica
logramos evidenciar, para valores relativamente pequefios del parametro per-
turbativo y, un comportamiento secular de la d.c.m.
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Encontramos también que, si el pardmetro es demasiado pequefio, esta téc-
nica comienza a ser menos efectiva, debido a que la difusién es cada vez maés
lenta, y el crecimiento de la d.c.m. queda oculto tras las oscilaciones. Luego, ne-
cesitamos de la implementacién de otra herramienta que nos permita analizar
la difusién para valores del pardmetro y muy pequefios.

Se implement6 una nueva técnica, llamada transformacién a formas norma-
les. Esta técnica solamente existia para el caso de flujos hamiltonianos. Por lo
tanto, hemos disefiado un nuevo método para su construccién en el caso de un
mapa 4D genérico. Entre sus caracteristicas mas destacables podemos mencio-
nar las siguientes:

= El algoritmo disefiado puede ser aplicado a cualquier mapa 4D genérico
del tipo cuasi-torsional.

= Implementa un algoritmo que ordena los términos correspondientes al
desarrollo en series de Fourier de las ecuaciones del mapa, mediante la
inclusién de un pardmetro llamado parametro de contabilidad.

= La transformacién puede ser construida de forma iterativa, gracias al pa-
rametro de contabilidad.

= Dada la forma en que esté disefiado el algoritmo, es posible generalizarlo
para ser aplicado a sistemas con mayor dimensionalidad.
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APLICACION A UN MAPA SIMPLECTICO 4D

5.1 APLICACION DEL CALCULO DE FORMAS NORMALES AL CRSSM

En el Capitulo 4 se ha visto que en el CRSSM, para valores grandes de la per-
turbacion, la evolucién de la d.c.m. en el conjunto original de variables podria
presentar un crecimiento sistematico en el cual es posible evidenciar facilmente
una difusién aproximadamente normal. Por ende, esto nos permitirfa estimar
un coeficiente de difusion (ver panel (a) de la Fig. 4.1). En cambio, cuando el pa-
rametro es muy pequefio (panel (b) de la Fig. 4.1), este comportamiento queda
oculto frente a las oscilaciones producidas por los efectos de deformacién. El
célculo de la forma normal del mapa servird para revelar estos comportamien-
tos mediante una transformacién adecuada. En esta seccién se explicard como
implementar cada uno de los pasos detallados en la Seccién 4.4 para el célculo
de la forma normal en el caso especifico del CRSSM.

Comparando las Ecs. (4.14) con las Ecs. (4.24), podemos reescribir las prime-
ras en la forma de las tltimas simplemente haciendo el reemplazo

sl

1y1,y2,x1,%x2) = Filx1,x2) = efr(x1) +vfa(x1 +x2) +vf3(x1 —x2)
2(yr,y2,x1,x2) = Falxy,x2) = efa(x2) +vf3(x1 +x2) —yf3(x1 —x2)5.1)

gl

Si en las ecuaciones para los angulos (Ec. (4.16)) se reemplazan las acciones y/
por las expresiones recién definidas, y recordando que las funciones Q;(y1,y2)
solamente dependen de las acciones, podemos asignar Q;(yj,y2) = yi con
i=1,2, obteniendo

x1' = x1+Q1(y1,y2) +eFr(x1,%2)
x2" = x2+Q2(y1,y2) +eFa(x1,x2), (5.2)

a partir de las cuales, comparandolas con las correspondientes para los angulos
de (4.24) se ve que F3(y1,y2,x1,x2) = Fi1(x1,%2) y Fa(y1,y2,%1,%2) = Fa(x1,x2).
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Como podemos ver, las funciones F; que en principio dependen de las dos
acciones y los dos angulos, en nuestro caso s6lo dependen de los tltimos. Este
hecho es muy conveniente para nuestro procedimiento ya que las acciones solo
aparecen como términos lineales aditivos. Por lo tanto, no es necesario realizar
el desarrollo en series de Taylor de Fq(x1,x2) ni de F2(x1,x2). De la misma
manera, como las funciones Q;(y1,y;) tienen una dependencia lineal con las
acciones como vimos mds arriba, tampoco es necesario realizar su desarrollo.
Por ultimo, dado que todos los pardmetros perturbativos ¢; del mapa CRSSM
son iguales, e1 =€, = €3 =4 =¢.

Una vez que se tienen asociados los términos entre la Ec. (4.17) y la Ec. (4.24)
procedemos al siguiente paso, que consiste en realizar el cambio de variables
(4.28) para reescribir nuestro mapa en torno al punto central (y7,y3)

J1 = J1+elefi(xr) +vIf3(x1 +x2) 4+ f3(x1 —x2)1),

5 = Ja+elefa(x2) +vlfa(xr +x2) — f3(x1 —x2)]), (5:3)
Xp = xa+wi+]y,

x5 = x2+wi+]5,

donde, como hemos mencionado en el capitulo anterior, w] y w3 son dos cons-
tantes que corresponden al valor del orden cero del desarrollo de Taylor de
Qi(y1,92), coni=1,2, es decir Q;(y7,y3). Dado que estas funciones son igua-
les a su respectiva accién, el orden cero del desarrollo de Taylor de éstas coinci-
de con la accién evaluada en el punto. Para simplificar la notacién, escribiremos
w; — wi, y sus valores serdn simplemente w; = Q;(y7],y3) =yi.

El préximo paso consiste en implementar el parametro de contabilidad A en
el mapa (5.3). Para ello es necesario primero encontrar la funcién generatriz S
del mapa, cuyo célculo es inmediato partiendo de la expresion final del mapa
expresado en las Ecs. (5.3), y recordando la expresion de las funciones fi(x1,x2)
(Ec. (4.12)). De aqui se obtiene

;2 72
SULTsxax2) = (a+wi)Jf + (xa +wy)s + 10
—elg(x1,x2) +h(x1,x2)],
glx1,x2) = £<ln(1—ul:os(x1))+ln(1—ui§05(xz)J)’ (5-4)
h(x1,x2) = Y<1n(1—uscﬁz(x1+xz))+1n(1—u3C£§(X1—X2))>.

Una vez obtenida la funcién generatriz, efectuamos su desarrollo en serie
de Fourier. Podemos ver que la dependencia de la funcién generatriz con las
acciones se produce mediante una expresiéon polindmica de grado 2, que son los
tres primeros términos de la Ec. (5.4). Esto hace que no tengamos que aplicar un
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desarrollo en serie de Taylor para quitar cualquier dependencia con las acciones
de las exponenciales del desarrollo de Fourier. Luego, S toma la forma

- , L U2 +15%)
S(J1. )5, x1,x2) = (x1 +w1)]; + (X2+wz)lz+f+
Z ek] kzei(k1X]+k2X2], (5'5)

k1,k2=0

donde los coeficientes Cy, x, dependen de los pardmetros ¢ y 7.

Con respecto al parametro de contabilidad A, debemos analizar el orden de
cada uno de los términos. Como se ha supuesto en la Seccién 4.4.2, el tamafio
de J; es ~ /e. Luego, podemos suponer que las variables J; son del orden de A,
realizando entonces la sustituciéon J; — AJ; en la Ec. (5.5). Con este cédlculo ya
queda implementado A en los términos que dependen de J;. Con respecto a la
dependencia con A de las variables angulares, nos enfocamos en los términos de
Fourier. Estos términos decrecen con una tasa exponencial, e oKl conK e Z,
la cual podemos suponer que es ~ y/e. Conociendo el tamafio aproximado de
¢ y el valor del radio de convergencia o, es posible hallar el valor para K. En
todos nuestros cdlculos se considerard a ¢ fijo, siendo su valor ¢ = 0,1. Con
respecto a o, como las funciones g(x1,x2) y h(x1,x2) son sumas de logaritmos,
debemos encontrar el radio de convergencia de éstos. Consideremos la funcién
log(1 — pcos(x)). Para calcular su radio de convergencia centrado en xo = 0
debemos buscar en qué valor de x se encuentra la singularidad mds préxima.
Para esto es necesario ver qué sucede en el plano complejo. Consideramos a
x € C, por lo que el coseno también serd una funcién compleja. Luego, la
solucién de 1 — pcos(x) = 0 es inmediata:

1
arccos <H> ‘ . (5.6)

Como el mapa posee 3 parametros i, debemos hallar el radio de convergen-
cia para estos 3 valores y tomar la interseccién de sus soluciones. Haciendo esto
se obtiene, para o

Ix| =

:

arccos (> = 1,317, (5.7)
n
1

arccos () = 1,567, (5-8)
H2

arccos (1> = 1,099. (5.9)
U3
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La interseccién entre los radios de convergencia coincide con el menor de los
valores. Luego, resolviendo para K llegamos a

K| = —h‘f ~ 1,048, (5.10)

Como debemos considerar el entero mds cercano al valor obtenido, adopta-
mos el valor K = 1. Esto significa que el tamafio de los términos de Fourier van
linealmente con A, es decir que, por cada orden del desarrollo de Fourier, la
potencia de A aumenta en 1.

Para la implementacién numérica de las ecuaciones del mapa CRSSM como
series de Fourier, hemos considerado un conjunto genérico de reglas, para F;,
®; y U;, que deben obedecer los indices (para conocer las reglas especificas de
cada funcién, consultar el Apéndice B). Estas reglas generales son

m 0<sy+s2<r
s 1<Kk ko<
u T‘min(r) <s1+s2+ |k1‘+ |k2| < Tméx(r)~

A partir de estas relaciones podemos definir los valores de Tmm(T) v Tmax(T),
como hemos mencionado en la Seccién 4.4.2. Considerando el valor limite in-
ferior que pueden tomar los indices (es decir, s1 + s, = [ki| = |kz2| = 0), ob-
tenemos Tmin(r) = 0. De la misma manera, tomando los limites superiores
(s1+s2 = k1| = |ka| = 1), obtenemos Ty (1) = 3.

Dado que, para caracterizar univocamente cada término del desarrollo de
Fourier, son necesarios 5 indices, su implementacién numérica puede llevarse
a cabo mediante la utilizacién de un arreglo de 5 dimensiones, donde el con-
tenido del elemento es el coeficiente del término correspondiente. Esta imple-
mentacion insume una cantidad excesiva de memoria, dado que muchos de sus
elementos (correspondientes a combinaciones de los indices que no aparecen
en la serie) pueden ser nulos y por lo tanto no son utilizados en el algoritmo.

En lugar de utilizar un arreglo de 5 dimensiones para almacenar los coefi-
cientes, hemos implementado una funcién de indexacion para este fin. El objetivo
de esta funcién es, a partir de los 5 indices correspondientes a cada término de
la serie (s1, s2, k1, k2 y 1), generar un tnico indice ind que los caracteriza. Esto
hace que s6lo se utilice un arreglo unidimensional, disminuyendo la cantidad
de memoria necesaria (ver Apéndice B para su construccién).

Para implementar la ecuacién de conjugacion (Ec. (4.43)) en este mapa en
particular, las tnicas funciones conocidas son F;. Tanto U; como ®; son desco-
nocidas, por lo que tomaran la forma general de las Ecs. (4.4.3) Y (4.40), respec-
tivamente. Llevando a cabo las composiciones de la Ec. (4.43) (ver Apéndice A
obtendremos la ecuacién homolégica (4.49).
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Una vez que tenemos la ecuaciéon homolégica debemos construir las funcio-
nes @ y U a partir de la imagen R y el ntcleo N del operador de diferencias
(4.50), como se muestra en la Ec. (4.58).

Para construir las funciones debemos analizar, uno a uno, cada término de
QEN) y se los clasifica, analizando cudles de ellos pertenecen al ntcleo del
operador lineal de diferencias y cudles pertenecen a su imagen.

Planteando la Ec. (4.53) para un término de U; obtuvimos que

etlkiwntiow) 71—, (5.11)
cuya solucién es ky = —(w7/w3z)ky.

Como el método para el calculo de la forma normal del mapa desarrollado en
el capitulo anterior es el correspondiente a una resonancia simple, es necesario
encontrar una Unica terna de valores (k1, k2, k3) que satisfagan la condicién de
resonancia (Ec. (4.19)). De la aplicacién de la solucién recién hallada en la Ec.
(4.19) tenemos que k3 = 0, y dado que la resonancia que estamos considerando
es la 1: 1, obtenemos que w; = w; = w, implicando k, = —ky. Para este
trabajo hemos adoptado para la frecuencia el valor w = /3, el cual puede
verse que satisface las condiciones requeridas.

Para realizar la comprobacién de simplecticidad, simplemente se sigue la
explicacién de la Seccién 4.4.5, calculando los corchetes de Poisson. Si en la
tranformacion aparece algtin término no nulo de orden O(< N), debemos com-
pensar su apariciéon como se detalla en la Seccién 4.4.5.

Finalmente, debemos calcular la transformacién inversa. El procedimiento es
el mismo que el visto en la Seccién 4.4.6, teniendo que calcular basicamente
la Ec. (4.71). La implementacién de este algoritmo es bastante directa. Para
construir la funcién ¥; de orden O(M) tenemos, por un lado, un término que
consiste en la funcién @; (también a orden O(M)) con signo opuesto, y por
otro lado tenemos la sustracciéon de una sumatoria, cuyos elementos son el
resultado de la composicién de ®; con las funciones ¥;, donde ¥; son las
transformaciones inversas calculadas hasta el orden O(M — 1).

Para la implementacion numérica de este método, se construyé un cédigo,
escrito en Fortran 9o, que calcula la transformacién a formas normales para el
CRSSM. En el Apéndice C se muestran los detalles de su implementacion.

5.2 RESULTADOS

Una vez implementado el método de las formas normales al CRSSM, es im-
portante conocer sus capacidades y limitaciones. Esta seccién serd dedicada a
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presentar resultados obtenidos luego de aplicar la implementacién vista en la
Seccién 5.1.

Uno de los objetivos de esta seccién es estimar el tiempo necesario para el
célculo de un orden especifico de la transformacién a formas normales. Para
ello, lo que se hace es calcular dicha transformacién para distintos 6rdenes
del desarrollo, y luego comparar la variacion de los tiempos de CPU de las
distintas ejecuciones del c6digo presentado en el final de la Seccién 5.1. Con
estos resultados intentaremos buscar una dependencia del tiempo de CPU con
el orden del desarrollo.

El otro objetivo de esta seccién es calcular, a partir de las transformaciones
para los distintos 6rdenes, si existe una dependencia entre la disminucién de
las oscilaciones en las acciones con el orden N de la transformacion, intentando
posteriormente hallar, de manera empirica, el llamado orden dptimo rop¢ (ver,
por ejemplo, [18], [28], [25], [26], [30], [29], entre otros) el cual serd definido
maés adelante.

Todos los calculos realizados en este capitulo, como también en los capitulos
siguientes, fueron realizados con la misma configuracién de hardware que la
descripta en la Seccién 3.7.1.

5.2.1 Tiempos de computo

Como se muestra en el Apéndice C, el paquete implementado para el cdlculo
de la forma normal consta de tres programas que funcionan de manera enca-
denada: el primero construye el desarrollo en serie de Fourier del mapa J; el
segundo programa es el encargado de construir, a partir de la salida del pri-
mer programa, la transformacién de la forma normal @, el nuevo mapa U y la
transformacién inversa ¥; por ultimo, el tercer programa, a partir de la trans-
formacién inversa Pst calculado con el programa anterior y con la evolucién
de la 6rbita en el espacio de fases del mapa original, construye la serie de tiem-
po transformada, en las variables (A1, A2, 01,02), junto con el valor de la d.c.m.
para I e Iz, en ambos conjuntos de variables.

En esta seccién se mostrard el tiempo de CPU insumido por el segundo y el
tercer programa de nuestro paquete. El tiempo de CPU empleado por el primer
programa para construir la serie de Fourier de F'(J1,]2,%1,x2) no es analizado,
ya que los valores de aquél son demasiado pequefios como para ser tenidos en
cuenta (~ Ts para la construccién del desarrollo hasta orden O(15)).

Los tiempos de CPU para los programas antes mencionados, fueron calcu-
lados con la misma configuraciéon de hardware que la empleada en la Seccién

3.7.1.

Para la configuracion que define nuestro mapa hemos considerado:
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m ¢ =0,1.

vy =0,05.

» wi = w3 =3 (lo que hace que y} =y5 = V3).

= Un conjunto de N¢; = 102 condiciones iniciales alrededor del punto
(Y10,Y20,X10,%20) = (1,75,1,75,0,0), escogidas al azar en un disco de
radio 1073.

= Orden de desarrollo N en el rango 1 < N < 12
= Numero de iteraciones: Niter = 107.

» Paso de escritura: 10* (para un total de 10% datos de salida).

En la Tabla 5.1 se representan los valores de tiempo de CPU (tcpy), medidos
en segundos, empleados en la ejecuciéon de los programas mencionados mas
arriba. La primera columna de la tabla muestra cada uno de los 6rdenes del
desarrollo para los que se corrié el programa. La segunda columna muestra el
tcpu insumido para la ejecucion del programa que calcula las transformacio-
nes @ y ¥ y el mapa U para cada orden del desarrollo. Por ultimo, la tercera
columna muestra el tcpy, por orden de desarrollo, insumido por el programa
que construye la nueva serie temporal junto con el célculo de la d.c.m. (n?).

Los resultados de la Tabla 5.1 muestran que los tiempos para los érdenes 1,
2y 3 estan en el rango 0 < tcpy < 5s para el célculo del segundo programa,
y 0 < tcpu < 2s para el calculo del tercer programa. Estos valores son muy
pequefios, por lo que el error relativo puede ser alto. Es por esto que seran
descartados de los estudios que siguen a continuacién.

Los tiempos de CPU para la forma normal, entre los 6rdenes O(4) y O(8),
presentan un incremento en un factor aproximadamente 1,5 por orden mien-
tras que, a partir del orden 9, los tiempos presentan un aumento considerable,
creciendo hasta un factor aproximadamente 5,5 por orden. En la Fig. 5.1 esta re-
flejado este comportamiento, donde se representan los resultados de la segunda
columna de la Tabla 5.1.

En esta figura, los puntos representan el logaritmo natural del tcpy para el
calculo de la forma normal a distintos 6érdenes N, desde O(4) hasta O(12). La
eleccion de esta escala fue debido a la gran diferencia en 6rdenes de magnitud
entre los tiempos de coémputo para los distintos érdenes del desarollo. La dis-
tribucion de estos puntos parece presentar un perfil de crecimiento bilineal en
escala logaritimica. En escala lineal este comportamiento bilineal debe enten-
derse como un comportamiento exponencial con dos exponentes distintos: uno
para el rango 4 < N < 8 y otro para el rango 9 < N < 12. Mediante el método
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Orden tcpu | tepu
1 0,44 0,87
2 2,03 1,12
3 4,82 1,68
4 8,93 2,96
5 14,02 6,07
6 20,62 | 12,14
7 29,63 | 23,70
8 48,04 | 43,83
9 137,70 | 75,35
10 759,24 | 124,57
11 4393,17 | 194,73
12 24723,26 | 295,52

Tabla 5.1: Tiempo de CPU en funcién del orden del desarrollo para la construccién de
la transformacién &, la transformacién inversa ¥ y la forma normal U (se-
gunda columna), y para el cdlculo de la desviacién cuadrética media (d.c.m.)
(tercera columna), para los 6rdenes 1T < O(N) < 12, medido en segundos.

In(tcpu)

Figura 5.1: In(tcpy) (medido en segundos) vs. orden (N) de la transformacién para
el calculo de la transformacién @, la transformacién inversa ¥ y la forma
normal U. La recta verde corresponde al ajuste In(tcpy(N)) = 04TTN +
0,555 en el rango 4 < N < 8, mientras que la recta azul corresponde al
ajuste tcpy (N) =1,733N — 10,678 en el rango 9 < N < 12.

de minimos cuadrados podemos realizar el ajuste de dos funciones lineales de
la forma In(tcpy) = mN + a, una para cada comportamiento, donde m y a son
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constantes a determinar, y de aqui estimar su pendiente. Este valor nos dard
informacion de la tasa de crecimiento (m) del tiempo de CPU. El ajuste para
4 < N < 8 nos da una estimacién de la pendiente de m = 0,411. Con el valor
estimado para m llegamos a que la dependencia del tcpy con N es aproxima-
damente tcpy o 1,509N. Si hacemos un razonamiento similar para los tiempos
comprendidos entre los 6rdenes O(9) y O(12), obtenemos una estimacién de
la pendiente m = 1,733, proporcionando una dependencia entre tcpy y N del
tipO tecpu x 5,656N .

En cuanto a la medicién de los tcpy en el cdlculo de la d.cm., la Fig. 5.2
muestra los valores de la tercera columna de la Tabla 5.1 en funcién del orden
N, los cuales parecen seguir un perfil tipo exponencial. De la misma manera
que se hizo para los tiempos de CPU de la forma normal, mediante minimos
cuadrados se realiz6 un ajuste de la forma tcpy(N) = ae®™ + c. El valor de
c es simplemente un corrimiento de la curva, y a es un factor constante que
amplifica (si a > 1) o reduce (si a < 1) la velocidad con la que crece la curva.
En cambio, b es la cantidad mads relevante de este ajuste, ya que su valor indica
la velocidad con la cual crecen los tiempos en funcién del orden. Mediante
sus estimaciones obtenemos que el factor de amplificacién del crecimiento es
a = 2,073 y la velocidad de crecimiento es b = 0,417, lo que resulta en una
dependencia del tcpy con N dada por tcpu o 2,073 x 1,51 7N,

300 T T T T W

200

2

B1s0r
100 -

50

Figura 5.2: tcpy (medido en segundos) vs. orden O(N) de la transformacién ¢ para el
célculo de la d.c.m. La curva representa el ajuste de una funcién exponen-
cial, tepy (N) = 2,073e9417N _ 11 ,967.

A partir de estos dos gréficos es posible tener una nocién de cémo serd la
progresion de los tiempos de célculo para ambos programas. En el caso parti-
cular del calculo de la forma normal, es dificil predecir el tiempo que insumird
el programa para un orden N > 12, dado que en la dependencia temporal
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con N se produce un cambio de comportamiento entre N = 8 y N = 9. Esto
hace que no podamos asegurar un comportamiento determinado fuera de los
6rdenes calculados, siendo por ende dificil extrapolar el tiempo que insumira
una ejecucién a 6rdenes > 12. Con respecto al tiempo insumido en el célculo
de la d.c.m., si suponemos correcta la estimacién de la dependencia de tcpy
con N como una funcién exponencial, podemos predecir, con un error tal vez
pequerio, el tiempo que empleard una ejecuciéon del programa para un orden
arbitrario N.

Desde un punto de vista cuantitativo, estos resultados sugieren que, para el
célculo de la d.c.m., el tiempo de CPU es una cantidad pequefia en comparacién
con los tiempos empleados para el cdlculo de la forma normal, permitiéndonos
realizar el cdlculo hasta un orden O(12) en un tiempo del orden de 5 minutos.

Como hemos visto en la Fig. 5.1, a partir del orden N = 9, al aumentar un or-
den el desarrollo de @, los tiempos de computo se incrementan de manera mas
acelerada que para N < 8. Por ende, seria deseable que sea suficiente con reali-
zar el desarrollo hasta un orden N < 9. Una posible explicacion a este cambio
brusco en la velocidad de crecimiento de los tiempos de computo puede ser el
siguiente. Dado que el aumento del orden del desarollo provoca un incremento
en el nimero de términos del desarrollo de Fourier y, por consiguiente, en el
numero de operaciones, a partir del orden N = 9 es posible que el programa
necesite reservar mas memoria que la disponible en la computadora, haciendo
que el sistema operativo deba utilizar parte del espacio en disco (que es consi-
derablemente mads lento que la memoria RAM) como memoria de intercambio,
provocando un incremento en el tcpy. Como este hecho no interfiere con los re-
sultados de nuestro trabajo, no hemos profundizado la bisqueda de su origen,
quedando como un posible trabajo a futuro.

En la siguiente seccién vamos a ver que existe un orden para el cual el desa-
rrollo es 6ptimo, dado que su error alcanza un minimo y, si quisiéramos au-
mentar el orden del desarrollo més alld de este orden 6ptimo, los errores se
incrementarian progresivamente.

5.2.2  Precision de la transformacién y estimacién empirica del orden éptimo

En la seccién anterior se han presentado los tiempos de CPU que emplean en
ejecutarse los programas implementados. Se ha estimado también una relacién
funcional de estos tiempos con respecto al orden N del desarrollo. Sin embargo,
no siempre es conveniente realizar la transformacién con un orden arbitraria-
mente alto, sino que existe un valor, llamado orden dptimo, el cual nos indica
para qué valor de N la transformacién se calcula con mayor precision.
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En el nuevo conjunto de variables, el mapa se puede expresar de la forma

A= Un, o [A1,A2,01,02) + RN (A1, A2,01,65)

Ay = Un, o (A1,A2,01,02) + R (A1, A2,07,02) (5.12)
0] = Ug,,(A1,A2,01,02) + Ry (A1,A2,01,05) >
0) = Ug,,(A1,A201,02) + Ry (A1, Az 01,00),

donde las funciones U, <y, Ug,<r, con i = 1,2 son las ecuaciones de la forma
normal del nuevo mapa obtenido mediante la transformacién & hasta un orden
1 en el parametro de contabilidad A. Las funciones RE{]), RE{Z), Ré:) y Rgz), resumi-
das en su expresion vectorial R"(A1,A3,01,0,), son el llamado residuo de la
forma normal ([18], [30]). Cada una de las componentes de R(") est4 formada
por una serie de Fourier de todos los términos de orden mayor o igual que v+ 1
en A producidos por los términos del mapa original J. El tamafio del residuo
nos indica el error con el que se estd calculando la forma normal, truncada a
este orden. Si bien es cierto que, para 6rdenes bajos, a medida que aumenta el
orden 1 de la transformacién el residuo disminuye, existe un orden, llamado
orden dptimo Topt a partir del cual el residuo comienza a incrementarse para
valores de 1 > Top¢. La razén por la cual se produce este incremento en el re-
siduo es la siguiente. Recordemos de la Ec. (4.53) que, si un término de QEN)
no pertenece al niicleo N de A,, debemos dividirlo por etlkiwitkow;) 1 para
que tenga la forma de un elemento de R, y pueda ser asignado como un tér-
mino de ®@;. Luego, a medida que consideramos transformaciones de 6rdenes
superiores, estos denominadores seran cada vez mas pequefios y, eventualmen-
te, existird un orden (ropt) a partir del cual, el tamafio en que se reducen las
oscilaciones debido al aumento del orden del desarrollo es menor que el error
introducido por estos pequeiios denominadores.

En [18] y [30], los autores calculan el valor de 1ot a partir del calculo del
residuo. En esta seccién no se calculara el residuo, sino que se estimara el
valor de T,pt de forma enteramente empirica, a partir de la comparaciéon de
las curvas de evolucion de la d.c.m. para los distintos érdenes. Esta estimacién
empirica del orden 6ptimo se realizard para los puntos centrales y7 = y5 =
V3 4§, tomando dos valores distintos de .

Recordemos que la transformacioén a formas normales & presentada en el
7z * *
Capitulo 4, corresponde a un desarrollo en torno a un punto (yj,y3) pertene-
ciente a una resonancia simple. Como estas transformaciones tienen caracter
local, debe existir un pequefio entorno de este punto que también pertenezca a
la resonancia simple para que su aplicacion tenga validez.
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Hemos escogido dos valores de (yj,y3) sobre la resonancia 1 : 1 en torno
a los cuales construir la forma normal. Uno de estos puntos, con 6 = 0,08, lo
hemos elegido en una regién donde claramente se encuentra en una resonancia
simple, lejos de un cruce de resonancias’, como puede verse en las Figs. 5.3. El
otro punto se eligi6 de manera que, si bien estard también en una resonancia
simple, se encuentre mds cerca de un cruce. Para este punto se eligi6é 6 = 0. En
el panel (a) de la Fig. 5.3, correspondiente a v = 0,1 puede notarse que dicho
punto pertenece a una resonancia simple, pero se encuentra lo suficientemente
cerca de un cruce y, por lo tanto, cerca de una regién de superposiciéon de
resonancias. En el panel (b) de la Fig. 5.3 se muestra la misma situacién que en
el panel (a) para y = 0,01. Debido al tamafio del pardmetro y los anchos de las
resonancias disminuyen, disminuyendo también la regién donde se produce
la superposicién de resonancias, y el punto correspondiente a & = 0 puede
considerarse que se encuentra en una resonancia simple al igual que para 6 =
0,08.

(@) (b)
2 50 2 30
19 40 19
20
1.8 30 1.8
1.7 20 1.7
10
16 10 16
15 0 15 0
15 16 1.7 1.8 1.9 2 15 16 17 1.8 1.9 2
Y1 Y1

Figura 5.3: Mapa del In(FLI) en el plano (y1,y2) para 1000 x 1000 condiciones iniciales
en la regién (1,5;2,0] x [1,5;2,0], cony = 0,1 (a) y v = 0,01 (b). El extremo
inferior de la escala de colores (violeta) corresponde a 6rbitas regulares,
mientras que el extremo superior (amarillo) corresponde a 6rbitas caéticas.
Los puntos sobre la resonancia representan las acciones centrales, alrededor
de las cuales se realiza el desarrollo: y7 =y3 = V3+8,cond =0y & =0,08.

Y2
Y2

1 No es simple encontrar en un sistema medianamente realista, que presenta todos los arménicos

de Fourier, una resonancia simple, aislada. Es claro que siempre existird alguna interseccién
entre ellas. Este andlisis pretende que tal interseccién de nuestra resonancia 1: 1, que es de bajo
orden, no ocurra con ninguna otra de bajo orden, de modo que su ancho resulte despreciable y
por consecuencia, a efectos practicos, no tenga incidencia sobre la resonancia en estudio.
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5.2.2.1 Experimento 1

En esta seccién vamos a considerar el desarrollo en torno a y% =y% =3+
con & = 0, e intentaremos estimar el orden 6ptimo de la transformacion de
manera empirica para tres valores de vy, dado que el orden 6ptimo depende, en
principio, del pardmetro perturbativo: un valor grande (y = 0,1) con un nivel
elevado de caos, donde se evidencia una fuerte superposicién de resonancias,
un valor pequefio de vy (y = 0,01) donde el sistema tiene una componente
regular dominante, de manera de considerar dos configuraciones extremas del
sistema y, por tltimo, también consideraremos un valor intermedio, y = 0,0298.
Para los dos experimentos que se presentan a continuacién, se han escogido
N¢i = 103 condiciones iniciales, al igual que en la Seccién 4.3. En las Figs. 5.4,
5.6 y 5.8 se muestra (para estos tres valores de v) el grafico de la evolucién de
n? en funcién del namero de iteraciones Niter, para los primeros 6rdenes del
desarrollo, T < N < 4.

B (@ . ®)
25107 o p 25010° o
Orden 2 W /M
8rgen% —_— ,H.M
rden —
)
2.0x10° M 1
y 2.4x10°3
.
15x10° | v 4
o o o
3l
1.0x103 | //f g 23107 1|
J
5.0x10% |/ — Y
/ 2.2x10% B\ [*
/
2x10°  4x10®  ex10°  8x10°  1x107 9.2x10° 9,4x10?\‘ 9.6x10° 9.8x10° 1.0x107
iter iter

Figura 5.4: (a) Evoluciéon de n? con respecto a Njter para distintos érdenes N, con
1T<N<4,v=01y Niter € (0; 107). (b) Acercamiento a la region Niter €
(9 x 10°;107).

El panel (a) de la Fig. 5.4 muestra la evolucién de n? para y = 0,1 en el
intervalo Niter € (0;107). A excepcion de la evolucién para N = 1 que es li-
geramente mayor que el resto, los demds 6rdenes son muy similares entre si,
resultando imposibles de discriminar en este grafico. Un acercamiento de la
regién 9 x 10® < Niter < 107 (Fig. 5.4, panel (b)) nos muestra que existe una
diferencia entre N = 2 y los 6rdenes restantes. Esto quiere decir que las cur-
vas correspondientes a N = 3 y N = 4 permanecen sin manifestar diferencias
apreciables.

Comparando el mayor de estos 6rdenes (N = 4) con uno relativamente alto,
digamos N = 12 (Fig. 5.5, panel (a)), podemos ver que presentan una semejanza

99



100

APLICACION A UN MAPA SIMPLECTICO 4D

aun mayor a la presentada para los 6rdenes 3 y 4. Haciendo una inspeccién de
las dltimas 10° iteraciones de la evolucién (9 x 10° < Niter < 107), representa-
das en el panel (b) de la Fig. 5.5, no se distinguen diferencias en sus magnitudes.
Por lo tanto, concluimos que no es posible definir un orden 6ptimo mediante
el andlisis realizado hasta orden N = 12 de la evolucién de la d.cm., y po-
demos elegir indistintamente cualquiera de estos 6rdenes, como haremos mas
adelante. Veamos qué ocurre al considerar un valor de y mds pequefio.

(a) (b)

2.5x10°

T T
Orden 4 3 Orden 4
Orden 12 2.35x10™ - Orden 12

2.0x10°

2.30x10° |
1.5x10° |

-3 .
1.0x10™ - b 2.25x107° |

5.0x107 |

2.20x10% 1 'V |

L L L L A L L L L
2x10°  4x10®  ex10°  8x10°  1x107 9.2x10% 9.4x10° 9.6x10° 9.8x10° 1.0x107

iter iter

Figura 5.5: (a) Evolucién de n? con respecto a Njter para los 6rdenes N =4y N =12,
cony = 0,1y Niter € (0; 107). (b) Acercamiento a la region Niter € (9 X
108;107).

La evolucién de la d.c.m. con y = 0,0298 para los 6érdenes 1 < N < 4 (Fig.
5.6) muestra que es posible distinguir el comportamiento de n? para 6rdenes
1y 2, pero esto no es posible hacerlo para losérdenes 3 y 4. Comparando la
region 9 x 10® < Niter < 107) (Fig. 5.6, panel (b)), con la correspondiente para
v = 0,1 (panel (b) de la Fig. 5.4), vemos que los 6rdenes 3 y 4 también son muy
similares entre si, y menores que los correspondientesa N =1y N = 2.

Si inspeccionamos el panel (a) de la Fig. 5.7, que representa la comparacién
entre las evoluciones para N = 4 y para N = 12, nuevamente no es posible
apreciar diferencias entre ambas graficas. La Fig. 5.7, panel (b) muestra que,
incluso realizando un acercamiento del intervalo 9 x 10° < Niter < 107 ambas
curvas presentan una gran semejanza en el tamafio de las oscilaciones. Con
esto debemos concluir que, para tamafos intermedios de y, tampoco es posible
definir un orden 6ptimo para la transformacién.

Por dltimo, para el valor méds pequefio de y considerado (y = 0,01) vemos
que, en el panel (a) de la Fig. 5.8 el comportamiento es similar al analizado para
v = 0,0298, es decir que es posible distinguir las curvas para N =1y N = 2
de aquéllas para 6rdenes N = 3 y N = 4, las cuales son muy similares entre
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Figura 5.6: (a) Evoluciéon de n? con respecto a Njter para distintos 6rdenes N, con
1< N<4yy =00298y Niter € (0; 107). (b) Acercamiento de la region
Niter € (9 x 108;107).
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Figura 5.7: (a) Evolucién de n? con respecto a Ni(c, para los 6rdenes N =4y N = 12,
cony = 0,0298 y Niter € (0; 107). (b) Acercamiento de la region Niter €
(9 x 10°;107).

si. Si reajustamos la escala del eje de las ordenadas, manteniendo el intervalo
de tiempo fijo en Niter € (0; 107) y eliminando de la comparacién la curva de
orden N =1, es posible apreciar la diferencia entre los 6rdenes N =3y N = 4.
Comparando luego la curva correspondiente a orden 4 con la correspondiente
a N = 12, resulta (a diferencia de las comparaciones realizadas para y = 0,1
y v = 0,0298) que existe una reduccién en el tamafio de las oscilaciones que
muestra la curva para N = 12, ademds de presentar un valor promedio menor
que para N =4.
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Figura 5.8: (a) Evolucién de n? con respecto a Njter para distintos 6rdenes N, con
1 <N <4, v =001y Niter € (0;107). (b) Acercamiento de la regién
Niter € (9 x108;107).
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Figura 5.9: Evolucién de n? con respecto a Ny, para los 6rdenes N =4y N = 12, con
v =0,01y Niger € (0;107).

El andlisis llevado a cabo en esta seccién arrojé un resultado interesante: para
valores grandes de v (0,0298 < v < 0,1) no se pudo encontrar empiricamente,
y mediante este andlisis, un orden 6ptimo para el desarrollo. Para vy = 0,01,
en cambio, el comportamiento observado fue distinto. Las curvas que repre-
sentan la evolucién de la d.c.m. mostraron una reduccién progresiva en sus
oscilaciones a medida que incrementamos el orden del desarrollo. Sin embargo,
tampoco ha sido posible estimar un orden 6ptimo, a partir del cual las oscila-
ciones vuelvan a aumentar. Es probable que, en este caso, el orden 6ptimo sea
Topt > 12 pero, debido a que los tiempos de CPU aumentan considerablemente
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para 6rdenes altos (N > 9, ver Seccién 5.2.1), no se ha avanzado en la basqueda
del orden 6ptimo para y; =y3 =3 yy =0,01.

5.2.2.2 Experimento 2

En la Seccién 5.2.2.1 hemos visto que, si elegimos el punto central (yj,y5)
de manera que se encuentre en una resonancia simple, pero estd muy cerca de
una regién de superposicion con resonancias de alto orden producidas por la
proximidad con un cruce de resonancias, no es posible poder determinar un
orden 6ptimo.

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de las oscilaciones en la
evolucién de la d.c.m. para distintos 6rdenes N, eligiendo el punto central de
manera tal que se encuentre en una resonancia simple, pero alejada de un cruce
de resonancias. Asi, la dindmica del conjunto de valores iniciales no se veria
afectada por la estructura compleja de un cruce de resonancias, como fue el
caso para & = 0. Una vez elegido este punto, el desarrollo de la transformaciéon
para una resonancia simple es valido, y podemos emplearlo en nuestro intento
de estimar empiricamente el orden 6ptimo T4p¢.

Basdndonos en los experimentos realizados en la subseccién anterior, elegire-
mos los mismos valores de y para estimar el orden 6ptimo.

Para y = 0,1, la similitud que presentan las curvas de evolucién para todos
los 6rdenes calculados en el rango de tiempos Niter € (0; 107) y mostrados en el
panel (a) de la Fig. 5.10 (los 6rdenes N > 9 se han omitido en el gréfico por tener
oscilaciones con tamafios mucho mayores que las mostradas), hace que resulte
imposible distinguir diferencias en éstas. Esto hizo necesaria la construccion
de un nuevo grafico (Fig. 5.10, panel (b)) donde se magnifica la regiéon de las
tltimas 10° iteraciones. Se eliminaron también los 6rdenes extremos N = 4 y
N = 9 porque, al igual que con N > 9, sus oscilaciones son mucho mayores
en comparacién con el resto. En cuanto a los 6rdenes restantes (5 < N < 8),
todas las curvas exhiben oscilaciones cuyas amplitudes son aproximadamente
del mismo tamafio. Por lo tanto, se infiere que el orden 6ptimo se encontrara
enb < Topt < 8.

Si analizamos ahora las curvas correspondientes a y = 0,0298, éstas presentan
diferencias en las magnitudes de sus oscilaciones en el intervalo Niter € (0; 107)
(Fig. 5.11, panel (a)). Analizando y comparando las curvas del grafico mencio-
nado, vemos que la evolucién correspondiente a N = ¢ posee, claramente, ma-
yores oscilaciones que el resto. Por otro lado, aunque la diferencia es menor, la
evolucién para N = 4 también muestra que posee oscilaciones con amplitudes
ligeramente mayores que las evoluciones para 5 < N < 8. Una vez descartados
estos dos valores de N, construimos nuevamente un grafico de la evolucién de
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Figura 5.10: (a) Evolucién de n? con respecto a Niter para distintos 6rdenes de magni-
tud N, con4 < N < 9, paray = 0,1 y Niter € (0;107). (b) Acercamiento
de la region Niter € (9 X 106;107).

n? con respecto al orden N, focalizdndonos en la region Niter € (9 X 10°;107),
obteniendo el panel (b) de la Fig. 5.11. Con este grafico podemos confirmar lo
que ya se ve en el panel (a), es decir, que el tamafio en las oscilaciones para
5 < N < 8 es comparable. En principio, cualquiera de estos valores de N que
define cada curva podria ser adoptado como orden 6ptimo, debido a la simi-
litud en el tamafio de las amplitudes de sus oscilaciones. Para definir cudl de
estos cuatro valores serd elegido como T,p¢ podemos considerar el valor pro-
medio de la curva, sin tener en cuenta las oscilaciones. Haciendo esto en el
panel (b) de la Fig. 5.11, se observa que la evolucién correspondiente a N = 7
se encuentra por debajo de todas las demds, presentando un valor promedio
menor. En base a este resultado, adoptamos como 6ptimo el valor Top¢ = 7.

Para y = 0,1 también nos encontramos en una situacién en la que las curvas
para 5 < N < 8 manifestaron oscilaciones de tamafios comparables, mientras
que las oscilaciones de los 6rdenes superiores fueron muchos mayores. Esto
hizo que no se decidiera un criterio para la elecciéon del orden 6ptimo. Por
ende, adoptamos 1ot = 7 como orden 6ptimo, de manera de realizar todos los
experimentos con el mismo orden en la transformacion.

Consideremos por tltimo la evolucién correspondiente a y = 0,01 (Fig. 5.12,
panel (a)), donde todas las curvas presentan oscilaciones con grandes amplitu-
des. Sin embargo, si tenemos en cuenta el valor promedio de éstas, se destacan
del resto las correspondientes a N = 4 y N = 7, que son las dos de menor
valor (representadas por las lineas de color rojo y violeta, respectivamente). La
Fig. 5.12, panel (b), permite confirmar que el tamafio en las oscilaciones de las
curvas es comparable, por lo que el tamafio de las oscilaciones no puede ser uti-
lizado como criterio de seleccién del rop¢. Esta conclusion puede tener origen
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Figura 5.11: (a) Evolucién de n? con respecto a Njter para distintos érdenes de magni-
tud N, con4 < N < 9, paray = 0,0298 y Niter € (0; 107). (b) Acercamiento
de la region Niter € (9 106;107).

en el hecho de que, al ser y un parametro tan pequefio, la variacién secular de
la d.c.m. también es muy pequefia y, la disminucién de la amplitud de las os-
cilaciones a causa de la implementacién de la transformacién, no es suficiente
como para que se logre evidenciar la d.c.m.
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Figura 5.12: (a) Evolucién de n? con respecto a Njter para distintos érdenes de magni-
tud N, con4 < N < 9, paray = 0,01 y Niter € (0; 107). (b) Acercamiento
de la region Niter € (9 x 106;107).

En base al analisis realizado para este valor de vy, tendriamos que N = 4 seria
el candidato a considerar como nuestro orden 6ptimo, dado que es su curva
correspondiente es la que presenté un valor promedio menor. Pero, dado que
para N = 7 también obtuvimos un valor promedio pequefio, el incremento del
error por adoptar este valor es despreciable y, si bien su tcpy es varias veces
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mayor que aquel para N = 4, numéricamente este tiempo es una cantidad pe-
quena. Por ende adoptamos el valor 1ot = 7, para mantener una uniformidad
en la eleccién del orden 6ptimo.

5.3 DISCUSION

En este capitulo se mostrd, en una manera detallada, cémo aplicar el desarro-
llo de la transformacién a formas normales al mapa CRSSM. Se fijaron todos
sus parametros excepto dos de ellos, y. Luego se escogieron algunos valores de
Y que cubren el rango 0,01 < vy < 0,1, de manera de contemplar desde esce-
narios donde existe una fuerte superposiciéon de resonancias, hasta aquéllos en
donde las resonancias de mds bajo orden son levemente visibles.

Se presentdé un programa, escrito en Fortran 90, formado por tres subprogra-
mas para el cdlculo de la transformacién, la forma normal y la transformacion
inversa. El programa también construye la serie de tiempos en las variables
transformadas y calcula la variacién de las acciones con respecto a su valor ini-
cial (d.c.m.) en ambos conjuntos de variables, en la direccién de la resonancia
(If) y en la direccién perpendicular a ella (Ig).

Para probar la eficiencia de la implementacién realizada, se midieron los tiem-
pos de computo. Se estim6 una dependencia entre el tiempo de CPU empleado
por cada uno de estos programas y el orden de la transformacién.

En la dltima parte de este capitulo se construy6 la transformacion alrededor
de dos puntos pertenecientes a la resonancia 1 : 1, en el espacio de las accio-
nes, yi = y3 = V3495, parad =0y & = 0,08. Se calcul6 la d.c.m. para dos
conjuntos de N¢i = 103 condiciones iniciales. Con estos resultados se intenté
estimar de forma empirica el orden 6ptimo 14t de la transformacién a través
del calculo de la d.c.m. para 6rdenes desde N = 4 hasta N = 12. Para el punto
correspondiente a & = 0,08 se se adopto6 como el orden del desarrollo que
minimiz6 las oscilaciones en las curvas de d.c.m. al valor 1ot = 7, el cual se
utilizard como orden del desarrollo para los calculos que realizaremos en el ca-
pitulo siguiente. En cuanto al punto correspondiente a 6 = 0, la cercania con un
cruce de resonancias y las superposiciones, hicieron que las oscilaciones produ-
cidas nos impidan observar el cambio de tendencia de la evolucién de la d.c.m.,
haciendo imposible determinar un orden 6ptimo. Se adopté como T,p¢ para
este escenario Topt = 7 para mantener una uniformidad con el valor escogido
para & = 0,08. Debido a que las oscilaciones en las curvas de d.c.m. para los
distintos érdenes resultaron muy similares, el error esperable por el célculo de
la difusién al tomar este valor de 14t €s muy pequerio.



CUANTIFICACION DE LA DIFUSION

En el Capitulo 4 hemos presentado un procedimiento para construir una
transformacién canénica a un mapa simpléctico 4D cuasi-torsional (las formas
normales) que nos permite describir la dindmica del sistema de una manera
mas simple. Luego, en el Capitulo 5, hemos mostrado cémo implementar este
procedimiento a un mapa en particular, el CRSSM.

El objetivo de este capitulo es la caracterizacién de la difusién en las vecinda-
des de un punto central (y7,y3) en un escenario de caos débil’. Este escenario
nos permitird suponer que el comportamiento de la difusién obedece una ley
de potencias ([18], [21], [22], [60]), de o contrario, si considerdsemos un escena-
rio de caos fuerte, la difusién dependeria linealmente del tiempo (o, en el caso
discreto, del ntimero de iteraciones). Luego, a través del andlisis de la evolu-
cién de la d.c.m., intentaremos identificar qué tipo de difusion se presenta para
las distintas configuraciones (esto es, subdifusién, superdifusion o difusién nor-
mal, como se defini6 en la Seccién 4.1.1). Una vez caracterizada la difusién en
funcién del exponente de la ley de potencias que obedezca, para aquellos esce-
narios en los que se puede caracterizar como difusién normal, estimaremos el
coeficiente de difusién D.

6.1 PREPARACION DEL ENTORNO PARA EL ESTUDIO DE LA DIFUSION

A efectos de cuantificar la difusion en el espacio de acciones utilizaremos
como herramienta la desviacién cuadratica media, descripta en la Seccién 4.1.1.

Los resultados que se presentardn en este capitulo corresponden a los mis-
mos parametros que se han utilizado en la Seccién 4.2. El tinico parametro que
ha quedado libre es el de acoplamiento y, que tomaré valores en un rango de
un orden de magnitud (0,01 < v < 0,1). Para seleccionar estos valores de vy
se realizaron varios experimentos variando esta cantidad. Los valores extremos
fueron escogidos de manera de obtener escenarios en los que la manifestacion
de una evolucién secular de las acciones es notoria, como también aquéllos en

1 Llamamos un escenario de caos débil a aquél en el que la perturbacién es lo suficientemente
pequeiia como para que se pueda despreciar cualquier efecto de superposicién de resonancias.

107



108

CUANTIFICACION DE LA DIFUSION

los que ésta es tan lenta que debemos recurrir a las técnicas descriptas en el Ca-
pitulo 4. Se han escogido 20 valores diferentes de y, todos ellos equiespaciados
en una escala logaritmica, para conseguir un amplio espectro de escenarios.

Nos enfocaremos en la misma resonancia considerada en el Capitulo 4, la
1: 1. En esta resonancia hemos escogido las frecuencias v/3 + 5, tal como lo
hemos hecho en la Seccién 5.1.

Como este andlisis serd realizado utilizando el cédlculo de la forma normal, y
éste es vélido solamente en una resonancia simple, necesitamos que el punto
central esté suficientemente lejos de cualquier cruce de resonancias. Siguiendo
el andlisis de la Seccién 5.2.2.2, adoptamos el valor & = 0,08 (ver Fig. 5.3), obte-
niendo y7 = y3 ~ 1,812050808, de manera que el punto (yj,y3) se encuentre
“lejos “de un cruce de resonancias.

6.1.1 Condiciones iniciales

El andlisis de la difusién realizado en este capitulo se llevé a cabo consideran-
do la evolucién de un conjunto de N¢; = 103 condiciones iniciales. Dado que
nuestro objetivo es estudiar la variacion secular de las acciones en la direccién
de la resonancia, y queremos que N?(Niter = 0) = 0, es decir, que inicialmente
no exista variacion, las condiciones iniciales deben estar todas ubicadas sobre
un mismo segmento de recta en direcciéon perpendicular al sentido de la reso-
nancia. Luego, se las distribuye sobre dicho segmento, que serd de longitud
5p ~ 1077, de manera que se encuentren todas en la regién de la capa estocés-
tica donde el caos es mds uniforme, reduciendo la probabilidad de que alguno
de estos valores estén dentro de una isla de estabilidad.

El célculo se realiz6 para un total de Njier = 107 iteraciones, con un paso de
escritura de 10 iteraciones, obteniendo una serie temporal de 103 puntos.

Para corroborar que las condiciones iniciales estdn en una regién caética, la
Fig. 6.1 muestra, en el panel (a), el valor final del In(FLI) en funcién del namero
de condicién inicial del conjunto, para 10 iteraciones. Este calculo, efectuado
con el LP-VIcode, tiene establecido un valor de saturacién para el FLI, que es
FLIgqt = 1029, de donde In(FLIgq¢) ~ 46,05. Podemos ver que la totalidad
de las condiciones iniciales del conjunto han alcanzado el valor de saturacién.
Vemos reflejado este resultado en el panel (b) de la Fig. 6.1, donde se muestra
el tiempo que le llevé a cada condicién inicial llegar al valor de saturacion del
FLI, siendo todos menores que 10*. Esto ocurre debido a que cada condiciéon
inicial que forma parte del ensamble se encuentra dentro de una regién caética,
esto es, la capa estocéstica de la resonancia.
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Figura 6.1: (a) Valor final del In(FLI) para 10% iteraciones, con un valor de saturacién de
In(102°), en las vecindades de (Y7,93) = (V3+8,v/3+46) con & = 0,08. El
eje de las abscisas corresponde al nimero de condicién inicial del conjunto.
(b) Tiempo de saturacién del FLI para las mismas condiciones que en (a).
La linea punteada representa el tiempo de calculo, Niter = 10%.
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Figura 6.2: (a) Valor final del In(FLI) para 10 iteraciones, con un valor de saturacién
de In(10%9), en las vecindades de (v7,93) = (V3+6,v/3+6) con & = 0. El
eje de las abscisas corresponde al niimero de condicién inicial del conjunto.
(b) Tiempo de saturacién del FLI para las mismas condiciones que en (a).
La linea punteada representa el tiempo de célculo, Njter = 10%.

En cuanto a las condiciones iniciales que se estudiaran en la Seccién 6.4,
correspondientes al punto central y% =y% = v/3+ 8, con § = 0, y desplegadas
en el panel (a) de la Fig. 6.2, los valores del FLI de las condiciones iniciales han
saturado casi en su totalidad, quedando solamente 5 condiciones iniciales que
han llegado a Niter = 10* sin saturar (hecho que se ve en la Fig. 6.2, panel
(b)). Sin embargo, vemos que para la condicién inicial que tomé el minimo
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valor, hemos obtenido In(FLI) =~ 34,18, lo que corresponde a un valor del FLI ~
7 x 1014, Recordemos que para que una 6rbita pueda ser considerada como
regular, el valor del FLI debe comportarse como FLI o< Njter. Basdndonos en
este concepto hemos analizado una muestra de 6rbitas regulares, resultando
para todas ellas que FLI ~ Njter. Por lo tanto, para Niter = 10%, un valor
de saturacion del FLI de 10%° es suficiente para poder clasificar correctamente
las orbitas regulares y cadticas. Con este resultado mostramos que, incluso las
condiciones iniciales cuyo FLI no saturd, también son 6rbitas cadticas, ya que
su valor es ~ 10 6rdenes de magnitud mayor que el umbral considerado para
una Orbita regular.

6.2 GRAFICOS COMPARATIVOS PRE Y POST-TRANSFORMACION

Esta seccién sera dedicada a mostrar como la transformacién a formas norma-
les mejora la claridad con que se representa la variacién secular de las acciones.
Esto se logrard mostrando gréficos de la evolucién de la d.c.m. en el conjunto
nuevo de variables y comparandolas con la evolucién de la d.c.m. calculada a
partir de las variables originales del sistema.

Como el proceso de la transformacién a formas normales es costoso compu-
tacionalmente, también incorporaremos a esta comparacién el cdlculo de la
d.cm. a través de la seleccion de los puntos, en el conjunto original de va-
riables, que pertenecen a la regién [xi1|+ [x2| < 0,1, como hemos visto en la
Seccioén 4.3, la cual es una técnica que requiere menor esfuerzo computacional.

Una vez establecidos los parametros que definen el sistema (Seccién 4.2), es-
timado empiricamente el orden 6ptimo r1,p¢ para realizar la transformacion
(Seccidn 5.2.2), y escogidas las condiciones iniciales (Seccién 6.1.1), procedemos
a realizar los célculos y hacer las comparaciones. Dichos célculos fueron reali-
zados adoptando 6 = 0,08.

En la Fig. 6.3 se muestra la evolucién de la d.c.m. para y = 0,1. La curva co-
rrespondiente al calculo realizado en el conjunto original de variables presenta
oscilaciones de mayor amplitud que la curva construida calculando las formas
normales. Sin embargo, es trivial concluir a partir del gréfico, que en ambos con-
juntos de variables las curvas exhiben un crecimiento sistemético muy similar.
De esta manera, como la d.c.m. crece practicamente en forma lineal, es posible
medir la difusién utilizando cualquiera de los dos conjuntos de variables.

Para la evolucién calculada con y = 0,0785 (Fig. 6.4), se observa un escenario
analogo al obtenido para y = 0,1, donde nuevamente el crecimiento de la d.c.m.
puede ser detectado en las variables originales. El tamafio de las amplitudes
de las oscilaciones que presenta la curva en las variables originales es similar a
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Figura 6.3: Evolucién de la d.c.m. paray = 0,1 en las variables originales (J1,J2,%x1,x2)
(curva superior), y luego de una transformacion a la forma normal de orden
7 (Aq,A2,01,03) (curva inferior).

las representadas en la Fig. 6.3. Si bien la diferencia entre los valores promedio
de las curvas para ambos conjuntos de variables en este escenario es mayor
que en el caso de y = 0,1, solamente nos interesa la velocidad con la que crece
dicha curva, cuantificada a través de su pendiente, que es aproximadamente la
misma en ambos conjuntos de variables.
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Figura 6.4: Evolucién de la d.cm. para y = 0,0785 en las variables originales

(J1,J2,%1,%x2) (curva superior), y luego de una transformacién a la forma
normal de orden 7 (Ay,A3,01,05) (curva inferior).

Para un pardmetro un poco menor, y = 0,0616 (Fig. 6.5, panel (a)), la evolu-
cién también muestra una variacion secular de la d.c.m., pero las oscilaciones
que ahora presenta hacen que la caracterizacion de la difusiéon sea mas dificil
que en los escenarios anteriores. Esto es debido a que, al intentar realizar dicha
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caracterizacion por medio del ajuste de una ley de potencias, dicho ajuste se
va a llevar a cabo con una gran indeterminacién a causa de la amplitud de las
oscilaciones, donde los efectos de deformacién® se vuelven mds importantes.
Por ende debemos utilizar las técnicas presentadas en el Capitulo 4 para poder
reducir las amplitudes de las oscilaciones.
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Figura 6.5: (a) Evolucién de la d.c.m. con respecto al ntimero de iteraciones Nj., para
v = 0,0616 en las variables originales (]J1,]2,%1,%2). (b) Idem (a), conside-
rando solamente los puntos dentro de la regién |x1| +[x2| < §, con & = 0,1
(trazo rojo), y luego de una transformacién a formas normales de orden
0(7) (A1,A3,01,02) (trazo verde).

En el panel (b) de la Fig. 6.5 se representa la evolucién de la d.c.m. calculada
considerando ambas técnicas, representando con trazo rojo aquélla que emplea
los puntos pertenecientes a la regioén cercana a la superficie de seccién [x1] +
Ix2| < 0,1, y con trazo verde la correspondiente a la aplicacién de las formas
normales. Ambas curvas manifiestan un crecimiento secular de la d.c.m. con
una tendencia similar a la evolucién presentada en el panel (a), salvo que esta
vez la amplitud de las oscilaciones ha sido notablemente reducida.

Cabe notar que, si bien la técnica que utiliza los puntos cercanos a la su-
perficie de seccién es computacionalmente menos costosa, la reduccién de la
amplitud de las oscilaciones lograda mediante las formas normales es casi to-
tal, permitiendo obtener una curva de evolucién de la d.c.m. més clara. Esto
tiene como consecuencia que la estimacion de cualquier valor a partir de esta
curva (por ejemplo, el coeficiente de difusién D en caso de presentar difusién
normal) se logre con un nivel de precision mucho mayor.

Se llama efecto de deformacién a las oscilaciones producidas por todos los términos del mapa
que, mediante sucesivas transformaciones canénicas, pueden suprimirse, es decir, que son los
términos que no pertenecen puramente a la perturbacién. Para mayor informacion referirse a

[41]
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Si consideramos ahora un valor de y menor, por ejemplo, y = 0,0545, el tama-
fo de las amplitudes en las oscilaciones resulta mayor que el crecimiento de la
variacién secular de la d.c.m., haciendo muy dificil la detecciéon de la difusiéon
(Fig. 6.6, panel (a)). Sin embargo, aunque en este escenario no sea posible de-
tectarla, dicha variaciéon secular existe. Mas aun, al calcular la evoluciéon de la
d.c.m. utilizando las dos técnicas empleadas para vy = 0,0616, es posible detec-
tar este comportamiento. Este resultado se encuentra representado en el panel
(b) de la Fig. 6.6 respetando el mismo c6digo de color que el panel (b) de la
Fig. 6.5. Al igual que sucedi6 para ese valor de vy, la curva calculada a partir de
la aplicacion de las formas normales presenta una reduccion casi total de las
oscilaciones, resultando una técnica muy conveniente cuando se debe priorizar
la precisién frente al tiempo de cémputo.
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Figura 6.6: Evolucién de la d.cm. para vy = 0,0545 (a) en las variables originales

(J1,J2,%1,%x2) y (b) luego de una transformacién a la forma normal de orden
7 (A1,/A2,01,03) (trazo rojo). En (b) también se incluye la curva obtenida
considerando solamente los puntos dentro de la region x| + |x2| < §, con
5 =0,1 (trazo verde).

Por ende, de la comparacién de las curvas del panel (b) con la correspondien-
te del panel (a), es evidente la necesidad de aplicar una técnica que reduzca las
oscilaciones para valores de y < 0,0545.

La evolucién de la d.c.m. en las variables originales para y = 0,0233 se exhibe
en el panel (a) de la Fig. 6.7. Como mencionamos en el parrafo anterior, al ser
Y < 0,0545, esta gréfica no revela ningtin comportamiento difusivo, por lo que
debemos recurrir nuevamente a la utilizacién de alguna de las dos técnicas
utilizadas en los casos previos.

Si construimos la curva de evolucién de la d.c.m. considerando los puntos de
la region [x1]+ [x2| < 0,1 es posible ver que, si bien ésta presenta una tendencia
secular, el tamafio de la amplitud de las oscilaciones ha sido reducido leve-
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Figura 6.7: Evolucién de la d.cm. para y = 0,0233 (a) en las variables originales
(J1,J2,x1,%x2) y (b) luego de considerar solamente los puntos pertenecientes
a la region x|+ [x2| < 8, con 6 =0,1.

mente, haciendo que la caracterizacion de la difusién no sea una tarea sencilla.
Este resultado indica que, posiblemente, el tamafio del pardmetro vy sea lo su-
ficientemente pequefio como para que el tiempo de iteracion empleado no sea
suficiente para revelar un crecimiento secular de n%. Una forma de solucionar
este inconveniente es, como hemos mencionado en la Seccién 4.3, considerar
un nimero mayor de iteraciones, por ejemplo Niter = 108 tomando intervalos
de tamario 10° iteraciones para seguir conservando la misma cantidad de pun-
tos de salida que en los célculos anteriores. Sin embargo, aunque sea posible
reducir el tamafio de las amplitudes de las oscilaciones, el tiempo de computo
empleado aumentaria un orden de magnitud mientras que, empleando las for-
mas normales de orden O(7), el tiempo total empleado serd solamente un 10 a
15 % mayor que el empleado por las variables originales con Niter = 107. Por
ende, para pardmetros perturbativos muy pequefios, donde los puntos cerca-
nos a la superficie de seccién no logran reducir eficientemente las oscilaciones,
necesitamos recurrir a la transformacién a las formas normales. Esto es posible
verlo en la Fig. 6.8, donde se ha representado la evolucion de la d.c.m. median-
te la aplicacién de las formas normales. En este grafico puede verse que esta
técnica resulta mucho maés efectiva cuando el pardmetro perturbativo es muy
pequeno.

A pesar de que el cdlculo para y = 0,0233 utilizando las formas normales lo-
groé reducir las oscilaciones notablemente, dicha reduccién no ha sido tan efecti-
va como en los casos para y mayores. La razén por la que esto ocurre podria de-
berse a que el pardmetro y tenga un tamafio demasiado pequefio. Esto hace que
la variacién secular de las acciones que manifiesta este conjunto de condiciones
iniciales sea tan lenta que su tamafo sea del orden del tamafio de las amplitu-
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Figura 6.8: Evolucién de la d.cm. para y = 0,0233 luego de una transformacién a la
forma normal de orden 7 (Ay,A5,01,03).

des de las oscilaciones de las variables transformadas. Podemos reforzar esta
hipétesis con un calculo sencillo. El desplazamiento que experiment6 la accion
en la direccién de la resonancia (/) en toda la iteracién, se puede estimar como
N(Niter) con Niter = 107. De la Fig. 6.8 estimamos que n%(107) ~ 1,6 x 1077
Luego, el desplazamiento de la accién, dA¢, serd dA¢ ~ 4 x 10—4, que es un
valor muy pequefio, es decir, que el conjunto de condiciones iniciales manifies-
ta poca difusién. Por ende vemos que, para este tamafio de valores de v, las
oscilaciones comienzan a jugar un papel mds importante que en los casos de y
mayores.

Por altimo, veremos qué sucede con el valor més pequefio de 'y considerado,
v = 0,01. Al igual que en los paneles (a) de las Figs. 6.6 y 6.7, la evolucién de
la d.c.m. queda oculta por las oscilaciones en las variables originales (Fig. 6.9,
panel (a)). En cuanto a las variables luego de aplicar la transformacién (Fig. 6.9,
panel (b)), la curva presenta oscilaciones de un tamafio mucho mayor que el
manifestado por la evolucién para y = 0,0233. Es evidente que, incluso luego
de aplicar la transformacién a la forma normal, no es posible evidenciar un
crecimiento secular definido.

Una posible solucién a este inconveniente podria ser considerar una iteracién
del mapa para tiempos mas largos, por ejemplo Niter = 105, con k = 8,9,....
En [42] los autores llegan a considerar hasta 10'! iteraciones para poder revelar
un comportamiento difusivo en un sistema ligeramente perturbado.

Para complementar este andlisis, mostramos en la Fig. 6.10 la evolucién de la
d.c.m. considerando los puntos de la region [x1|+ [x2| < 0,1. Es posible ver aqui
que, si bien el valor promedio de la d.c.m. ha sido reducido en dos 6rdenes de
magnitud (~ 10~* en la curva del panel (a) de la Fig. 6.9, y ~ 107° en la curva
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Figura 6.9: Evolucién de la d.cm. para vy = 0,01 (a) en las variables originales

(J1,J2,x1,%x2) y (b) luego de una transformacién a la forma normal de orden
7 (A1,/A2,01,02).

de la Fig. 6.10), esta técnica es incapaz de detectar la variacién secular de la
d.c.m.

1.77x10°8
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1.68x10°®
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iter

Figura 6.10: Evolucién de la d.c.m. para v = 0,01 considerando solamente los puntos
de la region x|+ [x2| < 0,1.

63 CARACTERIZACION DE LA DIFUSION EN UNA RESONANCIA SIMPLE

Recordemos que el coeficiente de difusién D para un intervalo de tiempo At
lo suficientemente grande se define como el cociente entre la d.c.m. medida en
el intervalo y la longitud de éste (Ec. (4.5)). Luego, necesitamos que la d.c.m.
tenga una dependencia lineal con el tiempo. Por lo tanto, para poder realizar
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una estimacion de dicho coeficiente se requiere conocer si, en un dado intervalo
de tiempo, la condicién inicial (o conjunto de condiciones iniciales) experimenta
difusién normal.

En la Seccién 4.1.1 se hizo la suposicién de que la evolucién de la d.c.m.
puede considerarse como una ley de potencias (Ec. (4.4)). Si estudiamos su
comportamiento en una escala logaritmica ésta seguird un comportamiento li-
neal de la forma log(n?) = a + B log(Niter), donde a = log(x), B € R son dos
constantes a determinar. Por lo tanto, la caracterizacién de la difusién se basa
en el ajuste, por el método de minimos cuadrados, de una funcién lineal de este
tipo, donde el valor de la pendiente 3 nos va a indicar si el comportamiento es
subdifusivo (3 < 1), normal (3 = 1) o superdifusivo (3 > 1). Dado que numéri-
camente la probabilidad de que, luego de un ajuste, se obtenga exactamente el
valor 3 = 1 es practicamente nula, consideraremos como régimen de difusiéon
normal aquél donde 0,85 < 3 < 1,15 (en [18] los autores consideraron un inter-
valo més amplio, (0,75;1,25)). Este andlisis se llevara a cabo en el conjunto de
variables transformadas (A1,/A2,01,02), mediante la aplicacion de las formas
normales.

La Fig. 6.11 representa la evolucién de la d.c.m. con respecto al ntimero de
iteraciones en el intervalo (3 x 10°;107), siguiendo una escala logaritmica, para
distintos valores de y. Se han separado las curvas de evolucién en tres paneles
de acuerdo al tipo de comportamiento que manifestaron. Junto con las curvas
de evolucién de la d.c.m. se graficaron, con trazo negro, rectas de pendiente 1
para poder comparar los comportamientos lineales de las evoluciones y deter-
minar en qué intervalos su crecimiento es paralelo a dichas rectas.

Para todos los 'y considerados, vamos a determinar a continuacién en qué in-
tervalos la difusiéon se comporta como normal. Para llevar esto a cabo, debemos
estimar la pendiente 3 de la evoluciéon de la d.c.m. para los distintos valores
de v (considerando que éstos presentan un comportamiento lineal con respec-
to al nimero de iteraciones, basdndonos en la hipétesis de que la difusién se
comporta como una ley de potencias en la escala lineal) y comparar los valores
estimados con la unidad.

6.3.1  Grupo o/

Este grupo estd conformado por el rango superior de valores de y (0,0545 <
Y < 0,1). La evolucién de sus d.c.m. esta representada en el panel (a) de la Fig.
6.11, mediante una escala logaritmica, en el intervalo (4,5;7), es decir Njter €
(3 x 10%;107).

Para vy = 0,1 y v = 0,0886 el andlisis es trivial, ya que la evoluciéon de la
d.cm. en el rango log(Niter) € (4,5;7) es muy semejante al de una funcién
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Figura 6.11: Evolucién de log(nz) con respecto a log(Njter) para distintos valores de vy.
(@) 0,0545 <y < 0,1, llamado “grupo 27”. (b) 0,0233 < v < 0,0483, “grupo
P~ (c) 0,01 <y <0,0207, “grupo €~.

lineal. Si realizamos un ajuste lineal a cada una de ellas, las rectas resultantes
presentan una pendiendte muy similar a la de la recta 10g(n2) = log(Niter)
(de aqui en més, la recta identidad). Esto indica que la difusién para y = 0,1
y v = 0,0886 puede ser considerada aproximadamente normal en ambos casos.
Los resultados de la estimacién de 3 se resumen al final de esta seccién, en
la Tabla 6.1. Junto con la estimacién de (3 se representa también el error Eg
(obtenido con el método de minimos cuadrados) con el que se realizo6 el ajuste.

Para los siguientes valores de y (0,0616 < v < 0,0785) las curvas de evolucién
de la d.c.m. manifiestan cambios en su comportamiento con respecto al nimero
de iteraciones. La dependencia entre log(nz) y log(Niter) para cada una de las
curvas se puede dividir en tres segmentos, donde cada uno sigue un crecimien-
to lineal, pero con distintas pendientes. El crecimiento de la accién en el primer
y tercer segmentos es cercano a la recta identidad, mientras que el segundo seg-
mento se corresponde con una pendiente claramente menor. Esta disminucién
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en la pendiente puede deberse a diversos factores. Uno de ellos, por ejemplo,
podria ser que algunas de las condiciones iniciales, en un momento dado, pase
muy cerca de una isla de estabilidad, quedando “pegadas”al borde exterior de
ésta, fendmeno conocido en inglés como stickiness. Este efecto podria provocar
una disminucién en la velocidad de crecimiento de la d.c.m.

Realizando la estimacién lineal de sus pendientes, considerando el intervalo
de tiempo log(Niter) € (4,5;7), obtenemos también como resultado que la de-
pendencia puede considerarse aproximadamente lineal para y = 0,0785, mien-
tras que paray = 0,0695 y vy = 0,0616 los valores obtenidos de la estimacién son
muy inferiores a la unidad, siendo 0,6 < 3 < 0,68. La magnitud de este valor es
esperable dado que, para estas dos curvas, el cambio de comportamiento fue
mads notorio que para y = 0,0785, repercutiendo en la estimacién de f3.

Si bien en la figura se puede apreciar la disminucién del crecimiento de
log(nz) en los intervalos log(Niter € (5,7;6,6) para vy = 0,0695 y log(Niter €
(6;6,7) para y = 0,0616 vemos que, luego de estos intervalos, las curvas vuel-
ven a manifestar un crecimiento. Este efecto podria ocurrir debido a que, si
la disminucién se produjo por un efecto tipo sticky, estas condiciones iniciales
lograron “despegarse”de la isla de estabilidad alrededor de la cual se movian,
logrando nuevamente un incremento en la d.c.m. Por lo tanto, si consideramos
un tiempo de integracién mayor, seria posible observar una tendencia aproxi-
madamente lineal en la curva. Realizando este cdlculo podemos apreciar en la
Fig. 6.12 que, para log(Njter) 2 6,5 la evolucion de la d.c.m. para ambas curvas
es aproximadamente lineal. Mds atn, si realizamos ahora la estimacién de f3
para el intervalo log(Niter) € (5,5;8) obtenemos 3 ~ 1,047 paray = 0,0616 y
B ~ 1,099 paray = 0,0695.

¥=0.0616 ——
-0.0695

log(n?)
IS
;\

1 1 1 1
6 6.5 7 7.5 8
loQ(Niter)

Figura 6.12: Evolucién de log(nz) con respecto a 1og(Njier) para y = 0,0616 y v =
0,0695, para Niter = 108.
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Por tdltimo, para y = 0,0545, vemos que la dependencia entre log(n?) y
log(Niter) se aparta de la linealidad. Sin embargo, se puede apreciar que dicho
apartamiento no es significativo. Si aproximamos esta curva como dos rectas,
una en el intervalo log(Niter) € (4,5;6) y la otra en log(Niter) € (6;7), las esti-
maciones de sus pendientes serdn 3 ~ 0,874 y 3 ~ 1,184, mientras que al apro-
ximar a la curva con una tnica recta, la estimacion de la pendiente obtenida es
B ~ 1,097, todos valores cercanos a la unidad. Por ende, es posible aproximar
esta dependencia con una recta en el intervalo (4,5;7), cuya estimacién de su
pendiente permite suponer una difusién aproximadamente normal.

Y B | Ep(%)
0,1 0,920 | 0,1359
0,0886 | 1,115 | 0,1733
0,0785 | 0,858 | 0,5066
0,0695 | 1,099 | 0,3773
0,0616 | 1,047 | 04329
0,0545 | 1,143 | 0,2262

Tabla 6.1: Estimacion de la pendiente del ajuste de la recta log(nz) = a+ A log(Niter)
para distintos valores de y en el rango 0,0545 < vy < 0,1, con Njter €
(3 x 10%;107) para y = 0,1;0,0886;0,0785 y Niter € (3 x 10%;108) para
vy = 0,0695;0,616. La primera columna muestra el valor del parametro per-
turbativo v, mientras que las dos tltimas columnas exhiben el valor de la
pendiente (3 del ajuste y el error porcentual (Eg) con el que fue estimada.

6.3.2 Grupo %

Este segundo grupo corresponde al rango de valores 0,0233 < v < 0,0483,
cuyas curvas de evolucién de la d.c.m. se encuentran representadas en la Fig.
6.11, panel (b). En este grafico es posible apreciar que todas estas curvas pre-
sentan una tendencia similar, comenzando con un crecimiento lento, con una
velocidad inferior a la correspondiente para difusién normal, y va aumentando
hasta alcanzar valores cercanos a 1 para valores como vy = 0,0483 y v = 0,0428.
Para el resto de los valores de v el incremento no es suficiente para lograr una
dependencia lineal cuya pendiente sea cercana a la unidad.

Claramente se ve que estas curvas no manifiestan un comportamiento lineal,
por lo que ninguna de estas evoluciones puede considerarse que se encuentren
en un régimen de difusién normal.

Este comportamiento podria ocurrir debido a que, al disminuir el tamafio
de la perturbacién (disminuyendo el valor de ), el tamafio de la resonancia
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comienza a ser comparable con el de las resonancias que la cruzan, teniendo
éstas una mayor influencia en la dindmica. En la Fig. 6.13 se muestra un mapa
del valor del FLI cerca del punto y} = y5 = /3 + 0,08, comprendida en la

region (yi,y2) € [1,806;1,818) x [1,806;1,818).

1.806 1.809 1.812 1.815 1.818 1.806 1.809 1.812 1.815 1.818
Y, Y

(@) (b)
1.818
1

1.815

1.812

Yo

1.809

Figura 6.13: Valores del FLI para una grilla de condiciones iniciales en la regién
(1,806;1,818) x [1,806;1,818) paray = 0,0233 (a), y v = 0,0428 (b).

Es posible ver aqui que los valores de In(FLI) en la capa estocéstica de la reso-
nancia son mucho menores que los correspondientes a las mismas condiciones
iniciales en el caso v = 0,1 (Fig. 5.3 (a)). Mds atn, algunos de estos valores estdn
préoximos al régimen de regularidad, produciendo una alteracion a la estructura
dindmica del sistema. Esta alteraciéon podria ser el causante de que la velocidad
de la difusién en este tipo de escenarios sea inferior a la correspondiente a la
forma normal. También es posible apreciar que en el grafico aparecen ciertas
bandas de color mads claro, asociadas a las resonancias de alto orden que en
casos con un mayor grado de caos no se podian apreciar.

Por otro lado, el ancho de la capa estocastica de la resonancia se vuelve mas
angosto que en el caso y = 0,1. Tanto este efecto como el anterior, podrian hacer
que el desplazamiento de la accién en la direccién de la resonancia ocurra de
una manera mas lenta. Por ende, si consideramos como correcta esta hipétesis,
una posible solucién seria considerar un nimero de iteraciones mayor, digamos
Niter = 108,

En la Fig. 6.14 se encuentra representada la evoluciéon de la d.c.m. para los
mismos valores de vy, para Niter = 108.

Al considerar un nidmero mayor de iteraciones, es posible ahora ver una de-
pendencia méds proxima a la lineal. Mds atn, realizando la estimacién de la
pendiente 3, obtenemos valores cercanos a 1, evidenciando un comportamien-
to aproximadamente normal. En la Tabla 6.2 se representan las estimaciones
realizadas.
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Figura 6.14: Evolucién de log(nz) con respecto a log(Niter) para el rango de valores
0,0233 <y < 0,0483, en el intervalo log(Niter) € (5,5;8).

Y B | Ep(%)
0,0483 | 0,998 | 0,1916
0,0428 | 0,895 | 0,1151
0,0379 | 0,851 | 0,3917
0,0336 | 0,215 | 0,1282
0,0298 | 0,933 | 0,0923
0,0264 | 0,884 | 0,2286
0,0233 | 0,807 | 0,3398

Tabla 6.2: Estimacion de la pendiente del ajuste de la recta log(nz) = a+ B log(Niter)
para distintos valores de y en el rango 0,0233 < v < 0,0545, con log(Niter) €
(5,5;8). La primera columna muestra el valor del pardmetro perturbativo v,
mientras que las dos ultimas columnas exhiben el valor de la pendiente 3
del ajuste y el error porcentual (Eg) con el que fue estimada.

6.3.3 Grupo €

Este dltimo conjunto de pardmetros corresponde al rango de valores 0,01 <
v < 0,0207, y se encuentra representado en el panel (c) de la Fig. 6.11. Las
curvas mostradas en esta figura revelan que, para este nimero de iteraciones,
la velocidad de incremento de log(nz) es claramente inferior a la de la rec-
ta unidad. Este comportamiento es consistente con el andlisis llevado a cabo
hasta aqui dado que, al considerar valores de y menores a los empleados en
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la Seccién 6.3.2, el tamafio de la perturbacién disminuye, y los efectos de las
resonancias de alto orden se vuelven maés significativas.

Continuando con la hipétesis establecida en la Secciéon 6.3.2 para el grupo
%, la velocidad a la que aumenta secularmente n? deberia incrementarse hasta
alcanzar un valor cercano a 1, si se considera un nimero de iteraciones suficien-
temente grande. Si realizamos el calculo de log(nz) para Niter € (0; 108) (ver
Fig. 6.15) observamos que, si bien algunas de las curvas (las correspondientes
a 0,0162 <y < 0,0207) aceleran su incremento, el nuevo valor final de Nj¢er N0
es suficiente como para que se manifieste un régimen de difusién cercana a la
normal.

o
o
T
R e e
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log(n?)
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Figura 6.15: Evolucién de log(nz) con respecto a log(Niter) para el rango de valores
0,01 <y <0,0207, en el intervalo log(Niter) € (5,5;8).

En cambio, si observamos el segundo conjunto de valores mdas pequefio
(0,01 < v < 0,0144), vemos que éstos presentan un incremento casi nulo. Por
ende, podemos concluir que para el grupo ¢ el comportamiento de la difusion
va a ser claramente no normal, por lo que no profundizaremos en su estudio.

A diferencia de lo ocurrido en la Seccién 6.3.2, considerar Niter = 102 no fue
suficiente para que las curvas analizadas en el grupo ¢ experimenten difusién
normal. Por consiguiente, quizd sea necesario adoptar un ntimero de iteraciones
atin mayor (digamos, 10) como para que las curvas pertenecientes al grupo ¢
experimenten un régimen de difusién normal.

Como una manera de comprobar empiricamente que nuestra hipétesis po-
dria ser correcta, en la Fig. 6.16 se muestra la evolucién de la d.cm. para
v =0,0207 y v = 0,0144, considerando esta vez Niter = 107.

Es posible notar que, para este nimero de iteraciones, la evolucién de la
d.c.m. correspondiente a vy = 0,0207 presenta una variaciéon de las acciones
similar a la difusién normal. Sin embargo, para y = 0,0144, nuevamente nos
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Figura 6.16: Evolucién de log(nz) con respecto a log(Niter) para y = 0,0207 y v =
0,0144, en el intervalo log(Niter) € (6,5;9).

encontramos en una situacién en la que todavia no logré ingresar en dicho ré-
gimen, necesitando quizd aumentar atin més el ntimero de iteraciones. En este
trabajo no nos vamos a abocar al estudio de la variacién de las acciones para
un valor de Nj¢e, tan elevado dado que, como ha sido explicado en la Seccién
4.2.1, el resultado obtenido para un ntimero tan grande de iteraciones carece
de sentido fisico. Este resultado tuvo como objetivo simplemente comprobar
que, si se incrementa lo suficiente el namero de iteraciones, seria posible lo-
grar que la evolucién de la d.c.m. presente un caracter similar a la difusiéon
normal, teniendo en cuenta que no logré manifestarlo para un niimero menor
de iteraciones.

6.3.4 Estimacion del coeficiente de difusion D

Siguiendo con el andlisis de la seccién anterior, una vez caracterizada la di-
fusion aproximadamente como normal, podemos estimar con qué velocidad se
manifiesta esta variacién de n?, esto es, el coeficiente de difusién D. Este estudio
serd llevado a cabo para aquellos valores de y en los cuales hemos detectado
difusién normal (0,0233 < v < 0,1). En esta secciéon simplemente mostraremos
el andlisis de algunos de estos valores.

Dado que, en los intervalos escogidos, la d.c.m. experimenté difusién apro-
ximadamente normal (es decir, = 1), existird una relacién lineal entre n? y
Niter de la forma N2 = DNiter + Vv, donde v es un pardametro a determinar
([18], Ec. (52)). En esta expresion, D es el coeficiente de difusion que se va a esti-
mar, y nos proporcionara informacién sobre la velocidad a la que esta variando
la d.c.m. del conjunto de condiciones iniciales, a lo largo de la resonancia 1: 1,
en las vecindades del punto yj =yj = V3435, con § = 0,08. La estimacion de
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D, como asi también la determinacién del error Ep, seran realizadas mediante
un ajuste de minimos cuadrados.

Como se ha mostrado en la Fig 6.3 para y = 0,1, la amplitud de las oscila-
ciones es muy similar en ambos conjuntos de variables, por lo que se puede
estimar los dos valores de D, obteniendo D = 1,939 x 1010 para las variables
originales y D = 2,131 x 10~ 1° para las nuevas variables. Efectivamente, los va-
lores estimados son muy similares, difiriendo solamente en un 10 % aproxima-
damente. Adoptaremos como valor de D el correspondiente al nuevo conjunto
de variables.

Para asegurarnos de que el resultado obtenido corresponde a la d.c.m. en la

direccién de la resonancia, hemos calculado la superficie de seccién 4 /x% + x% <

1073, que se muestra en el panel (a) de la Fig. 6.17 mediante puntos verdes,
superpuesto a un mapa de valores del FLI

(a) )
2 50 4.0x10"
1.9 40 3.8x10°2
18 30 3.6x10°2 ‘ '
1.7 20 3.4x102 M ‘ '
16 10 3.2x10°2
15 0 :
15 16 17 18 19 2
Y1

Yz
(g

2x10®  4x10°  6x10°  8x10°  1x107

iter

Figura 6.17: (a) Superficie de seccién 1/x% +x% < 1073 paray = 0,1 y Niger = 107
iteraciones. (b) Evolucién temporal de n? de la accién Ig.

Podemos observar en la figura que algunas 6rbitas se mueven fuera de la
resonancia 1 : 1, por regiones donde se encuentran resonancias de mayor orden.
Sin embargo, se puede ver en la figura que la fraccién de puntos verdes que
se ubican sobre dichas resonancias es mucho menor que el nimero de puntos
sobre la resonancia 1 : 1. Con esto hemos concluido que el movimiento sobre
la resonancia 1 : 1 es predominante. A esto se suma que, debido a que se estéd
considerando una regién cercana a la superficie de seccién, pero de un espe-
sor finito, es posible que algunas de estas condiciones iniciales se encuentre
efectivamente sobre la capa estocastica de la resonancia principal, pero fuera
de la seccién. Por lo tanto, al haber escogido un espesor no nulo, al realizar la
proyeccién de los puntos de esta region sobre el mapa del FLI, en la figura se
verdn como si estuvieran fuera de la resonancia. En consecuencia, podriamos
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considerar que, globalmente, el conjunto se mueve sobre la resonancia princi-
pal.

Para reforzar esta afirmacion realizaremos lo siguiente. En la Seccién 4.2.1
hemos definido Iz como la accién en la direccién perpendicular a la resonancia.
A partir de la Ec. (4.22), al igual que se hizo para If en las variables origina-
les podemos obtener la expresion para Iz en las nuevas variables, que sera
Ir = A7 —A3. Luego, la evolucién de n?(Ig) mide la difusién en esta direccién.
Como la capa estocéstica deberia tener un ancho finito, si el conjunto de con-
diciones iniciales permanece en ella, el valor de n?(Ir) tendria un valor limite
superior, que coincidirfa con el ancho de la capa estocéstica. En el panel (b) de
la Fig. 6.17 se presenta un gréfico de la evolucién de lan? en la direccién de Ig
con respecto al nimero de iteraciones. De esta figura podemos determinar que
esta magnitud crece lentamente, tendiendo a un valor aproximadamente cons-
tante. Su valor promedio es aproximadamente 3,5 x 1072, valor que se asemeja
al tamafio de la capa estocéstica observado en el panel (b) de la Fig. 6.17.

Del mismo modo que se ha hecho para y = 0,1, podemos estimar el valor de
D para vy = 0,0785 en ambos conjuntos de variables. Haciendo esto obtenemos
D =2,33 x 107" para el conjunto original de variables y D = 2,485 x 10~ 11 en
el nuevo conjunto. Adoptaremos nuevamente el valor correspondiente al nuevo
conjunto de variables, debido a que en éste la amplitud de las oscilaciones es
ligeramente menor.

La superficie de seccién y/x3 +x% < 1073 de la evolucién de n? para y =
0,0785 (Fig. 6.18, panel (a)) muestra que los valores iniciales del conjunto estan
todos confinados a la resonancia principal, a excepcién de un conjunto pequefio
de éstos que se han dispersado por otras resonancias de mayor orden, presumi-
blemente por las mismas razones detalladas para y = 0,1.

El panel (b) de la Fig. 6.18 representa la evolucién de n?(Ig). Su comporta-
miento nos permite concluir que, si bien la curva presenta un ligero crecimiento
(al igual que para y = 0,1), para Niter > 5 X 10© ésta se estabiliza a un com-
portamiento constante, con un valor cercano a ~ 2,5 x 1072 y que es similar al
ancho que se observa en el panel (a) de la Fig. 6.18.

Con respecto a y = 0,0616, en la Seccién 6.3.1 encontramos que, en el interva-
1o Niter € (0;107), la evolucién de la d.c.m. no correspondia a un régimen de
difusién normal, por lo que carece de sentido la estimacién de un coeficiente
de difusién para ese intervalo. Sin embargo, dado que para Niter € (0; 108)
la evolucioén si se manifesté como aproximadamente normal, estimamos D en
este intervalo, obteniendo como resultado D = 1,275 x 10~ "', Se ha encontrado
que, para la estimacion de D en el caso vy = 0,0695, debemos utilizar el mismo
intervalo que para y = 0,0616.

En el panel (a) de la Fig. 6.19 se puede ver la superficie de seccién, donde
claramente la evolucién de las condiciones iniciales se encuentran sobre la re-
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Figura 6.18: (a) Superficie de secciéon w/x% +X% <1073 paray = 0,0785 y Niter = 107
iteraciones. (b) Evolucién temporal de n? de la accién Ig.

Y
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2x10®  4x10°  6x10°  8x10°  1x107
iter

sonancia 1 : 1, quedando solamente algunos pocos puntos fuera de ésta. Este
resultado se complementa con la cuantificacién de la d.c.m. en la direccién de
Iz (panel (b)) donde, si bien el crecimiento de esta cantidad es del orden de
10%, hay que tener en cuenta que, para el nimero de iteraciones considera-
do, la velocidad con que aumenta nZ(Ir) es suficientemente lenta como para
establecer que el valor de n2(Ig) es aproximadamente constante.

(b)

(a)
2 50 0.021 T T T T
1.9 40
0.019
1.8 30 i ‘
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- q T |
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. . .
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Figura 6.19: (a) Superficie de seccion w/x% +x% <1073 para y = 0,0616, con Niter =
108. (b) Evolucién temporal de n? de la accién Ig.

Para la evolucién correspondiente a y = 0,0545, la Tabla 6.1 muestra que el
valor de 3 es cercano a 1, por lo que la difusién es aproximadamente normal.
La estimacién de D en el nuevo conjunto de variables es D = 8,865 x 10713,
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La Fig. 6.20, en el panel (a), muestra la superficie de seccién para este valor
de y. Se puede ver que la superficie de secciéon de las 6rbitas permanece con-
finada a una regién cercana a la resonancia. Sin embargo, hay un ntimero de
puntos en la grafica que se encuentran fuera de la seccién de la resonancia. Te-
niendo en cuenta que la estimacion de 3 que figura en la Tabla 6.1 muestra que
el comportamiento de la d.c.m. es aproximadamente normal, estos puntos po-
drian corresponder simplemente al hecho de estar considerando una superficie
de seccién de espesor no nulo, como se sugirié para y = 0,1.

50 1.8x102

1.6x102 |

gV

1.2x102 |

2x10°  4x10®  6x10°  8x10°  1x107

iter

Figura 6.20: (a) Superficie de secciéon \/x% +x% <1073 para y = 0,0545, con Niter =
107. (b) Evolucién temporal de n? de la accién Ig.

Con respecto a la evolucién de la d.c.m. correspondiente al rango de valores
de v del grupo % analizaremos, como representantes de dicho grupo, los casos
de y = 0,0483 y vy = 0,0264, dado que las curvas de evolucién de log(nz) de
todas ellas presentaron un comportamiento muy similar. Recordemos también
que se obtuvieron estimaciones de 3 correspondientes a difusién muy cercana
a la normal, por lo que es posible estimar un valor de D para Niter € (0; 108).

Para y = 0,0483, el coeficiente de difusién estimado es D = 2,934 x 10~ 14,
mientras que para y = 0,0264 la estimacién obtenida es D = 1,278 x 10714,
En el panel (a) de la Fig. 6.21 se muestra la superficie de seccién para y =
0,0483. Vemos que la mayoria de los puntos correspondientes a la evolucién
del conjunto de condiciones iniciales se desplaza sobre la resonancia 1 : 1. Sin
embargo, existe un pequefio grupo de éstos que, visiblemente, se encuentran
fuera de dicha resonancia. Estos ultimos puntos se encuentran en una region
donde distintas resonancias cruzan a la 1: 1 (la regién cercana a (1,808, 1,808))
y, en consecuencia, aumenta el ancho de la capa estocéstica. Luego, debido a
que, como el valor de n%(Ig) es aproximadamente constante (Fig. 6.21, panel
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(b)), es posible que este conjunto de puntos se encuentre sobre la regién de la
capa que estd fuera de la seccién, es decir, donde \/x% + x% > 1073,

(a) (b)
1.82 30 0.013
0.012
1.815
20
0.011 !
S 1.81 =
0.01 b
10
1.805
0.009 b
0 1 1 1 1
1.805 1.81 1.815 1.82 2e+07  4e+07 6e+07 8e+07  1e+08
Yy Niter

Figura 6.21: (a) Superficie de seccion q/X% +x% <103 para y = 0,0483, con Niter =
108. (b) Evolucién temporal de n? de la accién Ig.

En cuanto a vy = 0,0264, su superficie de seccién, que se encuentra represen-
tada en el panel (a) de la Fig. 6.22, presenta un desplazamiento mas acotado,
permaneciendo los puntos dentro de la resonancia (si bien se ven muchos pun-
tos cerca de la resonancia pero fuera de ella, es importante destacar que las
escalas para Y7 e Y en esta grafica son mucho mds pequeias que en los gra-
ficos anteriores). Esta conclusiéon es apoyada por el panel (b) de la Fig. 6.22,
donde se muestra que los valores de n2(Ig) son aproximadamente constantes.
Estos ultimos resultados apoyan la hipétesis de que la difusién ocurre en la
direccién de la resonancia.

El resultado de las estimaciones de D para todos los valores de y en el rango
0,0233 < v < 0,1 se encuentran resumidos en la Tabla 6.3, donde se muestra,
junto con los coeficientes estimados, el error (Ep) con que se han determinado.

64 CARACTERIZACION DE LA DIFUSION EN LAS CERCANIAS DE UN CRU-
CE DE RESONANCIAS

En la Seccién 6.3 se presentaron los resultados del célculo de la evolucién de
la d.c.m. a lo largo de la resonancia 1 : 1 en un punto lo suficientemente alejado
de un cruce de resonancias, haciendo valido el uso del desarrollo de las formas
normales para una resonancia simple (ver Seccion 5.2.2.2). A continuacion vere-
mos cdmo afecta a estos resultados la consideraciéon de un punto mds cercano
a un cruce. El punto escogido corresponde a considerar y} =y% = /3 + 8§, con
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Figura 6.22: (a) Superficie de secciéon \/x% +x% <1073 para vy = 0,0264, con Niter =
108. (b) Evolucién temporal de n? de la accién Ig.

Y D Ep (%)
0,0483 | 2,934 x 10~ 1% | 0,1578
0,0428 | 1,765 x 10~ | 0,1199
0,0379 | 1,488 x 10~ 1> | 0,1834
0,0336 | 1,281 x 10~ 1% | 0,1859
0,0298 | 1,540 x 10~'* | 0,1079
0,0264 | 1,278 x 10~1* | 0,1105
0,0233 | 1,080 x 10~ | 0,2767

Y D Epn (%)

0,1 |2131x107'°| 0,1356
0,0886 | 7,440 x 1071 | 0,1741
0,0785 | 2,485 x 10~ | 0,3047
0,0695 | 1,994 x 10~11 | 0,1988
0,0616 | 1,275 x 10~'" | 0,1954
0,0545 | 8,865 x 10~ 13 | 0,2699

Tabla 6.3: Coeficientes de difusién estimados para 0,0233 < v < 0,1. En el rango
0,0545 < vy < 0,1 los ajustes fueron hechos en el intervalo Nty € (0; 107). Pa-
ray = 0,0233 y vy = 0,0483, se extendio el cdlculo al intervalo Nt € (0; 108).

4 = 0, donde puede advertirse que existen numerosas resonancias de alto orden
que cruzan a la resonancia 1 : 1. Este punto es el que se encuentra mds cerca
del cruce de resonancias en la esquina inferior izquierda de la Fig. 5.3.

Los pardmetros del sistema utilizados para estos experimetos son los mismos
que los utilizados para los calculos de la Seccién 6.3. En cuanto a las condiciones
iniciales, también se ha elegido un conjunto de N.; = 103 valores cercanos a
(v/3,V/3) y dispuestos en una linea recta de longitud 6p = 10”7 en direccién
perpendicular al sentido de la resonancia.
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Figura 6.23: Evolucién de n? con respecto al niimero de iteraciones, en escala logaritmi-
ca, para la forma normal centrada en y} = y% = V/3 para distintos valores
de y: (a) 0,0545 <y < 0,1y (b) 0,0233 < vy < 0,0483.

Las curvas de evolucién de log(n?) para los valores de y seleccionados se
han dividido en dos grupos (Fig. 6.23) de acuerdo a su tipo de comportamien-
to, que coinciden con los grupos que resultaron en la Seccién 6.3, a excepciéon de
v = 0,0233, el cual presenta una evolucién mads lenta que el resto, no pudiendo
alcanzar un régimen de difusién normal. En el panel (a) se muestran las curvas
para el primer grupo de valores de vy, correspondiente a 0,0545 <y < 0,1. Si las
comparamos con la recta identidad, podemos ver claramente que sus compor-
tamientos no siguen una tendencia lineal. Recordemos de la Seccién 6.3 que, si
suponemos que la d.c.m. obedece una ley de potencias, entonces su evolucién
en escala logaritmica presentard una dependencia lineal, cuya pendiente 3 nos
indica la potencia de esa ley. Por ende, las evoluciones de n? correspondientes
a este rango de valores de y presentan un tipo de difusién que no sigue una
ley de potencias.

Este comportamiento puede entenderse mediante la Fig. 6.24, donde hemos
escogido la evolucién correspondiente a y = 0,1 y hemos representado la super-
ficie de seccion de las 6rbitas con un umbral de 10~3. El panel (a) corresponde
a considerar Niier = 10° iteraciones. Podemos ver que la mayoria de los puntos
que se encuentran representados en la figura estdn confinados a la resonancia
1 : 1, aunque existen algunos puntos que ya aparecen fuera de esta region,
sobre las otras resonancias. En el panel (b), donde se representan los puntos
considerando Njier = 107 iteraciones, podemos ver que una gran parte de es-
tas oOrbitas se encuentran difundiendo por otras resonancias. Estos puntos se
encuentran muy alejados de la resonancia como para considerar que su apari-
cién en la gréfica es debido a haber considerado una regién de espesor no nulo,
como se hizo en la Seccién 6.3.1. Por ende, la difusiéon no ocurre solamente en la

131



132

CUANTIFICACION DE LA DIFUSION

direccién de la resonancia 1 : 1, sino que tiene componentes en las direcciones
de las otras resonancias también. Esto hace que disminuyan las componentes
en la direccién de la resonancia 1 : 1, dando como resultado un aumento de n?
a un ritmo més lento que para el caso de una resonancia simple.

(a) (b)

Yo

Figura 6.24: Superficie de secci6n (1/x3 +x3 < 1073) en el plano (y7,y2) del conjunto

de o6rbitas correspondiente al mapa con y = 0,1 para (a) Niter = 106 y (b)
Niter = 107,

En cuanto al segundo conjunto de valores de v, reflejados en el panel (b) de
la Fig. 6.23, la evolucién de n? presenta un comportamiento aproximadamente
lineal, con pendientes cercanas a la unidad. En la Fig. 6.25 se muestra la su-
perficie de seccién para vy = 0,0483 (panel (a)) y v = 0,0264 (panel (b)), ambas
considerando Nii; = 107. Podemos ver que los puntos en ambos escenarios
permanecen confinados a las cercanias de la resonancia, estando en acuerdo
con el crecimiento lineal mencionado anteriormente.

Debido a que las evoluciones para este rango de valores de y presentan una
dependencia lineal, podemos estimar su pendiente. Los resultados obtenidos,
junto con el error en su estimacion (Eg) son reflejados en el panel izquierdo
de la Tabla 6.4. Vemos que todos los valores de 3 estimados aqui pueden ser
considerados cercanos a la unidad y han sido estimados con un error considera-
blemente bajo (Eg < 0,4 %), por lo que es factible la estimacién de un coeficiente
de difusién, los cuales se muestran en el panel derecho de la Tabla 6.4 junto con
su error Ep.

A pesar de que la cercania con el cruce de resonancias hace que se incremente
la perturbacién, para el rango de valores 0,01 < vy < 0,0233 se han obtenido
valores de 3 muy pequefios como para poder considerarlos en un régimen de
difusién normal. Por ende, han sido excluidos del estudio.
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Figura 6.25: Superficie de seccion (1/x% +x3 < 1073) en el plano (y1,y2) del conjunto

de 6rbitas correspondiente al mapa con v = 0,0483 (a) y v = 0,0264 (b)
para Niter = 107.

v B [Eetm] [y | D | En(%) |
0,0483 | 0,851 | 0,2675 0,0483 | 3,543 x 10~ | 0,5229
0,0428 | 0,926 | 0,2344 0,0428 | 1,599 x 10~ | 0,5026
0,0379 | 1,132 | 0,271 0,0379 | 4,848 x 10712 | 0,2426
0,0336 | 1,126 | 0,3468 0,0336 | 1,879 x 10~ 12 | 0,5438
0,0298 | 0,978 | 0,215 0,0298 | 1,890 x 10~'2 | 0,3164
0,0264 | 0,853 | 0,1912 0,0264 | 4,644 x 10713 | 0,1489

Tabla 6.4: Panel izquierdo: Pendiente {3 y error Eg del ajuste log(nz) = a+ Blog(Niter)
para Niter = 107 en el rango 0,0264 < vy < 0,0483, donde « y 3 son
pardmetros a determinar. Los ajustes fueron realizados en el intervarlo
Niter € (10%;107). Panel derecho: Coeficientes de difusién D junto con
el error Ep estimados en el intervarlo Nier € (10%;107), para el rango
0,0264 < vy < 0,0483.

Con estos resultados podemos concluir que, para valores suficientemente
pequefios de v, la influencia de las resonancias que atraviesan la resonancia
1: 1 es despreciable, y por ende, podemos emplear el desarrollo de las formas
normales para una resonancia simple.

Cabe destacar que este grupo de valores de y manifesté un comportamiento
difusivo aproximadamente normal para Niter € (0; 107). En cambio, cuando se
consider6 el mismo grupo de valores de vy, pero ubicados lejos del cruce de re-
sonancias, este tiempo no fue suficiente para que manifestaran difusién normal,
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necesitando realizar Niter = 108 iteraciones. Continuando con la hipétesis pro-
puesta para el primer grupo, la cercania con el cruce hace que la perturbacién
sea mayor que en el caso de la Seccién 6.3.2, haciendo que la difusién normal
se manifieste en un nimero de iteraciones menor.

6.5 DISCUSION

En este capitulo se estudi6 la difusion cadtica en el espacio de las acciones
para el CRSSM a través de dos experimentos, cuyas condiciones iniciales se
encuentran sobre la resonancia 1: 1.

El primer experimento consisti6é en cuantificar la difusiéon en las vecindades
del punto y¥ =y% = v/3+ 8 con § = 0,08. Este valor de & se escogi6é de manera
de encontrarse lo suficientemente lejos de un cruce de resonacias como para
que el desarrollo en formas normales para una resonancia simple tenga validez.
Se calculé la evolucién de la d.c.m. (n?) con respecto al nimero de iteraciones
Niter para distintos valores del pardmetro perturbativo y. Para los valores de y
en los que la variacion secular quedé oculta por la amplitud de las oscilaciones,
se calcul6 también la d.c.m. en el mismo conjunto de variables considerando
solamente los puntos pertenecientes a la regién [x1|+ [x2| < 0,1, junto con el
cdlculo de la d.c.m. en el nuevo conjunto de variables. Se pudo concluir que, si
bien ambas técnicas reducen la amplitud de las oscilaciones, la transformacién
a las formas normales resultdé ser mucho mads efectiva, ademds de ser vélida
para valores muy pequefios del pardmetro perturbativo y.

Baséandonos en la hipétesis de que la dependencia entre n? y Ni(cr €s una
ley de potencias, se realizaron cdlculos de la evolucién de la d.c.m., siguiendo
una escala logaritmica, para estimar su pendiente en un intento de detectar si,
en las regiones consideradas, el comportamiento difusivo se puede aproximar
como normal. Se encontré que, en el rango 0,0545 < vy < 0,1, la pendiente
obtenida del ajuste lineal de la evolucién de log(nz) con respecto a log(Niter)
para Niter € (0;107) es cercana a la unidad, por lo que puede suponerse que la
difusién es normal. En dos de estos escenarios (correspondientes a y = 0,0695
y Y = 0,0616) el comportamiento encontrado no fue posible aproximarlo como
un comportamiento lineal, quizd debido a efectos como la presencia de 6érbitas
tipo sticky, que provocan una disminucién de la velocidad con la que difunde el
conjunto de condiciones iniciales. Para estos dos escenarios, se reiter6 el calculo,
pero considerando un ntimero mayor de iteraciones, Niter = (0; 108). En esta
configuracién ambas evoluciones de la d.c.m. presentaron un comportamiento
cercano al lineal.

El segundo grupo de valores de vy, 0,0233 <y < 0,0483, presenté una evolu-
cién de las curvas de d.c.m. mds lenta que las del primer grupo, necesitando
del célculo de n? para Niter € (0; 103). Para este numero de iteraciones, todas
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las curvas presentaron un comportamiento aproximadamente lineal, por lo que
se supuso que se encuentran en un régimen de difusién normal.

Para el ultimo grupo de valores considerados, 0,01 < vy < 0,0207, la per-
turbacion es tan pequefia que el calculo realizado para 102 iteraciones no fue
suficiente para evidenciar difusién normal. Para este conjunto de valores se
concluyé que es necesario realizar el cdlculo para un nimero atin mayor de
iteraciones.

Para los valores de vy que presentaron difusién normal, se analiz6 el compor-
tamiento de la evolucién de la d.c.m. con respecto al niimero de iteraciones en
una escala lineal. Esto se hizo para estimar el coeficiente de difusién D a través
de un ajuste lineal de la curva de evolucién. La estimacién de D dio valores en
el rango de 2,131 x 107 1% paray = 0,1 y Niter = 107 hasta 1,080 x 10~'* para
v =0,0233 y Niger = 108.

Para comprender mejor la relevancia de los resultados obtenidos en la estima-
cién de D pensemos en lo siguiente. A partir de la Ec. (4.5) podemos despejar
el tiempo, obteniendo t = %. Esta expresion significa que, una vez que obte-
nemos el valor de D podemos estimar el tiempo necesario para que la accién
efecttie una variacion cuadratica media n2. Por ejemplo, en el estudio de la
dindmica de un asteroide, podriamos considerar que los valores tipicos de ex-
centricidad se encuentran en el rango e ~ 1072 —10~". Consideremos ahora que
una variacion Ae =~ 10! podria provocar que la dindmica del asteroide cambie
(por ejemplo, saliendo de la resonancia en que se encuentra). Su n? correspon-
diente serd 1072 y, el tiempo necesario para que e experimente dicha variacién,
considerando los valores de D obtenidos en la Tabla 6.3, sera t =~ 5 x 107 perio-
dosparay =01yt = 1012 para vy = 0,0233, donde un periodo caracteristico
del sistema puede ser T ~ 10 afios. Luego vemos que para los valores mds gran-
des del pardmetro perturbativo vy, el efecto ocurre en la escala de la edad del
Sistema Solar, mientras que para los valores inferiores de 'y el tiempo excede a
dicha edad.

Finalmente, la relevancia de los valores obtenidos para D dependeran fuer-
temente del tamafio en que las acciones variardn, cambiando, por consiguiente,
la escala de tiempo necesaria para que ésta se manifieste.

El segundo experimento se realizé considerando un punto central ubicado
sobre la misma resonancia principal que el experimento anterior, pero en una
region cercana a un cruce de resonancias para estudiar como afecta ésta a la evo-
lucién de la difusion. Este punto corresponde a considerar y% = y% = V3 +3,
con & = 0. Se analizaron los mismos valores de y que presentaron difusién
normal en el primer experimento en el intervalo Nier € (0; 107). Para el grupo
de valores del pardmetro perturbativo 0,0545 < v < 0,1, la d.c.m. present6 un
comportamiento no lineal. Esto podria ser debido a que, por la cercania con un
cruce de resonancias, la perturbacién es mayor y podria favorecer a la superpo-
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sicién de un gran ndmero de resonancias de alto orden. Esto podria provocar
que una parte considerable de las 6érbitas hayan difundido por otras resonan-
cias, disminuyendo la velocidad de la difusién a lo largo de la resonancia 1 : 1.
En cuanto al segundo conjunto de valores, 0,0264 < vy < 0,0483, sus evolucio-
nes si siguieron una tendencia lineal, con pendientes cercanas a la unidad. Para
este conjunto se determinaron sus coeficientes de difusién. Los valores de D
para este intervalo se encuentran en el rango de 3,543 x 10~1! para y = 0,0483
hasta 4,644 x 10~ 13 para y = 0,0264. Por lo tanto concluimos que, en el caso de
escoger un punto central cercano a un cruce de resonancias, debemos escoger
valores de Yy mas pequenos que en un escenario donde el punto central (y7,y3)
se encuentre lejos de un cruce, de manera que las perturbaciones producidas
por el cruce sean despreciables. De esta manera es posible emplear el desarrollo
de formas normales correspondiente a una resonancia simple, hasta valores de
v lo suficientemente pequefios como para que la amplitud de las oscilaciones
haga que no sea posible cuantificar la difusién.
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El objetivo que dio origen a este trabajo de tesis fue realizar el estudio de la
difusién para un sistema hamiltoniano discreto, es decir, un mapa simpléctico.
Se abord¢ este problema de una manera empirica, a través del cdlculo numérico
de conjuntos de condiciones iniciales ubicadas en una regiéon muy pequefia
del espacio de fases, en particular en la capa estocastica de una resonancia
simple, y siguiendo su evolucién temporal. La eleccién de la ubicacién inicial
del conjunto fue mediante la previa deteccién de las regiones del espacio de
acciones del mapa escogido (el CRSSM) que presentaran un comportamiento
caotico.

Un hecho para destacar de este trabajo de tesis fue que hemos desarrollado
nuestras propias herramientas para el estudio y cuantificacion de la difusién,
basdndonos en técnicas halladas en la literatura, como los indicadores de caos
descriptos en el Capitulo 2 o la transformacién a las formas normales, como las
utilizadas en [30] para un mapa 2D, descripta en el Capitulo 4. En el presente
trabajo pueden distinguirse claramente dos partes: la primera de ellas est4 abo-
cada al desarrollo de la herramienta que calcula los ICs, el LP-VIcode, mientras
que la otra esta dedicada al disefio de un método que permite realizar la cons-
truccién de la transformacién a formas normales del sistema, para luego poder
caracterizar la difusion.

Dado que al final de los capitulos que conforman este trabajo hemos incluido
sus correspondientes discusiones, aqui simplemente haremos un resumen de
los principales resultados obtenidos.

Como ya hemos mencionado, es necesario primero conocer las regiones de
regularidad y caoticidad que presenta el sistema, para tener informacién mas
detallada de su estructura dindmica. Para ello hemos desarrollado un cédigo
que implementa el cdlculo de doce indicadores variacionales de caos.

En la primera parte de este trabajo de tesis, en el Capitulo 2, comenzamos
con la definicién de algunos conceptos basicos que serfan luego necesarios para
la comprensién del resto del trabajo. Luego, continuamos con la introducciéon
de los indicadores variacionales implementados en el LP-VIcode, enunciando
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sus principales caracteristicas que lo definen y describiendo cémo se han im-
plementado en el cédigo.

En el Capitulo 3 presentamos el LP-VIcode, describiendo sus principales ca-
racteristicas. Mostramos cémo opera el programa principal, como funciona la
entrada y salida de datos, para luego describir cémo se organizaron los calculos
de los ICs, agrupandolos en unidades. Seguido de esto mostramos cémo estdn
conformadas las unidades, justificando la inclusién de cada uno de los ICs en
una dada unidad.

Una vez introducido el LP-VIcode, se mostraron algunos resultados obteni-
dos, como la medicién de los tiempos de CPU para el cdlculo de los distintos
ICs y de las distintas unidades. Estos resultados revelaron una disminucién de
aproximadamente 35 % del tiempo de cémputo empleando el LP-VIcode, con
respecto al tiempo empleado en el célculo, por separado, de todos los indicado-
res.

Junto con este estudio se realiz6 el calculo de los ICs propiamente dichos,
tanto para la versién de mapas como para la de flujos hamiltonianos. Para la
versién de mapas se empled un mapa simpléctico 4D, mientras que para flujos
hamiltonianos se emple6 el modelo de Hénon y Heiles. En ambos sistemas se
escogieron condiciones iniciales utilizadas en la literatura, correspondientes a
Orbitas cuya naturaleza (regular o cadtica) ya ha sido determinada correctamen-
te por otros autores. Con los resultados obtenidos, y su comparacién con los
publicados por otros autores, pudimos ilustrar la correcta implementacién de
los ICs en el LP-VIcode.

En cuanto al estudio de la difusién cadtica hemos visto que, para perturbacio-
nes muy pequefias, no es posible detectar la difusién debido a la significativa
amplitud de las oscilaciones que introduce el conjunto de variables utilizado.
Por ello hemos tenido que recurrir a distintas técnicas. Una de ellas consiste en
tomar los puntos del espacio de las acciones que se encuentran cerca de una da-
da superficie de seccién, por ejemplo, [x1|+ [x2| = 0. Empleando esta técnica se
ha logrado reducir la amplitud de las oscilaciones, facilitando la deteccién de la
variacion secular de las acciones. A partir de un cierto valor en la perturbacién,
la amplitud de las oscilaciones vuelve a cobrar importancia. Para vencer este
obstaculo result6é conveniente calcular la transformacién a las formas normales.
No existia hasta el momento una version para mapas de esta técnica, por lo que
fue desarrollada en este trabajo.

En la segunda parte de esta tesis comenzamos con el Capitulo 4, que fue
dedicado a la explicacién detallada de cémo construir la transformacién a la
forma normal de nuestro mapa. Se ha utilizado para este fin el desarrollo de la
transformacién a formas normales para una resonancia simple. La explicacién
incluida en este capitulo detalla como expresar nuestro mapa original como
un desarrollo de Fourier. Luego se introduce el pardmetro de contabilidad, que
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es la piedra angular sobre la cual se apoya el método para construir la trans-
formacién. Continuamos con la obtencion de la transformacién buscada y, por
altimo, la construccién de la transformacién inversa, para poder expresar las
variables nuevas en funcién de las originales, y asi poder calcular las nuevas
coordenadas en el espacio de fases.

El Capitulo 5 se encuentra dividido en dos partes. En la primera parte expli-
camos como aplicar el mecanismo desarrollado y presentado en el Capitulo 4
a un mapa 4D en particular. En este trabajo fue escogido el CRSSM. Para esto
hemos construido un cédigo, el cual es presentado en este capitulo. Presenta-
mos este cddigo, desarrollado en Fortran 90, y hemos descripto sus principales
caracteristicas. Se encuentra explicado en detalle en el Apéndice C. La segunda
parte de este capitulo estd dedicada a mostrar los resultados que surgen de la
aplicacién del cédigo a nuestro problema. Se midieron los tiempos de CPU ne-
cesarios para el calculo de las transformaciones, por un lado, y para el célculo
de la d.c.m., por otro. Con estos resultados se pudieron proponer relaciones
entre los tiempos y el orden del desarrollo. Luego de esto se estimé también el
orden 6ptimo del desarrollo para dos regiones pertenecientes a la resonancia
1 : 1. Este orden se estim6 de forma empirica, analizando la evolucién de la
d.c.m. para los distintos 6rdenes.

En la primera de estas regiones, lejos de cruces de resonancias, se establecié
un orden 6ptimo r = 7 para todos los valores de y. En cuanto a la otra region,
maés cercana a un cruce de resonancias, no fue posible determinar un orden
optimo, presumiblemente debido a que la proximidad con otras resonancias de
alto orden afectan al desarrollo de la forma normal. Se escogid, para mantener
uniformidad con la primera regién, el orden r = 7.

Por ultimo, en el Capitulo 6 se presentaron los resultados de la cuantifica-
cién de la difusién para un rango de valores del pardmetro perturbativo y
(0,01 <y <0,1). Este estudio tuvo como objetivo la bisqueda de intervalos de
tiempo en los que la difusién puede aproximarse a un régimen normal. Para es-
tos intervalos, luego, se estimé el coeficiente de difusiéon D. El primer conjunto
de condiciones iniciales elegido fue un ensamble ubicado en una regién alejada
de un cruce de resonancias. Estos calculos arrojaron como resultado que, para
los valores mas grandes de y (0,0545 < vy < 0,1), en un tiempo de Niter = 107,
las curvas de la evolucién de la d.c.m. presentaron un comportamiento difu-
sivo cercano a la difusién normal. Para el rango de valores intermedios de y
(0,0233 < vy < 0,0483), el tamafio de la perturbacién hizo que este tiempo no
sea suficiente para que se manifieste un comportamiento difusivo normal. Por
ello se realizaron nuevamente los célculos para Niter = 108, logrando manifes-
tar, en este escenario, un comportamiento difusivo aproximadamente normal.
Para el rango inferior de valores de vy (0,01 < vy < 0,0207), la perturbacién fue
demasiado pequefia como para que experimente una difusion normal. Dado
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que considerar un ntimero Niter mayor no es fisicamente realista, no se ha
continuado con su investigacion.

Para el rango de valores de vy que presentaron un comportamiento difusivo
que pudo aproximarse a un régimen normal, se han estimado sus coeficientes
de difusién, obteniendo valores que cubren el rango D = 2,131 x 10719 para
Y =0,1y Niter = 107 hasta D = 1,08 x 10~ 14 Y Niter = 108 para y = 0,0233.

Luego del estudio para una resonancia simple, se realiz6 el mismo estudio
para una region cercana a un cruce de resonancias. Este experimento arroj6 que,
para los valores mayores de y (0,0545 < vy < 0,1), las condiciones iniciales se
dispersan por otras resonancias de alto orden que cruzan la resonancia 1 : 1.
Para los valores intermedios de y (0,0264 < vy < 0,0483), sus trayectorias no se
ven afectadas por la cercanfa con el cruce de resonancias y alli se pudo estimar
el valor de D, obteniendo valores 3,543 x 10~ < D < 4,644 x 10~ 13.

Como conclusién final de este trabajo tenemos:

= La elaboracién de un c6digo, el LP-VIcode, para el computo de ICs. Este
programa nos permite el calculo de una gran cantidad de indicadores
variacionales, dando la libertad de elegir cudles de éstos calcular de forma
simultdanea, de acuerdo al problema que se desea abordar.

» La comprension y el disefio de un método que calcula la tranformacién a
formas normales, junto con el desarrollo de un mecanismo para su cons-
truccioén, y la elaboracién de un cédigo que realice su célculo, para un
mapa simpléctico 4D del tipo cuasi-torsional. Este método fue posible im-
plementarlo gracias a la introduccién de una técnica de ordenamiento de
los términos de Fourier segiin su tamafio. Este c6digo nos permite rea-
lizar la construccién, para un orden N, de la transformacién, el nuevo
mapa, la transformacién inversa y el calculo de la desviacién cuadrética
media en la direccién de la resonancia a través de la obtencién de las
nuevas coordenadas en el espacio de fases en funcién de las coordenadas
originales.

Si bien ambos programas se encuentran en una etapa funcional, en la cual
son capaces de calcular la evolucién de los ICs, por un lado, y la forma normal
junto con la evolucién de la d.c.m. por otro, es posible seguir trabajando sobre
ellos y construir versiones més robustas, estables y eficientes.

Como trabajo a futuro, con respecto a la parte numérica, nos hemos propues-
to lo siguiente:

= Con respecto al LP-VIcode, se estd desarrollando una nueva versioén, que
optimiza el cdlculo de los indicadores. Esta optimizacion se llevaréd a cabo
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a través de una mejor comprension de las ecuaciones que comparten, de
manera de reducir al minimo el nimero de operaciones.

Otra mejora serd reescribir la rutina integradora, de manera que el cédigo
resulte independiente del algoritmo integrador.

» En cuanto a la transformacién a formas normales utilizada en la segunda
parte de este trabajo de tesis, nos propusimos estudiar un mecanismo para
generalizar esta técnica y, en consecuencia su implementacion numérica,
para extender la construccion de la forma normal de un mapa simpléctico
de 2N dimensiones. También se estudiara la factibilidad de llevar a cabo
la creaciéon de una rutina que automatice el proceso de construccién del
desarrollo en series de Fourier sobre el mapa original.

Concerniente al estudio de la difusiéon, como trabajo a futuro queremos exten-
der el andlisis de la d.c.m. a diferentes regiones de la resonancia 1 : 1, ya sean
regiones mds cercanas a un cruce, o cercanas a cruces de diferente magnitud
y estudiar como ésto afecta a la naturaleza normal de la difusién estimada en
este trabajo. Nos proponemos también profundizar las investigaciones sobre el
cardcter de los distintos regimenes (subdifusivo, normal, superdifusivo) y pro-
curar establecer si, efectivamente, al aumentar progresivamente el tiempo de
cémputo, dentro de un régimen de perturbaciones pequeiias, la difusién resulta
ser universalmente normal, es decir, si el cardcter normal se manifiesta indepen-
dientemente de qué tan grande sea el intervalo tiempo considerado. También
queremos extender el estudio realizado en este trabajo (y los propuestos aqui)
a regiones pertenecientes a otras resonancias, ya sean del mismo orden o supe-
riores, en un intento de tener un mejor conocimiento de la posible dependencia
de la tasa de difusién con el orden de la resonancia.

Un objetivo adicional serd la aplicacion de esta técnica a sistemas mas realis-
tas, como por ejemplo, un sistema planetario, para poder estudiar fendmenos
como la estabilidad a largo plazo del sistema.
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COMPOSICION ENTRE SERIES DE FOURIER

Veremos a continuaciéon un algoritmo general para realizar la composicién
entre funciones, las cuales todas pueden expresarse como desarrollos en series
de Fourier, donde sus variables son ciertas acciones (I7,1,) y sus dngulos con-
jugados seran (@1, @2 ). Este algoritmo es el utilizado en la implementaciéon de
la rutina compose_functions (ver Apéndice C.5).

Consideremos una serie de Fourier de orden j de la forma

o0
s1182 ,1(k +k
Z Z 651/Sz,k1,k211 Iz € (k1 en 2@2); (Al)
s1,52=0 kq,ky=—00
$1+82<)

donde Cg, 5, k, k, € C es una constante, j € IN, s7,s2 € Ny k1, k; € Z.

Recordemos que, como se muestra en la Ec. (A.1), la dependencia de la serie
de Fourier con las acciones es a través de potencias de éstas, es decir, que las
acciones solamente aparecen en forma de monomios multiplicando a las expre-
siones exponenciales. Estas exponenciales, por su parte, son las que contienen
la dependencia funcional con los angulos, a través de una combinacién lineal
de ellas.

Veremos a continuacién cémo realizar la composicion f(g(Iy, 12, @1, @2)) en-
tre una funcién f y una funcién vectorial g = (g1,, 91,, 9o, 9¢,), todas depen-
dientes del conjunto de variables (11,12, @1, ®2) y expresadas como la Ec. (A.1).

Dado que la funcién f se expresa como una serie de Fourier, para realizar la
composicién, tomaremos uno a uno cada término de f y calcularemos la com-
posicién con respecto a las cuatro funciones g. Luego, el resultado se calcula
como la suma de los términos luego de aplicar la composicion.

Tomemos un dado término de nuestra funcién f (lo llamaremos f1) que serd
de la forma

s171S82 ,1(k +k
L= €y sy i [ T32el (R0 Hz02), (A2)
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Vemos que en los términos considerados no tenemos en cuenta el pardmetro
de contabilidad A. Esto es porque este parametro solamente nos sirve para orga-
nizar los términos de acuerdo a su tamafio relativo, pero no influye en nuestros
célculos (recordemos que su valor numérico es A = 1).

Una vez que tenemos seleccionado dicho término, lo podemos descomponer
como un producto de cuatro factores: dos factores correspondientes a las accio-
nes Ij' e I5%, y los otros dos correspondientes a los angulos, considerando a la
exponencial como producto de dos exponenciales etk1®1 y etk2®2,

Consideremos uno de los factores dependiente de las acciones, por ejemplo
I7' (para el factor I3 el procedimiento es analogo). A partir de las reglas de
composicion, la accién I; debe ser reemplazada por gy,, obteniendo

s

N j

ST gS1 — 1782 ,i(K] @14k}

[ =9, = Z Z Z 81/84,55,](4,%11 I et(kK1@1+k;02) , (A3)
j=0s|+s5=j k| kb=—j

donde, para poder realizar la implementacién numérica, hemos truncado la
serie de gr, en un orden N. Luego la Ec. (A.3) es la expresion de la potencia de
un polinomio en Iy e I. El algoritmo que se emple6 para su resoluciéon es muy
sencillo. Para calcular esta potencia se calculé el producto del polinomio que
constituye gy, por si mismo, s; veces dentro de un bucle, utilizando la rutina
product (ver Apéndice C.4).

Para evitar realizar operaciones innecesarias, luego de realizar una iteracion
(es decir, un producto gi, x gi,), descartamos todos los términos que resulten
de un orden mayor que el orden de precisién N con el que estamos calculando
la composiciéon. Luego, en la iteracion siguiente, la cantidad de términos se ha
reducido considerablemente, ya que de lo contrario habria términos de hasta
orden N? (por ser el producto de dos polinomios de grado N). Este proceso se
repite hasta que se hayan realizado los s7 productos.

Veamos ahora cémo realizar la composicién en los términos exponenciales.
Aqui el célculo de la composicién es mas complejo que en la situacion anterior.
Consideremos el factor e'*1¢1 (el caso para e**292 es anélogo). Para componer
debemos reemplazar @1 por la funciéon g, en el exponente,

N j s/ st i ’
. i(k +k
ik [ > > , > eS,s{,sé,k{,kéhl Izze (kG er+ie2)

etk1@1 — oikige; — o J=0sq sy =i ky Ry = . (Ag)



Para resolver esta composicién debemos recordar que una funcién exponen-
cial puede escribirse como la suma de los términos de su desarrollo de Taylor

2

X — X"
—1+x+j+f—i— z? (A.5)

para una variable x € C. Si reemplazamos en la Ec. (A.5) la variable x por
ik1g¢,, podremos obtener el desarrollo de Taylor de la Ec. (A.4)

kide; — 141k (ik1ge, )2, (ik 9(91 - A6
e =14+1ik1ge, + o0 + 30 Z (p].( .6)
Dentro de la sumatoria vemos que, a excepcién del factor i k , lo que nos

queda es una potencia entera de la funcién g, . Esta funcion, al 1gual que gi,,
es un desarrollo en series de Fourier, el cual lo truncamos a un dado orden N.
Finalmente, la suma finita resultante la tratamos como hicimos mds arriba para
el caso de las potencias de las acciones, realizando una sucesién de productos
de gy, con si mismo y descartando, iteracion a iteracién, los términos de orden
mayor que N.

Una vez realizadas las 4 composiciones, solamente queda multiplicarlas entre
si para reconstruir el término que se estaba componiendo.

Recordemos que todo este procedimiento lo hicimos para un dado término
de f, f;. Este procedimiento debe repetirse para todos los otros términos de esta
funcién.
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FUNCION DE INDEXACION

Recordemos, como ya hemos mencionado, que cada término del desarrollo
de Fourier de los mapas 'y U, como también de la transformacién &, dependen
de 5 indices enteros: s7 y s, para las potencias de las acciones (Ji, Ai), k1 y k2
para construir las combinaciones lineales de los dngulos (xi, 61) y finalmente r
que es la potencia del pardmetro de contabilidad A (Seccién 5.1).

Es posible implementar, para cada una de estas funciones, el almacenamiento
de dichos coeficientes utilizando un arreglo pentadimensional, donde cada cel-
da contendra el coeficiente correspondiente al término del desarrollo definido
por estos indices. La principal desventaja de esta implementacion es que, si rea-
lizamos un desarrollo de alto orden en T, la cantidad de términos que resultaria
de la combinacién de estos indices es muy alta, conllevando a que el arreglo
resultante sea muy grande.

Presumiblemente, debido a que los indices siguen ciertas reglas, muchas de
sus posibles combinaciones no seran utilizadas. Para comprender esto conside-
remos, por simplicidad, solamente los indices s7 y s2, que deben estar en el
rango 0 < s; < 1, coni= 1,2 para un valor de r (por el momento, para facilitar
la explicacion, prescindiremos de los indices ki y kz). Si existe una restric-
cién en los valores que pueden adoptar estos indices, por ejemplo s1 +s2 <,
la cantidad de posibles valores serd (r+ 1)(r + 2)/2. Luego, si consideramos
T = 15, la cantidad de celdas necesarias para almacenar los términos vélidos
desde r = 0 hasta v = 15 serdn 816. Sin embargo, el programa debe reservar
el espacio en memoria para todo el arreglo completo, sin importar qué por-
centajes de sus celdas se utilicen. En este ejemplo la cantidad de celdas sera
(r+1) x (r+1) x (r+ 1), que resulta en un total de 4096 celdas. Podemos ver
entonces que el programa solamente necesitaria aproximadamente 20 % del es-
pacio total reservado para el arreglo.

Este inconveniente es posible sortearlo mediante la implementacién de un
arreglo unidimensional que reemplace al arreglo pentadimensional que men-
cionamos en los pérrafos anteriores. Dicho arreglo es generado a partir de los 5
indices involucrados, combinados de manera tal que cada quinteto de indices
se corresponde con un tnico indice unidimensional i, y viceversa. La ventaja
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que presenta la implementacién de este arreglo es que el algoritmo de genera-
cién de 1 se construird a partir de las reglas que restringen los posibles valores
de los indices, de manera que solamente aparezcan aquéllos que son necesarios
para el desarrollo. Veamos las reglas que le daran forma a este algoritmo.

Si bien todos los indices son enteros, s1, s> y T son en realidad enteros positi-
vos. Llamemos p = s7 + s,. Para cada desarrollo (F;, ®; y Uj, coni=1,...,4)
tendremos una regla ligeramente distinta.

A continuacién se describird en detalle el algoritmo para la construccién del
indice i para el CRSSM. A partir de las expresiones del mapa J (Ec. (4.17))
es posible determinar cémo serd la forma de los términos del desarrollo. Para
las ecuaciones Fy;, con i = 1,2, tendremos que s1 +s; = 1, con ky = ka =0
y también r = 0. Para los términos dependientes de los dngulos tendremos
Fk1 = £ky = 1, y también k; = &7, k; = 0, con i # j. Si consideramos las
funciones F; las expresiones son andlogas, s6lo que T se ve incrementado en 1
en todas las expresiones.

En cuanto a las ecuaciones de las transformaciones ®; con j = Ji,]2,%1,%2
las reglas son ligeramente mas complejas, resultando
p<r
ptlkil<r

S
=
I
S
1
o O O
N NN

kil <7
(B.1)

Por dltimo, en las ecuaciones de la forma normal U; con j = Ajy,A2,07,03,
no aparecen todos los 6rdenes de v, sino que comienzan a partir de 1y = 4
para Ua, y 7o = 5 para Ug,, con i = 1,2. Luego las reglas son analogas a las
anteriores

O<p<<r—ro+1
U;(j = Aq,A2,601,02) = O<p+\k| —1o+1 (B.2)
0 < Ikl < T0—|—1.

Por una cuestion de simplicidad en el c6digo, hemos adoptado una regla mas
general, similar a las anteriores. Esta consiste en considerar simplemente

(;

El algoritmo utilizado para generar los valores es el siguiente:

p <
kil

(B.3)

NN
N =

T.



Primero se comprueba si los valores del quinteto (s1,s2,k1, k2, 1) estdn den-
tro de los rangos establecidos en el Apéndice B. Una vez que estd comprobado
esto se procede a la construccion del indice. Dicha construccién consta de tres
partes.

En la primera parte se cuenta, mediante la funcién cell_starting_lambda(r),
cuéntas celdas han sido ocupadas hasta el orden r — 1 (que obviamente contem-
pla todas las posibles combinaciones de s1, s2, k1 y k2).

En cuanto a la segunda parte (almacenada en la variable B) dado que s1 +
sy < 1, se define el valor auxiliar p = s7 + s2. Luego luego se cuentan todas
las celdas ocupadas hasta p — 1 mads las correspondientes a p hasta alcanzar el
valor de s7, mediante la expresién

B:(p(p;”+s1>(2r+1)(zr+1), (B.)

donde p(p + 1)/2 + s1 cuenta la cantidad de combinaciones de s; y s, para
valores fijos de k; y k2. El doble factor 2r + 1 es para considerar, para cada
par de valores (s1,s2), todas las combinaciones de k1 y k. Como éstos pueden
variar desde —r hasta 1, tenemos 2r + 1 posibles valores para cada uno.

Finalmente, en la tercera parte de esta construccién, calculada mediante la
expresion

C =02kl =1)2r+ 1)+ (2lk2| = 12), (B.5)

se cuenta, en el primer término, todas las combinaciones de k1 (2r+1) y, en el
segundo término, la posicién relativa del indice k;, para s1, s> y k1 fijos. Dado
que ki, con i = 1,2 pueden tomar valores tanto positivos como negativos, la
forma de ordenarlos fue considerar el valor absoluto de éstos, y luego colocar,
en una dada celda, el término correspondiente al valor positivo de ki y en
la celda siguiente el correspondiente al valor negativo (como se muestra en la
Tabla de la Seccion C.4), mediante la introduccién de dos variables 1;. Si el valor
de ki, con i = 1,2 es positivo, 1; valdrd 1, y 0 en caso contrario.

Para el caso particular de r = 0 se produce una excepcién a la regla s7 +
s2 < T, ya que aparecen en las expresiones para las acciones (Ec. (4.17)) los
términos yi, con i = 1,2. Cuando se construye la funcién de indexacién se
debe contemplar esta configuracion. En vez que considerar que los s; pueden
solamente adoptar el valor 1, se contempla la posibilidad de que estas potencias
puedan ir a valores mds altos. Para ello se define el pardmetro MAXINDRO, se
reservan las primeras 2MAXINDRO celdas para almacenar MAXINDRO potencias de
sz con s1 =0, y una cantidad similar para las potencias de s7 con s, = 0.
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s1 s2 ki ky 7T i s1 s2 ki1 ky 7T i
0 0 0 0 0| 0 0 1 1 0 11]15
1T 0 0 0 0 T 0 1 1 1T 1|16
0 1 0 0 0| 2 0 1 T =1 1|17
0 0 0 0 1] 3 o 1 -1 0 1118
0 0 0 1T 1] 4 o 1 =1 1T 1119
0 0 0 -1 1 5 o 1 -1 =1 1720
0 0 1 0 1 6 1 0 0 0 1121
0 0 1 1 1 7 1 0 0 1 1122
0 0 1T =1 1 8 1T 0 0O —1 1123
0 0 -1 0 1 9 1 0 1 0 1|24
0O 0 -1 1T 1110 1 0 1 1 1125
o 0 =1 =1 1|1 1T 0 1T =1 1126
0 1 0 1112 T 0 -1 0 1127
0 1 1T 1113 1T 0 -1 1 1128
0 1 0 -1 1114 1T 0 -1 -1 1|29

Tabla B.1: Ordenamiento de los indices para 1 = 0y 1 = 1

implementado en la funcién de indexacién.

Finalmente, el valor de salida de esta funcién serd simplemente

aplicando el algoritmo

index_function = cell_starting_lambda(r) + B + C.

En la Tabla B.1 mostramos, a modo de ejemplo, el ordenamiento de los indi-

cesparar=0yr=1.




FORMAS NORMALES: EL CODIGO

Como se ha visto en la segunda parte de este trabajo, particularmente en
el Capitulo 4, la transformacién a las formas normales se realiza mediante la
implementacién de un algoritmo no trivial. Es por esta razén que se cre6 un
paquete de programas que implementa dicho algoritmo.

El objetivo de este paquete es, en términos generales, calcular la forma nor-
mal de un mapa simpléctico 4D en particular, el CRSSM (ver Seccién 4.2 para
maés detalles). Para poder implementar la transformacién de forma mas efi-
ciente y modular, dicho paquete estd dividido en tres grandes programas cuya
funciones estan bien definidas:

1.

Construccion de los desarrollos de las series de Fourier de las ecuaciones
del mapa CRSSM (build_mapping.£90).

. Célculo de la transformacion a la forma normal (@), el desarrollo en series

de Fourier de las ecuaciones del mapa transformado (U) y, mds importan-
te adn para nuestros estudios, la transformacién inversa (¥) (main.£90).

. Aplicacién de la transformacién inversa a la serie de tiempo en las varia-

bles originales para el posterior calculo de la desviacién cuadratica media
en las nuevas variables canodnicas (mqd.£90).

Estos tres programas requieren de diversas rutinas de calculo, como la com-
posicion entre series de Fourier, o la comprobacién de la simplecticidad de la
transformacién. Es por ello que estdn acompafiados de diversos archivos que
contienen dichas rutinas, separadas de acuerdo a la afinidad en sus funciones:

1.

2.

public_values.£90

routines.f90

. arithmetic_routines.f90
. compose_function.f90

. inverse_transformation.f90
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6. precision.f90

las cuales serdn descriptas en detalle a continuacion.

C.1 CONSIDERACIONES GENERALES

Antes de describir uno a uno cada archivo que compone el paquete que calcu-
la la forma normal, dediquemos esta primera parte a definir algunos conceptos
béasicos que fueron utilizados en el desarrollo del c6digo, y son necesarios para
comprender algunos de los algoritmos implementados.

c.1.1  Series y arreglos

Como bien sabemos, para el clculo de la forma normal hemos considerado
que, tanto las ecuaciones del mapa en las variables canénicas originales F;, de
la transformacién @; y del mapa en las variables nuevas U;, estan formadas
por una serie de Fourier (truncadas a orden N) donde las acciones solamente
forman parte de los coeficientes y aparecen como una potencia entera (yj'’
y y5?), mientras que los dngulos solamente aparecen como argumento de la
funcién exponencial, mediante una combinacién lineal del tipo k1x71 + kzx3.

Para facilitar la manipulaciéon en el cédigo y poder hacer operaciones de
forma algebraica sin perder precision, hemos almacenado cada una de estas
expresiones en un arreglo unidimensional (ver Apéndice B para comprender
como almacenar en un arreglo unidimensional una serie que depende de 5
indices), donde el indice del arreglo nos dice qué término de la serie es el que
estamos considerando (correspondiente al quinteto de indices s1, s2, k1, k2 y 1),
y el contenido de dicha celda es el valor del coeficiente que multiplica al factor
y?1yzzei(k1x1+kzxz)7\r-

Mediante esta consideracién podremos realizar todas las operaciones aritmé-
ticas que veremos mads adelante de forma rapida y 4gil, sin perder precisiéon en
el proceso.

Las secciones siguientes seran dedicadas a definir y describir las rutinas au-
xiliares necesarias para llevar a cabo la transformacion.

C.2 PUBLIC_VALUES.F90

Este archivo es una compilacién de declaraciones y definiciones de pardme-
tros. Algunos de estos pardmetros corresponden al mapa en cuestiéon, mientras
que otros son pardmetros propios del desarrollo de las formas normales.

A continuacién detallamos las variables declaradas en este médulo corres-
pondientes a las propiedades de los desarrollos de Fourier.



= cells_used_lambda: Arreglo entero que almacena, en la celda i, la canti-
dad de celdas que ocupa el desarrollo del mapa J hasta el orden i—ésimo.

» cells_starting_lambda: Arreglo entero que indica, en la celda i, en qué
celda comienzan a almacenarse los términos de orden A'.

= cells_ending_lambda: Arreglo entero que indica, en la celda i, en qué
celda se encuentra el Gltimo término correspondiente al orden Al.

» slind, s2ind, klind, k2ind, rind: Estos cinco arreglos también son
enteros y guardan, en la celda 1, el valor correspondiente de cada indi-
ce s1, sp, k1, k2 y 1, luego de generar la funcién de indexacién y la co-
rrespondiente funcién de indexacién inversa. Por ejemplo, el indice 774
corresponde al término A3yZy,et(—2%2). Luego, las celdas correspondien-
tes a estos arreglos contendran los valores: s1ind(774)=2, s2ind(774)=1,
k1ind(774)=0, k2ind(774)=-2, rind (774)=3.

Existen otros parametros que han sido implementados en el c6digo, como por
ejemplo, maxlambda, que contiene el orden méximo posible para la potencia de
A, para poder tener un corte en el desarrollo, o ncoeffmax, que limita el niimero
méximo de términos a calcular en el desarrollo de Fourier.

Una segunda serie de pardmetros define las propiedades del mapa F que
vamos a transformar.

Se definen cuatro parametros, eps1, eps2, gamp, gamm que contienen los valo-
res de €1, €2, Y+ Y Y—, respectivamente, correspondientes al mapa CRSSM.

Si bien en este trabajo se considera una simetria en los pardmetros pertur-

bativos del mapa, donde ¢1 = €2 = ¢y v+ = y— = v, el c6digo contempla
la posibilidad de que éstos no sean iguales y se puedan considerar de forma
independiente.

Recordemos que en este trabajo se consider6 una variante normalizada del
mapa. Por lo tanto, el pardmetro ¢; (i = 1,2) es reemplazado por ¢ y, v+ 0 y_
son reemplazados por y+e¢;. Luego, se introducen los pardmetros eps12, eps22,
gampl, gamp2, gamml, gamm2 que almacenan s%, e%, Y+€1, Y+€2, Y-€1 Y Y-€2,
respectivamente.

También se definen dos arreglos de dimensién 3, mu y phi, que contienen los
valores de ;i y @i, i = 1,2,3. Por dltimo, como pardmetros correspondientes
al mapa se definen dos, omegal0 y omega20, que contienen los valores centrales
wj y w3, alrededor de los cuales se lleva a cabo la transformacién de las formas
normales.

Finalmente, también se definen en este archivo ciertos valores generales de
cantidades conocidas, como el valor de 7, o un valor umbral considerado como
“cero numérico“de 10~ 1°.
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C.3 ROUTINES.F90

Este archivo contiene un conjunto de rutinas que realizan las operaciones que
forman parte del calculo de la forma normal.

» index_function: Esta funcién calcula, a partir de los 5 indices s1, s2, k1,

k2 y 1, un tnico indice, de manera de poder almacenar todos los términos
de un desarrollo de Fourier en un arreglo unidimensional. Esto lo hace
de acuerdo al algoritmo de indexacién detallado en el Apéndice B.

build_inverse_index_function: Esta rutina realiza el proceso inverso al
de la rutina index_function. Genera 5 arreglos unidimensionales (uno
para cada indice) donde, para el indice i-ésimo almacena el valor corres-
pondiente de cada indice s1, s, k1, k2 y . Esta rutina es la que construye
los arreglos de indices s1ind, s2ind, klind, k2ind y rind que se definen
en el archivo public_values.f90 (Secciéon C.2).

check_index_range: Cuando el programa llama a la funcién de indices,
ésta llama primero a esta rutina, la cual comprueba si los indices que
son argumentos de la funcién de indices estan en el rango permitido (de
acuerdo a las restricciones que presentan los indices) o no.

cells_counting_lambda: Calcula cudntas celdas estan siendo ocupadas
por todos los términos hasta un cierto orden k de A y lo almacena en el
elemento k de un arreglo unidimensional.

C.4 ARITHMETIC_ROUTINES.F90

Este archivo es una compilacién de rutinas que resuelven operaciones arit-
méticas entre arreglos. Son particularmente ttiles ya que una gran parte de
los célculos que debemos realizar son operaciones entre series de Fourier, las
cuales son almacenadas en arreglos. Las rutinas que conforman este archivo

= product: Realiza el producto entre dos series de Fourier, calculando el

producto de cada término de una serie con cada término de la otra serie.

= power: Calcula la potencia de una serie de Fourier elevada a un exponen-

te pow € IN, mediante la aplicacién sucesiva de la rutina product para
realizar el producto del arreglo (donde se encuentra almacenada la serie)
por si mismo pow — 1 veces.



» build_local_function: Ocurre frecuentemente que, en el desarrollo del
método del célculo de formas normales, solo algunas de las combinacio-
nes de indices en la serie de Fourier contienen coeficientes no nulos. Por
ejemplo, las ecuaciones del mapa en las variables canénicas originales (Ec.
(4.17)), contienen solamente a las acciones mediante una dependencia li-
neal y en términos que no dependen de los dngulos, esto es s; = 1,55 =0
coni,j =1,2ei#j,yki =k, =0. Por ende, todas aquellas celdas
que representen términos cuyos indices no correspondan a este tipo de
combinacion, estardn vacias, ya que no forman parte de la expresion del
mapa. Esto hace que el arreglo que se estd utilizando presente un tamafio
considerablemente mayor al que realmente es necesario.

La funcién de esta rutina es, a partir de un arreglo de entrada, generar
dos nuevos arreglos de salida: uno con coeficientes complejos y el otro
con coeficientes enteros. En el primero irdn almacenados los coeficientes
no nulos del arreglo de entrada y, en el segundo, irdn los indices asociados
a los coeficientes correspondientes. De esta manera se puede reducir en
més de un orden de magnitud el tamafio del arreglo y, por consiguiente,
el nimero de operaciones. Veamos un ejemplo de esto:

Supongamos que tenemos un arreglo donde los indices s1, sp, k1, ko y r
cumplen lo siguiente:

S$1,82
k]/kz
0

<r

0<
—5<

NN N

5
5
5.

Con estos valores tendremos un total de 6 x 6 x 11 x 11 x 6 = 26136 tér-
minos, y supongamos que solamente son no nulos aquéllos para los que
se cumple alguna de las siguientes condiciones:

s1=1,s2=0conk; =k, =0yr=1 (1 término)
s1=0,s2=Tconky; =k, =0yr=1 (1 término)
k1=1,k,=0,s1=s,=0, conr =1 (1 término)
ki=0,kr=1,s1=s52=0, conr=1 (1 término)
s1=s2=0,k; ==+ky, y 1<kl |k2] <5 (20 términos)

que es, basicamente, la forma del desarrollo de Fourier de la Ec. (4.17)
para y;. Esta reconstruccion del arreglo reduce el niimero de términos a
solamente 24. Supongamos ahora que debemos realizar el producto entre

163



164

Apéndice C

dos desarrollos de Fourier cuyos términos siguen las reglas mencionadas
mas arriba. Si consideramos el arreglo completo, el nlimero de operacio-
nes serfa 26136 ~ 7 x 108 operaciones mientras que, si utilizamos la
optimizacién implementada en esta rutina, el nimero de operaciones es
simplemente 576, es decir 6 6rdenes de magnitud menor. Esto muestra la
utilidad de la implementacién de esta subrutina.

» derivative: Calcula la derivada de un desarrollo de Fourier con respecto
a alguna de las 4 variables. Esto es muy sencillo de realizar ya que cual-
quiera de estas derivadas es o bien la derivada de una potencia (en el caso
de las acciones) o bien la derivada de una exponencial (para el caso de los
angulos).

El algoritmo cuenta con un argumento llamado Aflag que nos indica si
estd presente en el desarrollo un término aditivo de la forma x; o x;.
Esto es debido a que, como se puede ver en la Ec. (4.17), los desarrollos
de x{ con i = 1,2 presentan un término de la forma x;, que no es posbile
escribirlo en la forma de un término de una serie de Fourier, por lo que su
derivada tiene que ser tratada aparte, presentando una resolucién trivial.

= integrate: Esta subrutina, al contrario que la anterior, calcula la primitiva
del desarrollo de Fourier, utilizando la operacién inversa a la utilizada
para derivar.

= addarrays: Realiza la suma (o resta) de dos desarrollos de Fourier y lo
almacena en un tercer arreglo.

» poisson: Calcula los corchetes de Poisson entre dos desarrollos y lo alma-
cena en un tercero. Esta operacion la lleva a cabo mediante la combinacién
de las rutinas derivative, product y addarrays.

» check_symplectic: Comprueba si la transformacién es simpléctica hasta
el orden nord que se le pasa como argumento o no, auxilidndose en la
anterior rutina para calcular los corchetes de Poisson.

C.5 COMPOSE_FUNCTIONS.F90

Este archivo consta de una tnica rutina, llamada compose que toma, como
entrada, cinco funciones (arreglos), lldamense f, gy,, gy,, 9x; ¥ 9x,. Esta rutina
toma la funcién f y la compone con las otras cuatro, es decir

f(y1,y2,x1,%x2) = (fog)(yr,y2,%x1,%2) = (9y,, Gy, Ix1» Ix,)- (C.1)

Recordemos que, tanto la funcién f como las funciones g; (j = yi1,y2,%1,%2)
son todas series de Fourier. Por ende, el algoritmo de composicién tiene que



ser capaz de componer expresiones de este tipo. En el Apéndice A se explica
cémo se implementa la composicién entre series de Fourier.

C.6 INVERSE_TRANSFORMATION.F90

Este archivo, al igual que compose_functions.f90, consta de una sola rutina,
llamada inverse. Como el nombre del archivo sugiere, la funcién de esta ruti-
na es calcular la transformacién inversa a la forma normal. Estd formada por
cuatro bloques de c6digo donde cada uno, a través de la utilizaciéon de la rutina
compose, resuelve la Ec. (4.71) para cada uno de los cuatro ¥;, coni=1,...,4.

C.7 BUILD_MAPPING.F90

Como hemos visto, todos los archivos mencionados hasta aqui son simple-
mente una compilacién de rutinas. Este archivo es uno de los tres programas
que constituyen el paquete que calcula la transformacién a las formas normales,
junto con main.f90 y mqd.£90.

Este es el primer programa del paquete que debe ejecutarse. Su funcién con-
siste en calcular y construir el desarrollo de Fourier del mapa en el conjunto
original de variables (en esta version del programa es el CRSSM). Una vez cal-
culado el desarrollo de las cuatro funciones (Fy,, Fy,, Fx; y Fx,), las guarda en
archivos separados, para luego ser utilizados por el programa main.f90.

c.8 MAIN.F90

Como su nombre en inglés sugiere, este archivo es el programa principal para
la transformacién a formas normales. Describiremos someramente la estructura
del mismo.

Primero llama a la funcién cells_counting_lambda que es necesaria para
la construccién de la funcién de indices. Luego de esto invoca a la funcién
build_inverse_index_function para construir los arreglos de indices siind,
s2ind, k1ind, k2ind y rind. Seguido de esto, lee los coeficientes de las series F;
que constituyen el mapa original, construidos por el programa build_mapping.

Una vez que el programa principal ha inicializado todos los arreglos y leido
los coeficientes del mapa original, ingresa en un bucle sobre una variable Nord
que contabiliza el orden del desarrollo que se estd calculando, hasta un orden
méximo Nmaxexp. Para cada orden, el programa realiza los siguientes pasos.

Primero realiza las composiciones F; o @ y ®; o U para construir la ecuacién
homolégica (Secciéon 4.4.4). Una vez construida la ecuacién homolégica, inicia
el algoritmo para su resolucién. Esto se lleva a cabo analizando uno a uno
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los términos que forman parte de los arreglos Q; (Ec. (4.47)), para determinar
cudles de ellos pertenecen al nuevo mapa U; y cudles a la transformacién ®j;.

Una vez finalizada la resolucién de la ecuacién, el programa invoca ahora
a la subrutina check_simplectic para comprobar si, hasta el orden actual, la
transformacién es simpléctica. En caso de no serlo, compensara los términos
excedentes para que si lo sea, como se ha explicado en la Seccién 4.4.5.

Una vez que el programa construye las transformaciones @; y las ecuaciones
U; del nuevo mapa hasta el orden Nexpmax, sale del bucle. Luego, el programa
construye las transformaciones inversas ¥; mediante el llamado a la subrutina
inverse.

Finalmente, se escriben los resultados de la transformacion (Wa,, Ya,, Yo, ¥
Yg,) en diferentes archivos, como también los coeficientes de U; y ®@j.

C.9 MQD.F90

Este es el ultimo archivo que compone el paquete. Estd formado por el pro-
grama principal y una funcién, llamada evaluate_function. El objetivo de esta
altima es calcular la evaluacién de una funcién en un punto del espacio de fases.
Primero toma como entrada una funcién (es decir, un arreglo) y los valores del
punto (y1, Y2, X1, X2), ya sean éstos en las variables viejas o nuevas. Construye,
término a término, el producto y; 51y, S2etk1x1+k2x2) v luego lo multiplica por
su correspondiente coeficiente. Luego suma todos los términos calculados, ob-
teniendo finalmente la evaluacién de la funcién f(ys,yz2,x1,%x2) para un punto

(Y1,yY2,%1,%x2) dado.

Con respecto al bloque principal que contiene este archivo, su nombre pro-
viene de su acrénimo en inglés mean quadratic deviation, es decir, desviacién cua-
drdtica media. Como lo dice su nombre, este programa calcula la d.c.m. El flujo
del cédigo es el siguiente.

Primero el programa lee, desde un archivo de entrada, la serie de tiempo de
las coordenadas del espacio de fases en las variables originales (J1,]2,x1,%2)
con las cuales construird la nueva serie de tiempo en las variables transfor-
madas (A1,/A2,07,02). Luego de esto lee los coeficientes de la transformacién
inversa ¥, que fue calculada con el programa main.£90.

Una vez leida la serie de tiempo y los coeficientes de la tranformacién inversa,
el programa construye la nueva serie de tiempo, a partir de la evaluacién de las
funciones ¥; en los puntos (J1, ]2, x1,%2).

Con la nueva serie de tiempo construida, el programa calcula la d.c.m., en
ambos conjuntos de variables, y tanto en la direccién de la resonancia (If) como
en la direccién perpendicular a ésta (Ig), y lo guarda en un archivo de salida.
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