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RESUMEN Se ha desarrollado un programa para la solucidn de la ecnacidn de difusidn en tres dimen-
siones. Se usaron métodos iterativos, entre ellos SIPSOL, v se acelerd la convergencia con métodos de
multigrilla. Se programdé una serie de subrutinas que permiten implementar el algoritma bdsico de dos
redes, los algoritmos "V? v "W entre miiltiples niveles de redes, v el algoritmo de multigrilla completa.
El programa trabaja con fuentes v difusividades dependientes de la posicidn. Se realizaron las pruebas
basicas para validar el programa.

INTRODUCCION

Los problemas de ¢ransferencia de calor a +ravés de pisos, pisos radiantes v suelos, han tenido reciente
atencion en la literatura internacional {Chiasson et al., 2000) v local (Herndndez, 2001). Estos problemas
estdn gobernados por la ecuacidn de difusidn. Usualmente, para tener en cuenta posibles no linealidades,
se resuelven mediante métodos numéricos iterativos. Si bien la velocidad de las computadoras modernas
permite hacer cdlculos en tres dimensiones, la convergencia a la solucidn puede ser lenta ¢ incluso no
alcanzarse si la red de discretizacidn es muy grande, razdn por la cual los cdleulos ¢ridimensionales no
son comunes. Atendiendo a estas razones se ha escrito un programa que utiliza técnicas de aceleracidn
de convergencia de tipo multigrilla. En este trabajo se informa de los fundamentos v algunos detalles de
implementacién del mismo. En trabajos subsecuentes aplicaremos el programa a la solucién de problemas
de pisos radiantes calentados por via solar.

El programa es una derivacién de otro desarrollado para resolver la ecuacidn de Poisson, {Cardén, 2000).
La principal diferencia entre la ecuacién de Poisson v la ecuacién de Laplace con fuente, radica en que
en la primera solo el “coeficiente de difusién” es constante e igual a uno. En el caso de la ecuacién de
Laplace, el método de volidmenes de control empleado requiere el calculo de los coeficientes en las caras de
los voliimenes de control y esto requiere interpolacidn entre los valores dados para los nodos. En €l caso
de nuestro problema de Poisson {(un problema de fujo de Auidos), la condicidn de borde implementada
fué la de derivada normal nula sobre toda la frontera del dominio de cdlculo. En cambio, para la ecuacién
de Laplace, se requieren condiciones de borde mds variadas. Por otro lado, para ambas ecuaciones, el
método de multigrillas requiere la solucidn de ecuaciones para el error, y se espicifica como condicidn de
barde sabre la frontera del dominio: error nulo. Las condiciones de borde mds variadas requeridas por
el problema de difusién resultaron en una reprogramacidn de algunas de las subrutinas del paquete de
multigrillas.

METODO DE DISCRETIZACION

La ecuacidn a resolver esta dada por
V.(kVe) =G (1)

sujeta a condiciones de contorno de tipa Dirichlet o Neumann sobre toda la frontera del dominio de
céleulo.

Se discretizd con vaolimenes de cantrol sabre redes estructuradas no uniformes. Las ecuaciones de dis-
cretizacidn, en la nomeclantura de Patankar {1980) que ya es estandar y donde los subindices en mayftiscula
indican nodos vy en mintscula indican caras entre volimenes de control, son:
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Las ecuaciones de discretizacidn se resolvieron con métodos iterativos. Estos presentan problemas de con-
vergencia cuando la red de discretizacidn es muy grande, haciéndose aguella muy lenta. Como acelerador
de la convergencia se implementd una serie de métodos de multigrilla.

Es conocido que los métodos iterativos son rdpidos en alisar los modos de alta frecuencia (longitud de
onda comparable al orden del tamaiio de la red) pero lentos para suavizar las frecuencias bajas. Por ello
los métodos de multigrilla resuelven el problema original ¥ varios problemas similares agociados al error
sobre un anidamiento de redes, de manera de resolver cada frecuencia de la solucién en una red que le
resulta dptima.

METODO DE DOS REDES

El métodos de dos redes es el algoritino basico. Se presenta un esquema del mismo en la figura 1. Sobre
el se desarrollardn otros algoritimos méas complejos:

Vi (ki) = f } fﬁ;} Va(kVio) = f o,
& d Do = ¢, +
° ° " ond nivel , malla fina, h

4" = R e = Petl

cp =0 ler nivel, malla suelta, H

Figure 1: Algoritmo de dos redes. El subindice cero indica campo de prueba para el comienzo de la
iteracién

Se quiere resolver con un método iterativo el problema:
5t = f* (3)

con alguna condicién de borde adecuada (Dirichlet o Neumann) sobre la frontera T' v con una solucién de
pruecba ¢ff. El operador 6% estd dado por nuestro método de discretizacidn, ecuacién 2. Se ha indicado
con h la discretizacién en una red fina v con H la discretizacién sobre una red la mitad de densa que la
primera.

Luego de »n iteraciones se obtiene la solucidn aproximada d)f,;. El residue o defecto es:

d* = ) — [ (6)
v el error
e =gl +¢" (7)
Por la linealidad del operador 62 se puede construir el siguiente problema para el error:
8t = d" (8)

stijeto a " = 0 sobre I'. Podriamos resolver este problema y corregir la primera solucién obtenida.

Ahora, como se dijo, los métodos iterativos son répidos en alisar los modos de alta frecuencia (longitud
de onda eoparable al orden del tamafio de Ia red) pero lentos para suavizar las frecuencias bajas. Por eso
se elije resolver el error sobre la red H de menos densidad. 3e aplica el mismo operador de discretizacidn
a la ecuacién diferencial, ahora sobre red H. La matriz de coeficientes del problerma en ¢ se calcula de la
misma forma que la correspondiente para el problema en ¢, Se tranfiere el defecto d' a la red H donde
se uss, como término fuente del problema en el error. Llamamos a esta 1ltima operacidn, restriccidn.
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d = Rd" (9
donde R es el operador restriceién.

Resolvemos finalmente el siguiente problema

82 = gH (10)

con condiciones de borde € = 0 sobre I' v solucién de prueba eff = 0.

Sobre la malla H buscamos la mejor solucién que se pueda para el error, e

interpolado a la red % para corregir allf la solucién aproximada ¢f.

. Luego, aquel debe ser

La transformacion de la red gruesa a la fina se denomina prolongacién
" = Pt (11)

donde P es el operador prolongacién. Luego, puede corregirse la solucién en h:

o = o + € (12)

Si es necesario, pueden realizarse nuevas iteraciones utilizando los valores corregidos de ¢ por el método
de dos redes como valor de prueba.

En la figura 2 se esquermatiza la implementacion del operador restriccidn. Se ha usado una red bidimen-
sional para facilitar el dibujo, pero los cdleulos se hacen fodos en tres dirrensiones. Las ecuaciones de
inferpolacidn también se presentan en dos dimensiones, A la izquierda se muestra la malla fina v a la
derecha la malla gruesa. Abajo se muestran los nodos, cuatro nodos marcados con cruces, en los gue se
dispone el defecto. Estos nodos se usan para interpolar un valor para el nodo de la red gruesa encerrado
por ellos,

En la figura 3 se esquernatiza la operacidn de prolongacién. A la derecha se muestra la red gruesa, para
cuyos nodos se tiene caleulado el error. A la izquierda se muestra la red fina. Para prolongar los valores
del error de la red gruesa a la fina se toman cuatro nodos de la red gruesa. Estos nodos se usan para
inferpolar los valores de los cuatro nodos de la red fina que aquellos encierra.

e = Pefl (13

La figura 4 esquernatiza los detalles del mismo caleulo. En la figura, 2c e yo se refieren a las coordenadas
de los nodos, los subindices il y jj se refieren a la red gruesa y los subindices #if v jjf se refieren a la
red fina.

Para hacer los cdlculos de prolongacidn v restriceién se caleula en coordenadas normalizadas. Las coor-
denadas de los nodos en la red fina, zc(iif) v 2c(jjf) se expresan en coordenadas locales normalizadas
8y ¢, representadas en la figura 4. Las trasnformaciones requeridas estdn dadas por

zelii f) — 2e(ii)
ze(i 4 1) — 2efii)

yelii f) —yelid) 5
we(ii + 1) —yelij) (15)

~1 (14)

Luego se calculan los factores de peso que se usan para hacer la interpolacién:

N:=025(1—s8){1—¢) (16)
No=025(1+8){1l—¢) (17)
N3 =0.25(1+ 8)(1+¢) (18)
Ny =0.25(1—s){1+e) (19)

Finalmenie se interpola:
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Figure 2: Esquema de implementacién del operador restriccidn

4

"= Niell (20)

1

La restriccidn se hace utilizando el mismo método de interpolacidn,
OTROS METODOS DE MULTIGRILLA IMPLEMENTADOS

Se programaron los componentes para implementar varios métodos:

s Ciclos V. Se puede extender el algoritmo de dos redes a miltiples redes. Comenzando de la red
fina se puede ir bajando el defecto a una red menos densa, v de alli a otra de densidad menor v asi
hasta que sea posible una solucidn exacta. Luego se invierte el ciclo corrigiendo las varias soluciones
intermedias. 5i se requiere, puede alisarse la solucidn corregida en cada nivel de red. El cilo V se
ha implementado en la subrutina VCY

» Ciclos W. Una vez realizado un ciclo V puede tomarse el resultado como valor de prueba y
comenzarse tantos ofros ciclos V como se quieran. Esto también se ha implementado en la subrutina
VCY.

» Multigrilla completa. Es sabido que los métodos iterativos actiian mejor si se dispone de una
buena solucién de prueba. Se puede construir una buena solucidn de prueba partiendo de una red
poco densa v prolongando el resultado a una red mas fina, v asi tantas veces hasta llegar a la red de
nivel desado. En cada nivel puede haceree ciclos V o W, El algoritmo se esquematiza en la figura
5. Este algoritmo se ha implementado en la subrutina MGSIP2.
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Figure 3: Nodos que intervienen en la operacidn de prolongacién

El programa principal v sus subrutinas aceesorias permiten la solucién de distintos problemas caracteri-
zados por zonas de distinta conductividad, fuente, condiciones de borde, ete.

CONCLUSION

Se ha desarrollado un programa para resolver la ecuacién de difusidén en tres dimensiones con las siguientes
caracteristicas:

- Trabaja sobre dominios rectangulares tridimensionales.

- Discretizacidén con volimenes de control con redes estructuradas no necesariamente uniformes (sélo se
ha probado el easo uniforme).

- Implementa los métodos iterativos G5 y/fo SIPSOL sobre redes de distinta densidad.

- Imeplementa una variedad de algoritmos de multigrilla: el algoritmo de dos redes como caso especial
de ciclo V entre dos dnicos niveles de red, ciclos V v W que pueden abarcar varios niveles de redes v
algoritmo de multigrilla completa.

- Permite la introduccidn de fuentes por zonas.,
- Permite trabajar con zonas de distintos materiales caracterizados por su coeficiente de difusién.

Se resolvieron algunos problemas de prueba elementales, en su mayoria del tipo de conduccidén unidimen-
sional, que si bien tuvieron resultados satisfactorios a los efectos de validacién, no tiene interés alguno
presentarlos aqui.

Los resultados obtenidos para la ecuacién de Poisson {Carddn, 2000) muesiran que en nuestra imple-
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Figure 4: La prolongacidn se hace usando interpolacidn lineal.
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Figure 5: Esquema del algoritmo de multigrilla completo.

mentacidn, el método de multigrilla completa es levemente superior al método de SIPSOL aplicado a la
red de mayor densidad de 40 x 40 x 40 voldmenes de control. Los resultados se hacen mds favorables
al sumentar el tamafio de la red. El método se ha probado con redes de 80 x 80 x 80, con resultados
satisfactorios, aunque no disponemos de ellos al momento de esta presentacién. Los cambios efectuados
no deberian alterar en mucho la perfomnance, que se estudiarad en otro trabajo.
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SOLUTION OF THE DIFFUSION EQUATION IN THREE DIMENSIONS WITH MULTI-
GRID METHODS

ABSTRACT

A program for the solution of the three dimensional diffusion equation has been developed. Iterative
methods are used, among them SIPSOL. Convergence is accelerated with multigrid methods. A number
of subrutines were developed, they implement the basic two meshes algorithm, "V" and *W” algorithm
between various levels of meshes, and the full multigrid algorithm. The program works with localized
sources and position dependent, diffusivities. The standard tests to validate the program were satisfac-
torily performed.
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