EQUILIBRIO Y OPTIMALIDAD EN ECONOMIAS
DE INTERCAMBIO LINEALES **

RoLF R. MANTEL *

Introduccién

El presente trabajo tlene por finalidad analizar el problema de
la existencia de equilibrio competitivo en el modelo lineal de inter-
camblo puro. A pesar de su simplicidad, dicho modelo permite estu-
diar situaciones que se presentan en Ia teoria del comercio Interna-
clonal en blenes intermedios, especialmente en lo referente a la
gstructura £ 12 emesiziunetdn »v el consume N soutida o lo eu-
pecializacién en la produceién tipica de los modelos Ricardianos,

Ademas de esta aplicacién directa del modelo lineal de inter-
cambio, existe otro motivo que induce a estudiarlo con clerta pro-
fundidad a pesar de que sus supuestos puedan no parecer demasiado
cercanos a la realidad econdmica. Este motivo radica en la desea-
bilidad de hallar un método para el cémputo de scluciones de equi-
librio de modelos de equilibric general, a fin de poder utilizar €stos
para la deferminacion de medidas de politica economlica sobre hases
mas sélidas que los usuales modelos de tipo pedagogico con pocas
variables. S! blen tales métodos han sido desarroliados en la Gltima
década, todavia son demasiado generales como para justificar su uti-
lizacion directa en sistemas de ecuaciones especiales como son las
de equilibrio econdmico.

Fl descubrimiento del autor (1976) de que en este caso particu-
lar la solucién del modelo de equilibrio general se puede reduclr a
un problema de maximizacién de una funcién concava sujeta a res-
triceiones lineales, da acceso 2 todo el campo de la teoria de la pro-
gramaciéon matematica convexa para ser aplicado a este problema.
Sin embargo, la funcién de bienestar soclal desarrollada en el articulo
mencionado estd definida en forma implicita, no siendo muy claro
su significado econémico. A continuacién se presentara un estudio de
casos sencillos, incluyendo el tradicional de dos paises y dos bienes,
para proveer una expresion mas sencilla de dicha funeién de bien-
cstar. Tamhién se presentarAn construcciones graficas para poder
visualizar mejor el problema.
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2 Feoowdnres

U'n modelo sencillo de comercio internacional
en bienes intermedios

Con el proposito de mostrar la utilidad del modelo lineal de in-
tercambio, presentamos un modelo sencillo de comercio internacional
cn el gue s6lo se exportan e importan bienes intermedios, pero no los
factores de produccidén ni los bienes de consumo. Como se verd mas
adelante, dicho modelo permite analizar problemas de especializacion.
A pesar de parecer sencillo el calculo ¥y descripeidn del eguilibrio ya
gs suficientemente complejo como para justificar su estudio como
prinmer paso previo al analisis de modelos mas complejos.

Considérese la existencia de m paises designados con el indice 1.
Ei intercambio entre ellos se limifa a n categorias de blenes inter-
medios, designados con el indice j. Cada pais dispone de recursos
productivos —trabajo, tierra, ete.— no comerciables internacional-
menie, ¥ asighados en forma permanente a cada uno de los n+1 sec-
tores productivos, de los cuales n se dedican a la produccion de bienes
intermedios —no hay produccién conjunta, de manera que cada sector
produce exclusivamente uno de los bienes— y el restante a la canasta
fija de blenes de consumo necesaria para satisfacer las necesidades
de los habitantes del pais. La produccién de bienes intermedios del

pals § &2 esleria 6ol Wl e bievs CEGD 00 RLLpIento: ) oiigaiives

que indican la eantidad producida de los bienes j. Debido a la inmo-
vilidad Intersectorial de los recursos, suponiendo gque se emplean a
plena capacidad, dicho vector es un dato. Nos referiremos a él con
¢l nombre de dotacidn inicial de bienes del pais i.

El intercambio de bienes intermedios transforma la dotacién Ini-
cial en el n-vector xi, también de elementos no negativos que repre-
sentan las cantidades de bienes intermedios utilizados por el sector
productor de bienes de consumo para la elaboracion de la canasta
de consumo. El producto de este sector depende esencialmente de los
insumos de bienes intermedios; su nivel alcanza

u =c¢i . xi =ZXclx,
| J }

stendo el n-vector ci constante con elementos no negativos.

Las preferencias de los consumidores del pais i son las obvias de
alcanzar el mayor nhivel posible para u.

Con el fin de simplificar el analisis, permitasenos emplear el
artificio de Meade y Rader, integrando el sector de produccion de
bienes de consumo con el de las familias. La consecuencia sera la
obtencion de preferencias derivadas, definidas ahora sobre las can-
{ldades de inswmmos; en nuestro caso 1as mismas pueden ser repre-
sentadas por una funcién de utilidad que coinecide con el nivel del
producto u; del sector productor de la canasta de consumo. Por
ello en adelante designaremos al vector de productos marginales ci
con el nombre alternativo de utilidades marginales, y al nivel del
producto u: con el de utilidad del pais 1.
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Los términos del intercambio estan dados por el n-vector p con
elementos no negativos no todos nulos de preclos internaclonales.
Los exporiadores e importadores toman estos precios como un dato;
en ausencla de distorsiones del comercio internacional, estos mis-
mos precios regiran para los sectores domésticos de cada pais. En
consecuencia, el sistema estard en equilibrio si se cumplen las sl-
guientes condiciones, para un vector de precios p* y una asignacion

final de bienes X* = (x1* ,..., x™*) no negativa:
Xte=Wo ; v . X*e—We) =90 (E1)
p* X® T pt W (E2)

C = p* b yars bus nerailo [ tr (C—p* Y X* =10, (E3)

Aqui e es el m-vector suma, con elementos iguales a la unidad,
de manera que ¢l efecto de postmultiplicar por ejemplo la matriz de
asignacién X por el vector suma es el de producir la asignacion
agregada. Las columnas de las matrices W y C son wi ¥y ¢i, respec-
tivamente, en su orden natural. El vector b tiene m elementos. El
operador tr indica la traza de su argumento, definida como la suma
de los elementos de la diagonal. Asi, si A es una matriz cuadrada
de orden h con elementos ajy,

h
tr A = X ay .
i=1
E! apéstrofe * indica transposicién, que no slempre se indlea expre-
samente —como en el caso de p* en (E2)— por ser requisifo indis-
pensable para que €l producto sea conformable.

Las condiciones de equilibric se interpretan como sigue. La pri-
mera (E1), es la condicién de equilibrio de mercado entre demanda
y oferta, no debiendo la primera exceder la segunda. La segunda
parte de esta condicidén garantiza gue los bienes para los gue hay
exceso de oferta tienen un precio nulo, es decir, son hienes libres.
La relacién (E2) corresponde a la restriceion de presupuesto o de
balance de pagos; nétese que debido a la segunda parte de (El) la
desigualdad en (E2) puede ser reemplazada por una igualdad. La
condicién (E3) es guizd la menos transparente; sin embargo un
ligero anilisis permitiri deseubrir la proporcionalidad entre utili-
dades marginales y precios implicada por la maximizacién de la
utilidad de cada pais, siendo el factor de proporcionalidad la uti-
lidad marginal del ingreso b, La segunda parte de (E3) es simple-
mente el requisito de que si el precio del bien j multiplicado por b,
excede a la utilidad marginal correspondiente, enfonces la canti-
dad xi* debe ser nula. Como el problema de maximizacién de cada

pais er lineal debhido a la estructura simple de sus preferencias, las
relaciones de dualidad de la teoria de la programacion lineal ga-
rantizan que si se cumplen (E2) y (E3) cada pais estd maximizando
su utilidad sujeto a la restriceién impuesta por la exigencia de equi-
librio en el balance de pagos.
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Debido a la estructura de las preferencias, Gale (1957, 1976),
denomina a €éste “modelo lineal de intercambio”, Toda la informa-
cion sobre el sistema estd contenida en las dos matrices no nega-
tivas de n filas y m columnas W —dotacién inicial de bienes-— y C
—utilidades marginales—. Gale impone las siguientes condiciones
sobre dichos datos:

We>0. (81)
Ce>0. (82)

La primera de estas condiciones dice que el agregado de las
dotaclones iniciales de todos los paises de cada bien es positivo;, no
tiene mucho sentido incluir en el modelo bienes que nadie posee
ni puede producir.

La segunda condicion exige gue todos los bienes sean deseados
por alguien; los bienes que no entran en lag preferencias de algulen
pueden ser ignoradoes, ya que se sabe de entrada gque su precio serd
nulo en cualquier situacién de equilibrio.

Nosetros agregaremos unsa tercera condicion,

ewW >0, (83)

gue slgnifica que excluimos los casos en que wi es nulo, es deeir,
que el pais en cuestién no posee ni produce bienes intermedios. Es
obvio que el mundo no va a verse alterado por su desaparicién, ya
que no tiene nada que ofrecer.

Bajo estas condiciones Gale (1976) demuestra que la exlstencia
de una solucién de eguilibrio cumpliendo con las condiciones (E1-3}
es equivalente a la condicion (SAS) de la ausencia de grupos de
paises super-gutosuficientes,

Si representamos con CI a la suma de los elementos cl de la

matriz € correspondientes a paises en €l conjunto de palses Iya
bienes en el conjunto de bienes J, ¥y adoptando convenciones simi-
lares para W, podemos expresar esta condicién como

C; = W~I = 0 implica Wi =10, (SAS)
para subcenjuntos I, J de paises y bienes arbitrarios, donde~i, ~J
representan los complementos de los conjuntos I, J respectivamente.
En palabras, esto significa que si nadie en el grupo de paises I desea
alguno de los bienes incluidos en el conjunto J, ¥ si ninguno de los
otros paises posee un bhien no incluido en J —es decir si I es un
grupo de paises autosuficiente, por desear sdlo bienes poseidos por
Integrantes del mismo grupo— entonces nadie en I posee bienes del
conjunto J —es deeir I no es super-autosuficlente por ne sobrarle
bienes indeseados—.

La demostracion del equilibrio ha sido efectuada por Gale (1957)
utilzanco el teereia do ponle {ijo de alkutani y por Eaves (1976)
utilizando un algoritmo de los asi llamados de punto fijo, basado
en un argumento original de Lemke ¥y Howson (1964). El presente
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autor (1976) demostré que en el caso en que tanto C como W son
positivas —por lo tauto la condicién (SAS) se cumple trivialmente
pues todos desean y poseen todos los bienes— es suficlente la apli-
caclon de los conceptos mucho mas sencillos del andlisis convexo,
v en particular del teorems de Kuhn y Tucker de programacion no
lineal, para la demostracion. La extension al caso mas general puede
obtenerse por un argumento basado en un pasaje al limite, apro-
ximando las matrices no negativas C, W con matrices positivas, Una
demostracién mas directa también es posible, y serd motivo de un
trabajo futuro.

Equilibrio y dptimo de bienestar

Bl autor (1976) utilizé la signiente funcién de bienestar (mun-
dial) pars hallar la solucién de equilibrio del modelo lineal de
intercambic por medie de la solucion de un problemsa de maximi-
zaclén de una funcidn concava sujeta a restricciones lineales.

u Py
b(u) = sup min —————— . (B)
p>01ij ci (p.wh
1
La definicién se ha meodificado levemente para incluir el caso en
gue los datos no son tedos positivos, pero (SAS) se cumple. Agqui
la, divisién por cero da como resultado + ec.

Los niveles de utilidad obtenidos maximizando la funelén b
sujeta a la restriccién de gue el vector u sea una asignacion factible
de utilidades a paises son los niveles correspondientes a la Unica
asignacién competitiva, como fuera demostrado anteriormente (1976).

Cabe la pregunta de si es posible dar una forma més sencilla
a la funcion de bienestar que la expresada en (B). La esperanza
en tal sentido nos la da el resultade de Gale de gue la solucién de
eguilibrio del problema estd en el campo racional. Para niveles de
u que no son de equilibrio sélo podemos decir que la férmula re-
cuerda a la del factor de crecimiento méximo en el modele de cre-
cimiento de Von Neumann, bajo la restriccién de gque todos los
procesos pueden ser utilizados por poco que se relaje el ritme de
creclmiento de la economia, Ello nos proporclona de inmediato la
formula dual

i
I W Ik
b{u) = min max ——0—— , (B}
i i

i
R?O k 2., ry ¢; Wk

quizé un poco mas tratable que (B) por mno exigir el calculo de un
supremo. Como es sabido que el modelo de Von Neumann posee €n
general soluciones que no son funciones racionales de los coeficien-
tes, no parece ser posible legar mas lejos sin tener en cuenta con
mas culdado la estructura especial del problema,



82 EcondMICcA

En el otro extremo tenemos el caso en que la distribucién del
ingreso es constante, independiente de los precios. Para ello es ne-
cesario que las dotaciones iniciales de bienes de los paises sean todas
proporcionales a la dotacion agregada w = W e, es decir

W =wd

donde el elemento d, del m-vector d representa la participacion del

pais i en la dotacién inicial mundial. Obviamente, cada d; es posi-

tiva, ¥ la suma de estas participaciones es la unidad,
Reemplazando en (B) se tiene

1 . P
b(u) = sup min
p>0 pw 1} max ¢i d/u

. 3o

=1/1Z w max [eid/uil,
3 ] 1 31 1
funcién que obviamente depende racionalmente de los parimetros
del sistema.,
A fin de aclarar el punto, en la seccién sobre el caso de dos pai-
ses con dos sectores analizaremos el modelo mas exhaustivamente,

Dos paises, un solo bien

Por supuesto la situacién mencionada en el titulo de esta sec-
cion es trivial, ya que no es posible realizar intercambio de blenes
alguno. Sin embargo permite considerar algunos problemas que se
repiten en casos mas complejos. Los supuestos (S1-3) implican que
amhos paises poseen cierta cantidad del bien, de modo gue wi y wi

son positivas. Como el bien es deseado al menos por un pais, pode-
mos suponer gue se trata del segundo, de manera que ¢2 es también
1

positiva, misntras gue el serda no nesativa, La definicion de b(.)
1
nos da

b{u) = min [u fel owl , /e’ wHl,
1 1t 1 2 1 1

que debera ser maximo sujeto a las restricciones

u =clxt ; u et x? ; xI4x2Zwliwe ;) xi =20,
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 i

que definen al conjunto de posibilidades de utilidad. .
Puede ser verificado facilmente que el resultado depende sélo
de si e! es nula o no. En el caso afirmativo, el dptimo implica que

xl =0; x2 = wl + w- Puede verse de inmediato que esta situa-
1

clén no es de equilibno ya que no hay fuerzas de mercado que pue-
dan transferir el excedente no deseado por el pais 1 al pais 2 sl el
finico preecio es positlvo, sin transgredir la eondicidn de equilibrio
de balance de pagos. En este caso es facil verificar que no se cum-
ple la condicidén (SAS) de Gale; ademds, el valor de b en el 6ptimo
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es 1 4 wt /w2, es decir, superior a la unidad, cuando anteriormente

1 1
(1976) se ha demostrado gue si una solueion de equilibrio existe
el maximo de esta funcion en el conjunto de posibilidades de nive-
les de utilidad es exactamente igual a la unidad.
En caso de ser Ci positiva, en cambio, el maximo de b es igual

a 1a unidad, con una asignacién final de bienes igual a la inicial,
como debe occurrir en un equilibrio sin comercio. En este caso se
cumple también la condicidon (SAS).

Dos paises, dos bienes

Dos por dos es el numero tradicional de bienes y paises en la
teoria del comercio internacional; el mencor nimero de algan infe-
rés, pues ya se puede producir una situacién de equilibrio con in-
tercambio no nulo.

Si las utilidades marginales de uno de los paises son nulas, se
presenta la anomalia anterior, pues en el optimo todos los bienes
seran asignados al otro pais, situacién incompatible con el balance
de pagos a precios positives —condicién gue deben cumplir los pre-
cios de equilibrio como consecuencia del supuesto de que todos los
bienes son deseados—.

Consideremos por lo tanto la situacién mas interesante en que
todos los paises desean por lo menos algun bien. Intercamblando si
es necesario la designacién de los paises, podemos suponer que el
determinante de C es no negativo, indicando una tendencia de cada
pais a preferir el bien con su mismo nimero. Ademas nuestros su-
puestos implican que tanto ¢! como ¢- son estrictamente positivos,

1
por lo cual la condicién sobre el determinante implica la relacién

(el/cl) . (ex/fec?) = 1. (1
2 1 1 2

La definiciéon (B} puede reescribirse como

b(w) = sup min [1(p) , 2{(W]1, (2)
>0
donde
fifp) = w [min Ip /e, p /cill/(wip Fwip). (3)
1 1 2 2 1 1 2 2

Sip /p es menor que c!/ct, debido a la relacion (1) serda el se-
2 I 1

2
gundo término el que define a ambas funciones en (3). Estas pue-
den ser incrementadas aumentando ps; por ello se deduce que

p/p =c¢l/cl. (4)
2 1 -2 1

Por un argumento simétrico se obtlene

p/p = c/fct. (5)
1 27 1 2
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En consecuencla, de (3), (4) y (5),
Dp) = u p/e(wip +w p) (6)
i1 11 2 2
siendo por lo tanto fi crecienie en p, y decreclente en el otro pre-

cio. Se presentan tres casos
a) Si se tiene

0 5ea

u/Swl.el = oet/er (wE, el
1

2 9 o

2 2

debido a (4) sélo pz puede aumentar, lo cual disminuiria al menor
de estos dos valores. Por ello en este caso P = ¢l, con

b{u) = fi{el) = w/(m!.ec1) . N
b) 81 en cambio
f2(c2) = fi(c?) ,
es decir,
u/wd.oet=u e¢/e

5
2 11

un razonamiento simétrico al del caso 2) nos da P = ¢2, con

b(u) = f2(e2) = uz/ (w2 . ¢2) . (8)
¢) Finalmente, sl no se dan los dos casos anteriores, de mo-
do que
el (wl ., 2y /e (wd . ch) o u ;< el (wl.e?) /o2 (we. ¢y,
2 2 1 2 1 1

partiendo de p = e1 se debe Incrementar P2 hasta que fl(p) = f2(p).
En otros términos,

uop oci(w:p +w.plupoel(wlp 4wlop),

1 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2
Igualando biu) = fi(p) y reemplazando P por una solucién de esta

ecuacion de segundo grado con coordenadas postivas, se llega a la
expresién

bfw) —~ (auw ‘au — i~y +auwu)2 —2duuite) /d (o
11 z 2 11 2 2 12
donde
& = ¢t wr ; a = ¢! ! : S0l {wl ow - oy
1 2 2 2 1 1 T o 1 2 2 1

Para los casos en que d = 0, se tiene

bu} = uw uz/ (a1 + aus) . (10)
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Fl signo de la constante d determina 1a estructura de las dotaclones
iniciales de bienes. Cuando d es nula, la distribucién del ingreso es
independiente de los precios; cuando es positiva, cada pais posee
una cantidad relativamente mayor del bien designade con su pro-
pio indice, y por lo tanto un aumento de dicho precio mejora su
ingresc en relacién al del otro pais. En todos los casos la ecuacion
p{u) = 1 determina una hipérbola equilatera con asintotas ui = as;
U2 = aL

Como la ecuacién (10) puede obtenerse de la (9) tomando el
limite cuando d tiende a eero, a continuacién no la consideraremos
explicitamente. Podemocs escribir en base a (T), (8) ¥ (&)

b)) = min [u /W .00, a Swane
1 2

[a.u—+/ (@.w2—2duu }/di,
12

13y

expresion que nos da la funeién de bienestar explicitamente en tér-
minos de los pardmetros del sistema y de los niveles de utilidad.
Ansalicemos 1a consecuencia de tener algunos parametros nulos.
Si el pais 1 s6lo desea sus propios bienes podria darse la situacidon
en que c; = w2 — 0. En tol caso d = 2 a1 a2, ¥ el sniembro derecho

1
de (9) se simplifica a min [w /a2, we/a:l, slendo por ello redun-
dante Ia formula {11) que se convierte en

bw) = min [u / wi.e'l (N

i i
Es obvio que el maximo de esta funcion, dada la restriccldn im-
puesta por la oferta de dotaclones iniciales, es igual 2 la unidad.
Si el pais es super-autesuficients, o {onfva goo v o3 nositival por

2

lo tanto 1 puede disfrutar de un nivel de utilidad mayor que el que
obtiene del bien 1 solamente, de modo gue en el 6ptimo de bienestar
su utilidad estara indeterminads entre ciertos limites. Habrd nive-
les de utilidad 6ptimos que no son o6ptimos de Pareto, y en conse-
cuencia no podran ser asignaciones de niveles de utilidad combpe-
titivas. En cambio si se cumple (SAS), este inconveniente no surge.
L.os niveles de utilidad estaran determinados en forma unica, dedi-
candose cada pais al consumo de su dotacion inicial de bienes. No
habra comerclo en este caso.

Unaz solucién que implique comercio reguiere aue ninguno de
los dos paises sea autosuficiente.

Dos bienes, varlos paises

Supéngase ahora que el nimero de blenes es n = 2, mientras
gue ¢l ntimero de paises m es arbitrario. Para slmoplicidad en el
analisis se supondra gue las matrices C y W son estrictamente posi-
tivas, aunaue los resultados pueden ser extendidos facilmente al
caso general.
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De la definicién (B) se obtiene para b(u) = 1 un veetor pP=0
tal que para todo i, j

¢ (p.wi) == unp., (1)
]

de donde se deduce ficilmente
c.wi =y, , @)

que nos dice que la oportunidad de comerciar internacionalmente no
puede perjudicar a nadie —el miembro izquierdo de esta desigualdad
es la utilidad de la dotacién iniclal—,

También se deduce de (1) la secuencia

W p wi=ciw (p.wi —p wh)
2 21 1 2 2 2 2

(u — ciwi) p wi,
i 2 2 2 ¢
donde la igualdad es consecuencia del hecho de gue sélo existen dos

bienes, mientras que ia desigualdad se obtiene aplicando (1). Re-
ordenando y simplificando,

B /D = (u —cwh /ciw (3
1 2 i 2 2 201

¥ permutando los indices 1 ¥ 2, para el pais k,

b /p 20w — ek wk) /exow s i1y
2 1 k 1 1 1 2

Multiplicando estas dos relaciones miembro a miembro, se tiene

para todo par de paises 1 v k 1a eondicion

(b —ci wi (u — ¢ wh) = ci ¢k wiowh (5)
i 2 2 Ie 1 1 77 2.1 1 2

Ahora bien, el conjunto de restricciones (2) vy (5) es equiva-
lente al (1). Para ver esto, desisnese con 1l ¥ r+ los miembros dera-
2 1

chos de las desigualdades (3) ¥ (4, resﬁectivamente. Las restric-
ciones {(2) garantizan que estos numeros son positivos, mientras que
la (5) dice que

ri =1 /rk
2 = 1

para todo par de paises i, k. Tomando P =1,p =min r ze tiene
2 !

1 i 2
una solucién para (3) y (4), y con ello para el conjunto de inecua-
ciones (1).

Debido a la homogeneidad de la funcién b{u), es posible por lo
tanto expresarla explicitamente como

u;
biw) = min {min —— , min gik(y) J (G)
i ci.owt i

]
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donde

gik(u) = [ak.u —+/ (aik . W)%2—2 W U diul / de

alk = ¢ wi ek 4 ¢k wh el
2 2 1 1

d

ik

i

2 ¢i ok (wi wik — wi wk)
2 1 1 8 2 1

y ei representa al vector m-dimensional cuyo dnice elemento no
nulo es el i-éstmo, igual a la unidad. La f6rmula (6) muestra que b
es estrictamente concava en los framos en que es estrictamente
creciente.

Dos paises, varios bienes

Si el sistema comprende sélo dos paises, slendo arbitrario el
numero n de bienes, es convenlente enfocar el problema desde un
angulo algo distinto, aunque equivalente. Considérese el problema de
programacion lineal

max 2, a W 3]

sujeto a las condlciones

T, xi = Wk
ci . Xt = W

v las obvias sobre la nonegatividad de las cantidades consumidas xi.
Aqui el vector n-dimensional a es positivo ¥ puede ser interpretado
como que sus elementos representan ponderaciones de hienestar, ya
que se uiilizan para ponderar con ellos 1os niveles de utilidad de los
paises. Bl maximo proporciona un punte sobre el conjunto de posi-
bilidades de utilidad de la comunidad, si el consumo se restringe a
la. dotacidn inicial de bienes del pais k. Las restricciones del dual
de este problema son

ci a = D ) 'D}

it i

que junto con las restricclones inleiales y las condicicnes de com-
plementaridad de Kuhn ¥y Tucker implican la siguiente cadena de
igualdades

a.u=2% aczx = = p xXi =Z2%p wk=p.wk.
S B R I

Es posible determinar este valor en un grafico de dos dimensio-
nes en ol espacio de los niveles de utilidad, como se hard en la
construccion siguiente.
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En el grafico 1 puede apreciarse 1a construccién de un tramo
de la curva definida por la ecuacion b(u) = 1 para m = 2. Alll vi
es un vértice del conjunto de posibilidades de niveles de utilidad de
la sociedad obtenibles utilizando tnicamente la dotacién de bienes
inicial del pais i-€ésimo, Estos vértices se han elegido de manera tal
que su suma corresponda al punto designado con vl + v2 sobre la
frontera de posibilidades de utilidad total. Dichos vértices seran ele-
gidos por la sociedad cuando las ponderaciones de bienestar son
normales a las tangentes en dichos vértices, si la interseccion de
estas ultimas con el ele correspondiente se encuentra entre los
puntos A ¥ B. Para una pendiente como la mencionada, dichos pun-
tos de interseccién determinan un punto sobre la hipérbola equi-
latera cuyas asintotas pasan por el punto vl ——la veriical y v* —la
horizontal—, y una de cuyas ramas pasa por el vértice v! + v2. El
tramo de dicha hipérbola relevante para el analisis es el compren-
dido entre los puntos A y B sobre la misma, correspondientes cada
uno a2 sus homénimos schre los ejes horizontal y vertical.

En el grafico 2 se ha ejemplificado el caso de dos paises con
tres bienes. Se ha delimitado el conjunto de posibilidades de utili-
dad U y sus dos componentes Ul ¥ U2 —las posibilidades cuando
las oportunidades se limitan a las tenencias iniciales de bienes de
uno solo de los paises—. La construccién es idéntica a la del gra-
fico 1, habléndose dibujado la curva que representa a la ecuacion
b(u) = 1. El punto B de tangencia de dicha curva de indiferencia
social con el conjunto de posibilidades de utilidad corresponde al
optimo de bienestar indueido por el mercado, es decir, a las asigna-
ciones de utilidad correspondientes a una solucion de equilibrio com-
petitivo.

Varios paises, varios bienes

En el caso general, la situacién no difiere mucho del caso de
dos paises, excepto que lag funciones seran ahora polinomics de
grado m, el numero de paises, en los lugares en que antes eran cua-
draticas. Tampoco podremos apelar facilmente a graficos.

El analisis sigue al caso mencionado en dos paises. Debido a
gue la funcion b(u) es céneava, y por 1o tante continua, serd sufi-
clente analizar qué sucede para aquellos vectores de ponderacion a
que produzean como solucién del problema de programacion lineal
(P) un punto extremo del conjunto de posibllidades de utilidad.
Afortunadamente, debido a la linealidad del problema, su nuamero
es finito.
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Correspondiendo a un tal punte extremo, corresponderan m
puntos extremos vl ,..., ¥m, uno en cada uno de los conjuntos de
posibilidades de utilidad parciales, es decir, los que definen las po-
sibilidades obtenidas partiendoe de 12 dotacién inicial de bienes del
pais correspondiente.

Sea entoneces V la matriz (v ... vm) de puntos extremos, ¥
Siu o -0 uno deo los vestoaes de pondoracisies de bhirvestar que la
determinan. Se tendra entonces que b(u) es el valor de t en 1a
ecuacion

iia = tvVva

donde el acento circunflejo (°) representa a una matriz diagonal
cuya diagonal coincide con 1os elementos del vector correspondiente,
en este caso a.

En otras palabras, la reciproca de t es la raiz de Frobenius —es
decir, la raiz positiva maxima-— de la matriz 4t V, y por lo tanto
1a Taiz positiva menor de la ecuacion polinomial

det (@ —tV) =0,

donde el miembro izguierdo es un pelinomio de grado m en t; det
significa determinante.

Como ha sido demostrado (1876), b{.) es concava, por lo tanto,
por una via un tanto indirecta, se puede dedueir que la reciproca de
la raiz de Frobenius de i1 V es una funcién cdncava en u. Por
supuesto, es posible dar una demostracién mas directa de esta pro-
posiciorn.

Especializacién en el consumo

La estructura lineal de las preferencias de los paises induce &
conjeturar gque en una solucién de equilibrio internacional los mis-
mos se especializaran en el consumo de marera similar a lo que
sucede con la produccién en el modelo Ricardiano de ventajas com-
paradas. Esto puede verse de inmediato en el grafico 2, donde se
ha representado el caso de dos paises. El punto que corresponde a
1a solucién competitiva se halla sobre la frontera de posibilidades
de utilidad, y necesariamente sobre uno de los segmentos que la
desecriben. Cada segmento corresponde a los términos relativos en
que se puede transformar la utilidad que goza un pais en la del
otro, por medio de la transferencia de 1a dotacidn mundial de un
bien determinado de un pais al otro. Si el punto de equilibrio se
halla en el interior de uno de tales segmentos, el total de dicho bien
sera compartido por los dos paises; todos los demas bienes seran
agignados a uno o al otro para su consvmo en su totalidad, de
manera gue cada uno se especializard por completo en el consumo
de ciertos bienes, ignorando los demés, excepto guizd4 por uno solo
en que no habra especializacion. Esta observacion incluso puede ser-
vir como base para un algoritmo para la determinacién del punto
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de equilibric, basado en el ordenamiento de los bienes de acuerdo
con el “grado de preferenciag”’ ¢t/ cs Comenzando por (g sltasgidn

en que todos los bienes se asignsan aJuno de los paises se van trans-
firiendo los menos deseados por éste al ofro hasta llegar al punto
de equilibrio. Esto es posible efectuarlo facilmente por medio de
programacién lineal paramétrica, utilizando el pbroblema (P) y va-
riando el Gnico —en este caso— parametro, la relacidn entre las dos
bonderaciones de bhienestar a; y az, hasta el punto en que el balance
de pagos de uno de los paises se cumpla, tomando cemo precios los
multiplicadores de Lagrange asociados con las restriceiones de ba-
lance de bienes (E1).

La situacion en que sélo hay dos bienes es siimilar, En este caso
es posible ordenar les paises —antes eran los bienes— de acuerdo
ton su preferencia reiativa par log Lispcs o 7 L 81 law 10

TTinos

1 2
del intercamblio se inclinan haeia un éncarecimiento relativo del
bien 2, habrd més paises que se especializardan en el consumo del
bien 1. Por Io tanto puede ajustarse en este caso este tnieco para-
metro hasta llegar a una solucién de equilibrio en que todos los
paises se han especializado en el consumo de un solo bien —del que
importan Io mas que pueden a cambio de su produccién del otro—
excepto quizd por uno solo que consumird ciertas cantidades de
ambos bienes.

La situacién general es mas compleja, ya que habrd que ajustar
mas de un parimetro —m-1 ponderaciones relativas del bienestar
0 n-1 precios relativos—. Sin embargo, la estructurs de las condi-
ciones de equilibrio (E3) permite indicar el ntimero de cantidades
consumidas X' que requieren ser positivas. Notese nis inn regtrie-

J
ciones del dual (D) requieren, por las condicione; de complementa-
ridad de Kuhn y Tucker, que cada desigualdad estrieta esté acom-
pafiada por xi =- 0. Por Ia tanta. coma eutra Ing o nmercins 3 v 1o m
i

vondsracio e T hiapnote ooy e s a3 Sertens indenaadien-

tes, salvo eoincidencias ese sers el nfimero de relaciones que se daran
con igualdad en (D). En partleular habrs al menos una solucidén
competitiva en la que no se da el caso en que dos paises consumen
en cantidades positivas los mismos dos bienes. Mas aun, si hubier
un ciclo con %1, %2, x° , ¥ . ub XD otodos tosiiivog .o

B Ja

1 1 2 2 h h
que aqul se repiten en forma alternada los indices de los paises y
de los bienes en forma ciclica— seria posible reasignar las cantida-
des exportadas e importadas hasta gne s do e-tas cantidadag xt

3
se anule sin alterar el equilibrio. Por supuesto, esto es vilido para
cualquier modificacién en la designaciéon de paises y blenes.

CONCLUSION

Hemos presentado un modelo sencillo de comercio internacional
te bienes intermedios, ¥ hemos viste edmo se reduce al modelo JHneal
de intercambio puro. Se ha analzado la forma de la funcién de
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pienestar que permite determinar el equilibrio internacional por
medio de un problema de maximizacién no lineal convexo, ¥ se ha
demostrado que es posible presentarla en forma explicita, aungue
algo complicada si hay més de dos paises. Finslmente se ha anali-
zado la estructura de especializacion en el consumo que implica una
solucién de equilibric, que permite en clertos casos inferir un algo-
ritmo sencillo para la solucién del modelo.

En el caso general todavia parece ser mas eficiente calcular la
solucién mediante el algoritmo propuesto por Eaves. Sin embargo,
aun no ha sido dicha Ia tltima palabra; la estructura de la funcién
de bienestar b(.) permite inferir gue debe ser posible desarrollar
un método basado en las propledades de conjuntos convexos. Este
método posiblemente resulte ser mas rapido que el de Eaves. La
esperanza es gue también proporcione una pauta para l1a soluclon
del problema mas interesante de hallar una asignacion de eguilibrio
competitivo para el modelo de equilibrio geneéral en toda su genera-
itdad, tal como fue presentado por ejemplo por Arrow ¥ Hahn (19723.
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EQUILIBRIO Y OPTIMILIDAD EN ECONOMIAS
DE INTERCAMBIO LINEALES

RESUMEN

Este trabajo analiza la existencia de equilibric competitive en
el modelo lineal de intercambio puro. Dicho modelo permite estu-
diar la estructura de la especializacion en el consumo en el comer-
cio internacional de bienes intermedios como opuesta a la especla-
lizacién en la producecion tipica del modelo Ricardiano.

Otfro motivo para estudiar este modelo es la blisqueda de mé-
todos de computo de soluciones de modelos de equilibrio general,
con el T de opoaanitiy avilicar dotes o In determinacion de medidas
de politica econdémica. Si bien tales métodos han sido desarrollados
en la tima década bajo la denominacién de métodos de punte
fijo, éstos no toman cn cucenty la esfructura especial del prohlema.

En el presente caso puede reducirse el problema del equilibrio
a uno equivalente de maximizar una funcidén concava sujeta a res-
tricciones lineales. Aqui se presentan casos sencillos, con dos paises
0 dos bienes, que permiten comprender las ecaracteristicas de la
solucion,

EQUILIBRIUM AND OPTIMALITY IN LINEAR
EXCHANGE ECONOMIES

SUMMARY

This article analizes the existence of competitive equilibrium in
the linear pure exchange model. This model allows one to study
the structure of specialization in consumption due to the interna-
tional irade o) intermiclinte coove, as avpozed to the sspecializa-
tion in production typical of the Ricardian model.

Ancthir motive lo analive thir madel i3 the search for methods
for the compulation o o zolution to geneial eguilibrium models, s0
that these can be applied in the determination of economie policy
Imeasures. Even though such methods have been developed during
the last decade under the designation of fixed point methods, these
do not take the special structure of the problem into account.

In the present case it is possible to reduce the equilibrium pro-
blem to an equivalent one of maximizing a concave function sub-
Jeet to linear constraints. Here some simple cases are presented,
with two countries or two commodities, from which the characte-
ristics of the solutlon can be understood.






