PROBLEMAS DE COMPUTO DE LA CORRECCION POR
SESGO EN EL CASO LOGNORMAL *

Eusebio Cleto del Rey

1.- Introduccion

En los trabajos empiricos se presenta, con cierta frecuen-
cia la necesidad o conveniencia de formular relaciones del ripo:

X+ K, +...4 X, +u
Y:eﬁ1+|62 2 83 3 ﬁk 3 (])

Donde: Y es la variable dependiente; g, som k constantes: X, son k

variables independientes (si se incluye a X, quetono sicnmpre el va-
lor 1); u es una variable aleatoria con distribuciin M ¢ o7 ).

Es ésta una formulacion lognormal de V.

Para estimar (1) se utiliza el modele lineal general de regre-
sidn, luego de haber procedido a linealizar la expresion del siguiente

modo:
10gY:ﬁ1 v B X, + B, Xy v B X, +u (2)
Donde: log simboliza logaritmo natural.
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Una vez realizadas n observaciones sobre todas las variables in-
volucradas, y obtenidas las estimaciones de las constantes B, alas
cuales simbolizaremos ﬁi, suele procederse, en muchos casos, a esti-
mar valores de Y condicionales en determinados valores de las X, que
le interesan al investigador. Para ello se puede hacer:

§=eﬁ1+ﬁzxg+ﬁaxg+“'+ B, X (3)

Donde: Xi* es ¢l valor que el investigador le asigna a X, para estimar
o predecir el valor de Y que le interesa.

Lo que se pretende con (3) es estimar la media de Y, condicio-
nal en los valores X* de las variables independientes, a fin de tomarla
como representativa de la distribucién de la variable dependiente,
dados esos valores de los X.. Es posible demostrar, sin embargo, que
Y no es un estimador insesgado de la media condicional, pero su
sesgo puede ser corregido del siguiente modo:

Y =Yg, () (4)

§° m® (m2P) m_ P - ! esla

)
P=0 m (m2)...(ms2P) m+1 P!
funcidn que corrige el sesgo, la cual depende de m = n-k, o sea de los

grados de libertad, y de:

Donde: g_ (t)

m+ 1 - -

(6? - a?) (5)
. n

Donde, a su vez: o2 esel estimador insesgado de la varianza de los u;

% es el estimador insesgado de la varianza de 1 = 8

n .
+.4 B X* , oseadel exponente de la expresion (3),
No es nuestro propodsito ir mas alld en lo que a teoria de la esti-
macion lognormal se refiere 2, pues nuestro interes se centra en cier-
tos problemas de computo que expondremos en las secciones siguien-
tes. Lo dicho en esta Introduccidn trata de ubicar al lector en el tema
general, del cual nuestro trabajo toca sélo un detalle.

2m

A -~ * -~ *
1t ‘62X2+ BX'

g

1 BRADU, Dan and MUNDLAK, Yair: “Estimation in Lognormal Linear Modaels’’,
Journal of the American Statistical Association, March, 1970, Vol, 66, No. 329,
phg. 199,

2 Al lector Interesado en profundizar sl tema, en io tedrico, le sugerimos consultar:

BRADU, O. and MUNDLAK, Y.: Op. ¢it., phg. 198/211; JOHNSON, Norman L.
and KOTZ, Samuel: Distributions in Statistics - Contintous Univariate Distribu-
tions - 1, dohn Wiley & Sons, New York, 1970; vy la bibliografia alli mencioneds.
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2.- Simbologia.

Definamos los simbolos a emplear en las secciones siguientes.

A tal fin, adoptaremos el orden en que ellos aparecen en los desarro-
llos siguientes, a partir de la Sec. 37 .

Xt

(X°X)

es un vector de orden k por 1, cuyo primer elemento es 1 (uno}
y los otros son los valores asignados por el investigador a cada
variable X, (para i = 2, ... , k), para obtener la deseada predic-
cionde Y.

I esla matriz inversa de (X’X).

(X’X) es la matriz cuadrada, de orden k, simétrica, cuyos elementos

{RR)

son los momentos al origen de las variables independientes X,
(para i = 1, 2, ..., k). As{, un elemento de esta matriz estd de-
n
finido como: I X X, cuando estd ubicado en la posicion
t=1

(L,j)

es la matriz, de orden n por k, que contiene las observaciones
correspondientes a las variables independientes, X *(para i =
=1, 2, ... k}, con la que se computd la regresion, Todos los ele-
mentos de su primera columna son iguales a 1 (uno).

es una matriz cuadrada, de orden (k-1), simétrica, cuyos ele-
mentos son los momentos respecto a las medias muestrales de

las variables independientes X, (para i = 2, ..., k). Asi, un ele-
mento de esta matriz estd definido como:

=
If
4 a
e

es una matriz cuadrada, de orden (k-1), simétrica,
cuyos elementos son los coeficientes de correlaciéon sim-
ple entre pares de las variables independientes X, (para i =
= 2, ..., k). Asi, un elemento de esta matriz esta definido como

Es aconsajable pasar directamente a leer la Sece. 3, y utilizar ala Secc, 2 a manera
de un diccionario, para aclarar el significado de cada simbolo a medida que allos
aparezcan,
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m,, ) :
P - Notese que los clementos diagonales

4 v, Jm

resultan todos iguales a 1 {uno).

es la matriz inversa de M,

es la matriz inversa de (RR).
es una matriz diagonal, de orden (k-1), cuyos elementos diago-
nales estin definidos como: —J4 ___ (parai=2,.., k).

=,

es la matriz inversa de S. Notese que se trata de una matriz
diagonal, cuyos elementos diagonales son: v .

=2, ... k) )

es un escalar,

{para i =

es un vector de orden (k-1) por 1.

es un vector de orden 1 por (k-1), y, por simetria de la matriz
(X'X) ", est Ay, = A, .

es una matriz cuadrada, de orden (k-1), simétrica (por simetrfa
de (XX)").

es un escalar, y es B, | = n, por ser el momento primero res-
pecto al origen de la variable X, o sea la primera columna de
la matriz X.

es un vector de orden (k-1) por 1, cuyos clementos estdn defi-
nidos como X X;;» por ser los momentos cruzados respecto
al origen de Xt1=)1r cada una de las variables X, (para i =2, ..., k).
es un vector de orden 1 por (k-1), v, por simetr{a de la matriz
(X’X),es:B,, = B, ..

es una matriz cuadrada, de orden (k-1), simétrica (por simetria
de (X’ X)), cuyos clementos pueden ser definidos como
b Xy X, (ver descripcion de la matriz (X'X)).

r=j
es una matriz unitaria de orden k.
esunescalar,yesl, , = 1.

es un vector de otden 1 por (k-1), cuyos elementos son todos
iguales a 0 (cero).
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1,, esun vector de orden (k-1) por 1, cuyos elementos son todos
iguales a O (cero).
l,, s una matriz unitaria de orden (k-1),a la que podemos simbo-

lizari,, =L, .,

x*  es un vector de orden (k-1) por 1, cuyos elementos estan defi-
nidos como la diferencia entre los valores asignados por el in-
vestigador a cada variable X, (i= 2, ..., k), para obtener la de-
seada prediccion de Y,y la media muestral de Jos datos utiliza-
dos en el computo de la regresion, correspondicnte a cada una
de esas variables X..

X*  es un vector de orden (k-1) por 1, cuyos clementos son los va-
lores asignados por el investigador a cada variable X, (i=2, ....k),
para obtener la deseada prediccion de Y.

X es un vector de orden (k-1), cuyos elementos son las medias
muestrales de los datos utilizados en el computo de la regre-
sibn, correspondientes a cada una de las variables X, {para i =
= 2,..,k).

3.- Planteamiento del Problema.

Seglin las ecuaciones (4) y (5), la funcién que corrige el sesgo
en la prediccion lognormal por regresion lincal depende de m, ¢* y
0% . Cualquier programa de cdmputo de regresion nos permite cono-
cer los grados de libertad y la varianza residual, pero no ocurre lo
mismo con la estimacion de la varianza de la prediccion del logaritmo
de Y. Esta (iltima es:

52 = X (XX)' X' 82 (6)*

n

Conocemos tres métodos de computo, para estimar una rela-
cion lineal entre variables por regresion miltiple: i) La operacion
principal es invertir la matriz (X’X)®; ii) La matriz que se invierte es

4 Ver: BRADU, D, and MUNDLAK, Y.: Op.cit., pag. 203.

Véase, por ejemplo: JOHNSTON, J.: Econometric Methods, MeGraw-Hill, Cap, 4
en la Primera Edicién, 1960 y Cap. 5 en |a Segunda Edicién. Hay traduccidn al Cas
tellana,



a2 ECONOMICA

M?® ;iii) La matriz que se invierte es (RR)®.

En el caso i) no existe ningn problema, pues el programa de
cébmputo nos provee directamente la matriz (X’X)', que es la que
aparece en la formula (6).

El problema se plantea en los casos ii) y iii), en los que el pro-
grama computa M'' y (RR)', y no la matriz que necesitamos. Nos
preocupa, pues, obtener el valor de la expresion X** (X'X) ' X* (que
es un escalar), cuando no conocemos (X’X) ', sinoM! o (RR)™".

4.- Caso en el que se usa la Matriz de Correlacion.

Supongamos que nuestro programa de regresibn maltiple in-
vierte la matriz de correlacion (RR).
Por simple inspeccion del producto de matrices se puede pro-

bar que:
(RR) = SMS (7)
De (7) surge directamente que:
(RR)' = ST M s (8)
¥y que:
M =S (RR)'S (9)
Puesto que m (para i = 2, ..., k) debe ser calculado como

paso previo a la obtencion de (RR), nuestro programa nos puede pro-
veer tales datos. Con ellos formamos la matriz S, requerida por la ex-
presion (9).

El caso iii) de la Seccion 3 queda asi reducido al caso ii), de la
misma seccidn, al que consideraremos a continuacién.

5.- Caso en el que se usala Matriz de Momentos Respecto a las
Medias Muestrales.

Pasamos a considerar el caso en el que el programa de cémpu-
tos invierte la matriz M, o aquel en el que hemos llegado a M" a par-
tir de (RR)?, seglin vimos en la seccién anterior. Estamos, pot lo
tanto, en los casos i) y iii) de la Seccién 3.

5 Véase, por ejemplo: JOBNSTON, J.: Econometric Methods, McGrawHill, Cap. 4
@n la Primara Edicidn, 1960 vy Cap. 5 en la Segunda Edicién. Hay traduccion al Cas-
tellano .

€ Véase, por ejemplo: MADRON, Thomas W.: “Multiple Regression for the TRS-80",

8yte, October, 1981, pag. 430/47.
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5.1. Demostracién de que M es una Sub-Matriz de (X’X)".

Procedamos a particionar la matriz (X'X)?, del siguiente
modo:
A, Az
(X'X)' = (10)
A21 A22
A la matriz (X’X) la particionamos de modo que resulte con-
formable con la particién anterior:

(X'X) 'B” ik (11)
\Bm By,
Por la definicion de matriz inversa:
(XX (XX) = I (12)
Podemos particionar:
L hg
Ik = (13)
Ly 1y,

Utilizando las particiones de (10), (11) y (13} y el producto
de matrices de (12) obtenemos:

Ayy Byy v Ay, By = 1, (14)

Ay By v Ay, By = 1, (15)

Reemplazando algunas submatrices por sus valores, segiin sus
definiciones, en (14) y (15):

nA,, + A,, B, =0 (16)

Axr Bio v Ayy Byy = Ty (17)
De (16) obtenemos:

A =

i
21 ; A22 B21 (]8)
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Premultiplicamos (17) por A‘;zz

A, A, B, + B, =A 0, lo que es lo mismo:

A, =A3, A, By, By, (19)
Reemplazando (18) en (19) y operando:

Ay, =A%, (- 1?1 A2 Bay) By + By,

Ay = By~ LBy, By, (20)

Obsérvese que cada elementode B, es: T X X,, (parai,

=1
j= 2,...,k). Notese, ademds que cada elenr}ento de la matriz (de
orden (k-1), cuadrada) B, B, es iguala (t£1 X, t§1 X,.) (para
i,j= 2,... k). Porlo tanto cada elemento de A} resulta:

n 1 4(_!\ . n -"'— } — _
t£1 Xit Xit " h ( t§1Xit tE, th) = t£1 (Xit Xi)(xit Xj) =
= m, (parai,j=2,...k). Oseaquelamatriz A}, tiene sus ele-
mentos idénticos a los de M.

Por lo tanto
Aj, = M @1)
Y, por ser Gnica la matriz inversa:
— a1
Ay = M (22)

De (10) y (22) surge que M" es una submatriz de (X’X} ", que
se obticne eliminando la primera fila y la primera columna de esta
altima matriz.

5.2, Estimacién de la Varianza de la Prediccion del Logarit-
mo de Y, cuando se utiliza la Inversa de M.

Consideremos el vector :

0 1 1

x* X’: ?

Particionado de un modo conformable con las matrices de (10)

(11) y (13).

- : (23)
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Resulta evidente que:
1 0 1
X" = |= + | (24)
)q x* X
Utilizando (10) y (24) se obtiene:
) A, A 0 1
X* (X,X)'1 X* - (0 X*') 11 12 . + (Ox*}A11A12 o
A,y Ayl [x Ay Ayl X
(1}—(»,) 11892 (15(,) Ay B 1
+ —
L * A, Ayl X (25)

Realizando los productos de matrices particionadas planteados
en (25), y operando, llegamos a:
XU oexyT X = xt A, x XA, Xe A+ 2(x*A, 4x*A, , X
+A,, X) (26)

Para obtener los dobles productos de (26) se tuvo en cuenta
que todos los sumandos son escalares, y que un escalar es siempre
idéntico a su traspuesto.

Debido a que:

_ 1
X = " B21 (27)

Resulta, aplicando (27} a (26):
X XX) T K= x P A x % (1P B A B, # A 2(x A+ DxvA

12702272
1
+ 71A12B21J

B2‘+

22
(28)
Pero, utilizando las particiones de (10), (11) y (13) y el pro-
ducto de matrices de {12), obtenemos:
29
Apy By + A Byy= 1y (29)

Reemplazando y operando en (29):

A,B, =1-nA,, (30)
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Ademas, de la ecuacidn (16) obtenemos, por pasaje de térmi-
nos:

A,y Byy =-1nA,, (31)

Utilizando (28), (30) y {31) obtenemos, luego de operar:

*2 ey * ’ 1, 1
X7 OX)T XY = xP A, xte L (32)
Y segln (22), sera:
X*¥(X0X)TXF = xMx* s L (33)

n
En conclusién, cuando nuestro programa de computo de regre-
sion lineal maltiple trabaja con la matriz M, la férmula {6) resulta:

& = (xoM'xxs L) (34)
n n

Que también es aplicable al caso en que se trabaja con la

matriz (RR), una vez que su inversa, (RR}', fue transformada en M

segiin lo establece la expresién (9).
6.- Aplicacion a un Problema Prdctico.

Presentamos a continuacion, como ejemplo, una regresién mal-
tiple que estima la siguiente relacién:

+ L
LA (35)

Donde: Y es la produccion de soja enla Republica Argentina”, X, = ¢
es el Hempo en afios (tendencia) con origen en el afio agricola 1970/71;

X, = t?, y el resto de los simbolos tiene el mismo significado que en
la ecuacibdn (1).

7 Ver datos y fuente en el Apéndice de este trabajo.
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Tal estimacién tiene por fin predecir datos faltantes de la pro-
ducciébn de soja, como ser el correspondiente a 1981/82, que es des-
conocido al momento de escribir estas lineas. Es posible que la espe-
cificacién de la ecuaciéon (35) no sea la mas adecuada para ese fin,
pues no hemos realizado la necesaria exploracion de las alternativas
existentes, en razon de que nuestro dnico interés es dar un ejemplo
de la aplicacion de lo que obtuvimos en forma algebraica.

Una vez linealizada la ecuacién (35), seghn lo propusimos en la
ecuacién (2), aplicamos el modelo lineal general para obtener la si-
guiente regresion:

Variable é Desvio Estindar t de Student
de g Hipbtesis: =
x1 (Coordenada al origen) 3,86607 0,33572 11,51586
X, =t 0,76979 0,14021 5,49025
X, =t? . 0,03226 0,01242 -2,59738
R = 096277 02 = 0,081474114
n — 10 g].. = m = 7

Nota: Salvo la estimacién de la varianza residual, que es presentada
con todos los decimales obtenidos, las cifras anteriores fueron redon-
deadas a los cienmilésimos. Los calculos se realizaron con mayor nd-
mero de decimales.

Presentamos a continuacién la matriz (RR) y su inversa:

1 0,974558629

RR = 0,974558629 1
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19,90624992 -19,39980763
(RR)" =

-19,39980763 19,90624992

De acuerdo con su definicién, la matriz S es:

0,110096376 0
S =

0 0,0097541248

Los elementos diagonales de esta matriz pueden ser obtenidos a par-
tir de los datos consignados en la matriz M, mds adelante.
Calculemos, entonces:

0,241287875 -0,020833332
SRRy S =

0,020833332 0,0018939393

Por otra parte, la matriz M y su inversa son:

82,5 907,5
M=
907,5 10510,5
0,241287878 -0,020833333
M1 =
0,020833333 0,0018939393

Por inspeccién podemos comprobar que la ecuacibn {9) se
cumple con alto grado de precisién, o sea que M = S(RR)" S,

Presentamosa continuacién las matrices X'X y (X*X )1
10 55 385

XX = 55 385 3025
385 3025 25333
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1,383333333 -0,525 0,041666666
(X°X)" =1-0,525 0,241287878 - 0,020833333
0,041666666 -0,020833333 0,0018%939393

Resulta ficil comprobar a simple vista que M esla submatriz
que se obtiene eliminando la primera fila y la primera columna de la
matriz (X’X)'. Ello concuerda con lo que demostramos en la
Secc. 5.1.

El siguicnte paso es aplicar nuestros resultados para predecir la
produccion de soja en determinado afio.

Antes debemos observar que las medias de los datos utilizados
en la regresion, que corresponden a las variables independientes, son:

5,5

38,5

Trabajemos con el afio agrfcola 1981/82. Los vectores necesa-
rios para calcular o? . son:

7
1 ] 5,5
X* = 11 x* =
121 W 82,5

Con ellos, y con las matrices anteriormente presentadas, obte-
nemos:

X* (X'X)7T X* = 1,383334246

x* M1 x* = 1,283333656
y recordando que n = 10, tendremaos:

M x* e L= 1,383333656
n
que difiere de X*' (X'X)" X*, por razones de redondeo, en una can-
tidad de orden de 4,3 por diez millones. Este resultado concuerda
con lo obtenido en la ecuacion (33).
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Para cempletar nuestro ejemplo, procedamos a predecir la pro-
duccion de soja para 1981/82. A tal fin hacemos:

-~

B = 8,42967727

=

Y = e = 4581

Esta es una estimacién de la mediana condicional correspon-
diente al afio 1981/82. Para obtener una estimacién insesgada de la
media condicional debemos corregir ese valor por sesgo logaritmico.
Para ello calculamos, de acuerdo a la ecuacién (6):

o2, = 0,1127059
n

y, de acuerdo a la ecuacién (5) calculamos t 8
0,0178467
Obtenemos luego el valorde g_ (1) °:
g, (-0,0178467) = 0,9843483

y multiplicando este valor por Y, como lo sefiala la ecuacion (4)
obtenemos:

ES

4509

8 Para respetar la simbologia maés usual en cada caso, nos vimos obligados a emplear el
simbolo t, en este sjemplo, con tres significados H:st:ntos Por un ladao s [a variable
tlempo, o tendencia, en la regresion. Por otro est de Student, Y por altimo, en este
lugar, es el nimero definido en ecuacion {5}, v que sirve para obtener g (t}). Un
poco de atencidn por parte del |ector evitaréd confusiones,

9 El valor de gm(t) fue obtenido utilizando las tablas que presentan BRADU, D. and

MUNDLAK, ¥.: Op. ¢it., pag., 200. Alli encontramos Table 1. alt}, que se empiea
cuando t > 0, y Table 2. g{-t) que se usa con t negativo, como en el caso que nos
ocupa, pero a la tabla se entra con el valor absoluto de t, La otra entrada corres-
ponde a m. Debido a lo restringido de los valores de m que figuran en la tabla, y a
que t avanza por décimo's, es necesario interpolar frecuentemente, a fin de lograr
mejores aproximaciones, Herrios utilizado interpolacién logaritmica. Es nuestro pro-
posito preparar un programa de cOmputos qus permita obtener 9 {t} con gran
aproximacitén an cada caso particular,
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que es nuestra estimacion insesgada de la produccion de soja para la
campafia 1981/82, medida en iniles de toneladas.

7.- Consideraciones Finales.

Cualquiera de los tres métodos de computo de regresion lincal
miltiple que hemos descripto, permite obtener Jos elementos necesa-
rios para realizar la correccion por sesgo lognormal, cuando ello fuera
requerido.

En los casos i) y it) planteados en la Secc. 3, lo obtenido con
aloebra matricial es perfectamente aplicable a los computos, y los

2

errores de redondeo que resulten en o? . estaran, en forma casi exclu-

siva, relacionados con aquellos en los que se hubiera incurrido al in-
vertir (X’X) o M.

En una versidn anterior de este trabajo advertfamos al lector lo
siguiente:

En el caso iii) el problema de los errores de redondeo se ve
amplificado por el método aqui propuesto. Ya el programa de regre-
sibn comete algunos que no estarfan presentes al invertir M, cuando
primero hace (RR) = SMS vy recién procede a obtener la inversa de
esta (ltima matriz, pues en cada una de esas operaciones redondea o
(peor adn) trunca los resultadés. Cuando luego computamos, de
acuerdo a la ecuacién (9), M' = S(RR}'S, amplificamos csos erro-
res e introducimos otros nuevos, La acumulacion puede conducir a
que el resultado final sea, simplemente, “basura”,

El ejemplo que aqui presentamos contradice al parrafo ante-
rior, pues en él resulta S(RR)'S = M con alto grado de precision,
como puede ser observado en Secc. 6.

Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que hemos trabajado en
un caso de orden 2, que las inversiones se realizaron calculando pri-
mero los elementos de las matrices adjuntas y dividiéndolos luego por
los correspondientes determinantes, que en todos los casos trabaja-
mos con ocho o mas decimales, etc. Muy distinto puede ser el resul-
tado cuando la computadora trabaja con matrices de mayor orden,
usa un método menos dirccto de inversién, su mantisa es de seis digi-

tos, etc.
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Por ello, a pesar de nuestro contraejemplo, nos parece conve-
niente insistir en lo que aconsejamos a nuestra primitiva version, con
referencia a iii): Comprobar, en cada caso particular, el grado de
exactitud de los computos, realizando por separade los productos
STRR)S' y S(RR) 'S, y luego multiplicarlos entre si, para observar
cuan cercano a una matriz unitaria es el resultado. Si las diferencias
fueran notables, mas vale emplear otro método.

APENDICE
PRODUCCION DE SOJA EN LA REPUBLICA ARGENTINA

{en miles de toneladas)

Afios Produccién
1971/72 78
1972/73 272
1973174 496
1974/75 485
1975/76 695
1976/77 1.400
1977178 2.500
1978/79 3,700
1979/80 3.500
1980/81 3.770

Fuente:
F.1.E.L- : Indicadores de Coyuntura, No. 194, Mayo de 1982, Cuadro 4.2.7.,
*Area Sembrada v Produccitn de QOleaginosos, Cultivos Industriates y Hortalizas™,
pag. 62.;
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PROBLEMAS DE COMPUTO DE LA CORRECCION POR
SESGO EN EL CASO LOGNORMAL

RESUMEN

Cuando tomamos logaritmos de la variable dependiente, a fin de lineali-
zar su relacién con las independientes y aplicar en la estimacion el modelo lineal
general de regresion, y suponemos que el término de error tiene distribucién nor-
mal, estamos en el caso lognormal.

Las predicciones de valores de la variable dependiente, empleando tal
estimacibn, resultan sesgadas, y es necesario proceder a corregirlas, Este trabajo
se ocupa de los problemas de esa correccion, que se presentan cuando el progra-
ma de cémputos de la regresién invierte la matriz de momentos respecto a las
medias muestrales, o la de correlacidn, y no la de momentos respecto al origen.

COMPUTATIONAL PROBLEMS QF THE BIAS CORRECTION
IN THE LOGNORMAL CASE

SUMMARY

When a logarithmic transformation of the dependent variable is made in
order to obtain a linear relation with the independent ones, to apply the general
linear mOdEl thﬂ lognormal casc is reached.

The predictions of the dependent variable values using such estimation
are biased; so, it is necessary to correct them. This paper deals with the problems
of such a correction, that appear when the computation program finds the inver-
se of the moments respect to the sample means matrix, or the correlation matrix
instead of the matrix of the moments respect to the origin,





