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ECONOMIA MATEMATICA, SU EVOLUCION HISTORICA Y
ESTADO ACTUAL*

ACOLF R.MANTEL **

Al iniciar el desarrollo del tema a presentar, record€ que alguien
alguna vez me habia solicitado que explique qué hace un economista
matematico. Como esa es mi ocupacién considerd cual seria la mejor
manera de contestar tal pregunta. La primera respuesta gue acudiod a mi
mente es una definicion exacta: los economistas matematicos hacen
econom/fa matemdtica. No creo posible dar una definicién mds precisa,

Ahora pien, para quienes se encuentren mas comodos con defini-
ciones menos precisas trataré de elaborar un poco mds el tema, para dar
una idea sobre gué hace un economista matematico. Como se trata de
un tema muy vasto, en primer lugar daré una breve visién histérica para
luego descrinir con mayores detalles un tema con el que estoy mas famj-
tiarizado, siguiendo algunas de las [fneas en las Jue estoy investigando
desde hace un tiempo,

Siguiendo & Arrow e Intriligator (1981} en su introduccidn al
“"Manual de Economia Mateméatica” por ellos editado, podemos clasifi-
car los perfodos historicos del desarrollo de nuestra materia fundamen-
talmente en tres. La primera de estas etapas, la marginalista, arranca en
1938 con ias “Investigaciones sobre los Principios Mateméticos de la
Teoria de las Riquezas” de Cournot y termina en 1947 con la aparicién
de la segunda de las dos obras cldsicas de este periodo, los “Fundamen-
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tos del Andlisis Economico’ de Samuelson, La primera de las abras con
que culmina este. periodo fue “Valor y Capital’’ de Hicks, que aparecio
en 1939,

Esta primera etapa se caracterizd por la aplicacién de cierto tipo
de herramienta matematica econdmica, en particular a teor{a econdomi-
ca. Dicha herramienta fue el calcuic infinitesimal, con metodologias
que los economistas en gran parte han tomado de otras ciencias, en es-
pecial de la fisica. En este perfodo se legd a una formulacion bastante
completa del sistema de equilibrio general, al que nos referiremos mas
tarde, con una formulacion cercana a la presente de los problemas de
competencia perfecta e imperfecta, de monopolio, de duopolio, la teo-
ria del consumidor v la teoria de la produccion basados en los pirnci-
pios de maximizacion.

El segundo periodo arranca en el &io 1948, Es un periode muy
breve, que finaliza aproximadamente en 1960. Coincide con la segunda
postguerra; durante el mismo se cambi6 el enfogue, no tanto de los pro-
blemas analizados, sino del tipo de herramientas matematicas utilizadas,
Se le puede asignar ef nombre de periodo de teoria de los conjuntos y
de modelos !ineales. En este pericdo la obra que juega un papel similar
a las obras de Hicks y de Samuelson del periodo anterior es la “Teoria
del Valor'' de Debreu gue aparece en 1959. Hay un gran desarrollo tan-
to por el lado de teoria de ios juegos de estrategia y sus aplicaciones al
campo econdmico como el tratamiento de [0s modeleos lineales. Entre
los dltimos podemos citar especialmente el modelo de insumo-producto
de Leontief (1941), los modelos de programacion lineal iniciados con
los trabajos de Dantzig (1949) y Kantorovich {1942}, vy el de analisis de
actividades en base al trabajo pionero de Koopmans (1951). El logro
fundamental de esta época es la demostracion de la consistencia del
modelo de equilibrio general lograda por Arrow y Debreu en 1954,

E| tercer periodo en el desarrollo historico de economia matema-
tica es el que arranca en 1961 y aun no finalizod. Arrow e Intriligator lo
denomina periodo de integracion del herramenta basico, el calculo in-
fitesimal por un lado y teoria de los conjuntos y modelos lineales por
el otro. Esta integracion hoy se encuentra muy avanzada. Practicamen-
te ya no queda campo de la economia que no haya sido tratado en ma-
yor o menor medida desde el punto de vista matematico.
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Recuerdo que a principios de este periodo, en 1961, Sir Roy
Harrod dicté una conferencia en la Universidad de Yale, a la gue tuve la
suerte de asistir. Harrod acababa de pronunciar una conferencia en la U-
niversidad de Rochester. Aili se encontraba uno de los personajes que
mas contribuyeron en la segunda y tercera etapa del desarrollo histori-
co, el profesor Lionel McKenzie. Harrod comento que le habia pregun-
tado a McKenzie qué diferencia habia entre lo que hacian los economis-
tas matematicos y teoria econdmica en general. La respuesta de McKen-
zie fue que €l no sabia qué diferencia habia, que economia matemdtica
y teoria econdmica son unay la misma cosa. Harrod estaba escandaliza-
do, de modo que puede verse que la opinidn NG era unanime.,

Con referencia a esta anécdota se puede comentar, con la pers-
pectiva del tiempo transcurrido hasta el presente, que si bien hay mu-
cho lugar para tratar temas econdmicos sin usar matematica, el Uso co-
rriente en nuestra ciencia nos lleva a trabajar cada vez mas desde el pun-
to de vista matematico. Si se observan las publicaciones técnicas, cada
vez mas se ven trabajos que usan en mayor 0 menor medida alguna de
las herramientas mateméaticas que he mencicnado.

Sirva esta breve introduccidn como marco de referencia para si-
tuar las investigaciones a que me referiré a continuacion. Situémosnos
anora en el carnpo mas restringido de la teorfa del equilibrio economico
general, para revisar someramente los adelantos que se han producido,
enfatizando el tema del cOmpute de soluciones de eqguilibrio, tema al
que me he dedicado durante algdn tiempo.

Como es de conocimiento general, este afio ha sido galardonado
con el premio Nobel un economista matemdtico, Gerard Debreu. Ha
merecido tal distincidn, y cito, “por haber incorporado a la teoria eco-
némica nuevos métodos analiticos que conducen a una rigurosa refor-
muiacicn de {a teor{a del eguilibrio general’’. Perm/itaseme citar algunas
de las palabras vertidas por el economista sueco, académico Assar Lind-
peck, al anunciar el premio, Luego de elogiar la obra de Detreu, dijo
que “sus técnicas analiticas, esencialmente demostrando mateméatica-
mente como funciona la tey basica capitalista de la oferta y la demanda,
no tienen aplicacion practica’.

Deseo destacar estas Ultimas palabras por disentir esencialmente
con esta afirmacion, que guiza pudo ser cierta en el momento en que se
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produjo la obra que le merecid el premic a Debreu, su “Teoria del Va-
lor’”. Pero desde entonces ha pasado un cuarto de siglo y han ocurrido
muchos adelantos. Quiero dedicar el resto del tiempo para explicarles
por qué considero gue Lindbeck esta equivecado.

Los origenes de la teorfa del equilibric ecocnomico general pue-
den remontarse por lo menos al Tableau Economique de Quesnay, en 13
época anterior a Cournot que Arrow e Intriligator denominan la prehis-
toria de economia matematica. Pero le cupo a otro francés, emigrado a
Suiza por no conseguir acceder a una citedra en su pais natal, desarro-
llar la teoria en tal espiendor, que le valiera una admiracion tan incon-
dicional como la gue demostrara Schumpeter en su monumental *‘His-
toria del Andlisis Econémico”. Como muchos habran adivinado, me es-
toy refiriendo a Ledn Walras, cuya obra cumbre se publicd hace mas de
un siglo, en 1874, En ella desarrollo el concepto fundamental de que
los mercados estan interrelacionados, por 1o que el squilibrio de la eco-
nomia esta caracterizado por la igualdad simultanea entre oferta y de-
manda en todos los mercados. Este concepto fue extendido y expuesto
posteriormente por Pareto {1896-1909).

La admirable construccion analitica de Walras se adelantd por
completo a su época. En aguel entonces poquisimos economistas tenian
la preparacién matematica suticiente como para poder apreciar debida-
mente su obra.

Mas aan, la misma Ciencia Matematica estaba demasiado sub-
desarrollada como para que fuera posible analizar rigurosamente la con-
sistencia del esquema Wairasiano. Recién en 1941, Shizio Kakutani, uti-
lizando herramientas inventadas después de Walras, demostré el teore-
ma de punto fijo que lleva su nombre, y que fue un elemento clave para
los adelantos posteriores,

En base al teorema mencionado se demostraron varias proposicio-
nes esenciales en la terofa de juegos de estrategia. Fundamental para
nuestro tema fue la demostracion de Nash (1950) de la existencia de
una solucién no cooperativa para juegos de n personas, generalizando la
solucion que Cournot ya habia dado para el duopolio, extendiéndola al
caso de méas de dos oponentes. En base a dicho resultado, otro frances
emigrado, esta vez a los Estados Unidos, Debreu, y Kenneth Arrow, pu-
dieron demostrar finalmente la existencia del equilibrio competitivo en
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el modelo de Wairas. Esto fue en 1954, 80 anos después de la puplicacion
de los "Elementos de Economia Pura”. Este logro corond una serie de
grandes esfuerzos de economistas y matematicos, entre los que figuran yi-
gantes como Zeuthen (1932), Neisser {1932), von Stackelbery {1933),
Wald (1933-34, 1936), von Neumann (1937), y muchos otros.

El travajo de Arrow v Debreu, junto con los casi simuitaneos de
McKenzie (1955}, Gale (1955), v Nikaiad (1956), han iniciado un enorme
flujo ue investigaciones soore modelos cada vez rnas cornplejos, cuya ca-
racteristica comun es el destacar |a interdependencia entre las acciunes ue
los distintos agentes de un sistema econdmico. Hoy en dia se han analiza-
U0 extensiones que incluyen caracteristicas como ser la competencia im-
perfecta, rendimientos crecientes a escala, indivisibilidades, toda clase de
externalidades, agentes cuyc comportamiento ya o puede expresarse co-
mo el de maximizar preferencias o beneficios, presencia de incertidumbre,
desarrollo en el tiempo, racionamiento y otras imperfecciones en la forma-
cibn de precios, v la actuacion explicita del gobierno fijando sus instru-
mentos de politica ecandomica.

Hasta ese momento evidentemente una afirmacién como la de
Lindbeck citada anteriormente tenfa su validez porque si no se sabe si
un esquema de pensamiento es consistente mal se lo puede aplicar en la
practica. Habfa serias dudas de si realmente se podia demostrar la consis-
tencia del esquema de Walras porque era realmente un sistema muy
complicado; la prueba de esto reside en el tiempo en que se tardo en de-
mostrar su consistencia.

A pesar del avance logrado, los métodos ampleados para demostrar
la consistencia de estas distintas versiones del modelo de equilibrio econd-
mico general —no ya equilibrio competitive Unicamente— no eran cons-
tructivos. El teorema de Kakutani permite afirmar gue las curvas de oferta
y demanda se cruzan, perc no da indicacién alguna sobre como se calculan
precios y cantidades de equilibrio. Diez afios despues de Arrow y Debrey,
el profesor Herber Scarf todavia indicaba en sus clases en la Universidad
de Yale gue no se conocia algoritmo alguno gue permitiera determinar la
solucidn de equilibrio del modelo de Walras salvo en casos muy especiales,
siendo el mds notable por la popularidad adquirida en estudios empiricos
el imodelo de insumo-producto de Leontief. Es conocido el éxito que tuva
este modelo, especialmente en América Latina, La CEPAL lo aplicd en nuy-
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merosos estudios y lo hizo conocer ampliamente. El esquema de Leon-
tief es el Tableau Economique de Quesnay vy el modelo de equilibrio
general de Walras muy simplificado, tanto gue se puede resolver por
medio de técnicas de aigebra lineal, que adquieren una forma muy
simple. Simplificaciones similares las hallamos en ia teoria del desarrollo
econdmico, como en los estudios de Chenery, quien trabajando con
Kretschmer (1956} v Uzawa {1958) elabord un sistema de equilibrio
general donde se tomaban en cuenta nNo solamente las relaciones inter-
industriales como en el caso de Leontief sino algunas posibilidades de
intercambio bajo la forma de funciones de oferta y demanda interna-
cionales gue dependian del precio. También fue posible hallar solucio-
nes para este modelo, Pero no era el sistema general walrasiano, que
como es sabido ya desde |a época de Marshall {1879}, en especial en la
teoria dJel comercio internacional, permitfa ia existencia Je soluciones
maltiples, Todos los modelos resueltos hasta la época de Arrow y
Debreu eran modelos gque evidentemente tenian una solucion Unica, de
modo que éstos ejemplos ce Marshall y otros posteriores de Harry
Johnson no se hallaban incluidos. Si se queria considerar la posibilidad
de analizar éstos era necesario descuprir métodos de solucidon mas gene-
rales. Sin un método de solucién, poca esperanza habia de aplicaciones
practicas.

Esto nos lleva al periado de la tercera etapa ya mencionada. En
ese momento comencé a interesarme por el problema. Corria e} afio
1064, diez afos después de la demostracion de existencia del equilibrio
en el modelo walrasiano de Arrow y Debreu. Debia elegir un tema para
mi tesis doctoral,

No habia forma de resolver la dificultad; e! teorema de Kakutani,
que es la base sobre la que se apoyaron Arrow y Debreu, permite
afirmar gue una solucion existe, pero no da indicacién alguna de como
esa solucion se calcula. Entonces, si bien se habia dado un paso adelante,
mostrando que podia ser interesante aplicar este modelo en la practica,
todavia no era posible hacerlo efectivamente porque no se sabia como
calcular una sclucion excepto en asos casos especiales que ya se han
enumerado.

Fue entonces que se me ocurrio tratar de encontrar una forma
distinta de demostrar la existencia de una solucidn, una forma construc-
tiva que simultaneamente determinaria una solucién, la calcularia
efectivamente. Con ello, con el tiempo, se podria usar este modelo para
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fines de determinar politicas econdmicas y predecir la marcha de la
econom/a.

La necesidad de hallar una manera de posibilitar la utilizacién
de esquemas de equilibrio general me indujo a investigar la posibilidad
de resolver el modelo buscando una demostracion alternativa de |a
existencia de una solucion que no utilizara un teorma de punto fijo. Por
supuestc hoy sabemos que dicha busqueda es como la del vellocine de
oro. Desde el punto de vista idgico, la existencia de una solucién del
modelo de Walras es equivalente a la existencia de un punto fijo de
transtormaciones que cumpien con las hipotesis del teorema de Kakuta-
ni, en el sentido de que no sé¢lo puede demostrarse | existencia de
equilibrio en base a dicho leorema, sinc que también es posible demos-
trar el teorema de Kakutani en base a la existencia de un equilibrio
competitivo.

5@ sabfa gue un sistema de funciones de demanda de mercados
mditiples, basadas en Ia agregacion de las demandas excedentes individua-
les, indican que a ciertos precios la demanda excede a la oferta o |a
oferta exceda a la demanda y tienen caracteristicas similares a las
trasformaciones o funciones continuas que gracias a teoremas como el
de punto fijo de Kakutani permiten demostrar la consistencia del
sistema de Walras. También se sabia que el problema matematico de
determinar scluciones de punto fijo, o de determinar soluciones de
sistemas de ecuaciones, era equivalente al problema econémico de
determinar una solucién de equilibrio en el sistema walrasiano.

Esa demostracion la habia hecho Hircfumi Uzawa (1962) unos
afios antes, Pero ia que no estaba claro en ese momento era si realmente
las funciones de oferta y demanda que el utilizaba, es decir, funcionas
arbitrarias excepto por ser coninuas y homogéneas, podrian ser obteni-
das por agregacién partiendo de un conjunto de consumidores que
maximizan sus preferencias y de productores que maximizan sus
oeneficios. Esto recién se pudo demostrar mucho después, en la década
de 1970; Hugo Sonneschein (1973) conjeturd que ia teoria microeco-
némica no proporciona restriccién alguna en cuanto & la forma de la
funcion de demanda agregada. Lo demostré para el caso de ciertas
funciones de tipo especial: mas tarde {Mantel, 1974} pude demostar
que eso es asi en general, y como en tantos otros temas la Ultima
palabra, ia definitiva, sobre éste la di6 Gerard Debreu (1974) hace unos
diez afios. Con estas investigaciones se did el dltimo paso  gue
faltaba para que e! teorema de Uzawa permitiera concluir que el
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problema matematico de Kakutani v el econdmico de Walras son equiva-
lentes desde el punto de vista puramente lbgico.

Todo esta, en ese momento, yo no 1o sabia. Me llevé un tiempo per-
cibir que estaba buscando una solucion que hoy se sabe que no es posible
obtener. Por lo que se acaba de explicar, no se puede calcular una solucion
de equilibrio por métodos que no permitan también demostrar el teorema
de Kakutani.

Sin embargo, la investigacion no fue estéril, pues produjo como sub-
producto el primer método para calcular una solucion del modelo de Wal-
ras. Lamentablemente no me percate de ello en su momento, porque la
pregunta que me formulara no era 1a correcta. Yo buscaba un método para
aproximar la solucibn, y €so no es posible en general. La pregunta correcta
la formulé Scarf (1973): hoy el algoritmo resultante lleva su nombre,

Un grafico servira para mostrar cual es la dificuttad. Es suficiente
para ello considerar el caso mas sencillo en que existen Unicamente dos
bienes en la economia. Por lo tanto habré un solo precio relativo, Eso per-
mite utilizar el grafico usual de oferta y demanda. Por la ley de Walras es
sabido que si un mercado esta en equilibrio el otro también lo estard, de
modo que basta con representar uno solo. El eje horizontal mide la canti-
dad intercambiada del bien, mientras que su precio relativo en términos
del otro se representa en el otro ¢je. La curva de demanda D y lade oferta
O se intersecan en un punto correspondiente al precio p* v a la cantidad
g* , que representan la solucion de equilibrio det mercado. Dicha solucion
corresponde también a un equilibrio para el otro mercado y por ende del
sisterna completo.

~
-’

|

o
Y
fs]



ECONOMIA MATEMATICA, SU ... 21

En esos momentos yo trataba de buscar algo que me permitiera cal-
cular p¥, el precio de equilibrio, prefijado cierto margen de error arbitra-
riamente pequefio, Es obvio que esto no esen general posible. Sin embar-
go, un método general tiene que considerar no solamente estos casos nor-
males sino que ademas debe ser capaz de hallar |a solucién de casos patolo-
gicos come el de la figura siguiente.

Agui la curva de oferta tiene un tramo decreciente, caso que como
es sabido puede darse en mercados como el de trabajo. Puede apreciarse
que ambas curvas se hatlan cerca una de la otra en todo el trecho entre el
verdadero punto de equilibrio (p* , g*) y el punto {p**, g**), donde las
dos curvas comienzan a separarse,

Es obvio —todo resulta cbvio una vez conocida la respuesta— que
no puede existir un método que aproxime el verdadero punto de equili-
brio en todos los casos si s6lo se sabe que las curvas son continuas. La ra-
zon reside en que todo algoritmo de solucion es finito, de manera que no
importa cuantos puntos de las dos curvas se hayan representado en el gra-
fico. A menos que por casualidad ambos puntos coincidan siempre es posi-
ble imaginar curvas suficientemente irregulares como para que se interse-
quen en un punto alejado de uno cualquiera de los ya representados. La (-
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nica, medida de “cercania’” de las dos curvas de que disponemos es la
diferencia entre cantidad ofrecida y demandada, ya que dado cualguier
nGmero razonable de mercados —seguramente mas de tres— no es posi-
ble graficar las relaciones entre precio y cantidad para guiar nuestros pa-
sos. Cualquier algoritmo practico tiene gue tomar una medida asoclada
con la discrepancia entre oferta y demanda para decidir cuando se ha al-
canzado un punto que para todos los fines puede jugar el papel ge pun-
to de equilibrio.

Esta claro entonces que estar “cerca’’ del equilibirc solo puede
significar en la practica que oferta y demanda estan casi igualadas, no
que precios y cantidades estan cerca del equilibrio desconocido. No es
posibie calcular la distancia al punto de equilibrio sin saber donde éste
se encuentra, y tampoco puede saberse si se estd cerca sin calcular di-
cha distancia.

Scarf pudo percibir que desde el punto de vista de las aplicacio-
nes précticas no interesa realmente determinar una selucion cercana a la
verdadera solucion de equilibiro, {p*, g*) en la figura. En general basta
con determinar un sistema de precios para los que oferta y demanda son
casi iguales, como ocurre con cualquier puntc en el tramo entre ambas
curvas detimitado por el punto de equilibiro y el punto (p**, g**). Este
es el sentido en gue se entiende hoy en dia el coOmpute de una solucion
aproximada de un sistema de equilibiro general.

Del mismo modo, para aperximar un punto tijo cuya existencia
fuera demostrada por una aplicacion del teorema de Kakutani, en vez
de calcular un punto cercano a un punto fijo, tarea impesible, se calcula
LN puUNto cercano asu propla imagen.

En la tearia del equilibrio general, en vez de calcular precios cer-
canos a los de equilibrio, se determinan precios para los que la ofertay
la demanda son casi coincidentes. Como dice el adagio, un problema
bien planteado es un problema casi resuelto.

Han pasado dieciochc afios desde que sabemos como resolver el
modelo de Walras v sus numerosos descendientes, enumerados anterior-
mente. El progreso de las técnicas de solucién es tan acelerado, que hoy
en dia no es mucho mas dificii determinar |a solucidn de un modelo de
equilibrio muitisectorial altamente no lineal que unc hineal. Esto sin de-
jar de mencionar ef éxito que han tenido modelos mas simples inspira-
dos en el Walrasiano.
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ECONOMIA MATEMATICA, SU EVOLUCION HISTORICA
Y ESTADO ACTUAL

RESUMEN

Se presenta en forma somera el campo de Economia Matemdtica. Una visién
historica inicial divide dicho campo en un primer periodo marginalista, uno de utili-
zacidn de teorfa de los conjuntos y modelos lineales, y uno de integracién de los
dos anteriores. Luego se analiza la evolucién del campo de la Teorfa del Equilibrio
General desde Quesnay, pasando por Walras y desarrollo posteriores, hasta su culmi-
nacidén con los trabajos de Arrow, Debreu ¥ sus contemporaneos, Finalmente se des-
cribe la evolucidn del problema del cilculo de soluciones al modelo de Equilibrio
General con mirdas a su utilizacién en la practica de la Politica Econdémica. Es aqui
donde el autor puede aportar su conocimiento en sy calidad de participante directo,
tanto para sefialar las dificultades inherentes al problema como en el descubrimien-
to de métodos para su solucién.

MATHEMATICAL ECONOMICS, ITS HISTORICAL EVOLUTION
AND PRESENT STATE

SUMMARY

A brief survey of the field of Mathematical Economics is given. An initial
historical review divides the field into a first marginalist period, one of the use of
set theory and linear models, and ane of integration of the two previous ones, Next
the evolution of the field of General Equilibrium Theory is analized, starting with
Quesnay, continuing with Walras and following developments, until its culmination
with the works of Arrow and Debreu and their contemporaries, Finally the evoly-
tion of the problem of computing solutions to the General Equilibrium Modet for
its application to Economic Policy is described. It is here that the author is able to
bring to bear his knowledge in his capacity of direct participant, in order to show
the difficulties inherent in the problem and to discover methods for their solution.





